Réduction d’'une matrice

Ce cours vous est proposé par Odile Brandiere, Université de Paris Sud 11, UFR Jean Monnet et

AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.

Exercices corrigés

Exercice 1

I Consigne

1 0 1 2 -1 -1
1) Colculer( 0 1 1> (—1 2 —1>. Que peut-on en deduire 2

-1 -1 1 1 1 1
2 1 1
2) Diagonaliser la matrice A=(1 2 1) (on ordonnera les valeurs propres par ordre croissant)
1 1 2
puis calculer A"(n € N*¥)
Correction
1 0 1 2 -1 -1 3 00
1) NotonsP=[0 1 1])etQ=(-1 2 -1).PQ=(0 3 0]} Onendéduitpar
-1 -1 1 1 1 1 0 0 3

exemple que P71 = éQ ouqueQt= éP.

-2 1 1
1 @2-» 1
1 1 @2-2

2) P,(1) = det (A — Al) = =B +612-91+4

PN =(1=-21)%*4-2).

A a donc deux valeurs propres distinctes, 1, =1 avec m(4,) =2 et 1, =4 avec m(4,) = 1. (m(4)

désigne comme dans le cours I'ordre de multiplicité de 2).

Détermination du sous-espace propre E;, = 1 associé a 4
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X 2x+y+z=x
{V=(y)eE,—ll}(:){AV=/11V},soiT{x+2y+z=y,oux+y+z=OeT
z xX+y+2z=z

X X 1 0 1
{V=<y>eE,11}<:>{V=< y >=x<0 >+y< 1 )} E,, est donc engendré par V1=(0> et
Z —x=Y -1 -1 -1

0 1 0
w=(3)m (o) (1)
-1 -1 -1

D'autre part V; et V, sont libres (car non proportionnels), ils forment donc une base de E,; et

dimE; =2 =m(4,). A est donc diagnalisable.

Détermination du sous-espace propre E,, associé a 1, = 4

X 2x+y+z=4x 343y =0 x
{V = <y> € EAZ} < {AV = A,V}, soit {x+2y+z =4y, ou {_ x+ _yo_ et {V = <y> € EAZ}‘:’
z X+y+2z=4z xTz= z

b0+

1 1
E,, est donc engendré par V; = (1) E;, = ((1))
1

1 0 0 1 0 1
On en déduit alors que A = PDP~ Y, avec D=0 1 0|etP=| 0 1 1

2 -1 -1
D'oprés])P‘1=§Q=§<—1 2 —1>.

1 1 1
1 0 1\/1 0 O 2 -1 -1
0 1 10 1 0 -1 2 -1
-1 -1 1/\0 0 4" 1 1 1

@+4M)  (-1+4Y) (-1+4M)
A=zl 144 B4 (1447
(-1+4™) (-1+4") (2+4M)

A" = pprpt =

W =
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1 0 1
Trouver, sans calcul, les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice B = <0 3 0).

B est-elle diagonalisable 2

Correction

1 0 1
B = (0 3 0). Soit f 'application linéaire de matrice B dans la base canonique {ey, e,, e3} de

1 0 1
R3.

D'apres B, f(e;) =3e, et f(e;) =e; +e3=f(e3). Donc f(e; +e3) =2(e;+e3) et f(eg—e3)=0=
0(e; — e3).

On en déduit que e, est un vecteur propre de f associé ala valeur propre 3,e; + e, est un vecteur
proprte de f associé a la valeur propre 2 et e; — e est un vecteur propre de f associé a la valeur

propre 0. Ainsi B a frois valeurs propres distinctes et B est diagonalisable.

3 00 0 1 1
Ici on a méme montré que B =PDP*avecD=|0 2 0]etP=[(1 0 0 |
0 0 O 0 1 -1

2 1 0 1 1 0
1)Colculer(—1 -1 0)(—1 -2 0>.Quepeu’r—onendéduire?

0 1 1 1 2 1
-4 —6 0
2) On considere lamatrice A= 3 5 0. Calculer les valeurs propres de A et diagonaliser A
3 6 5

en précisant la matrice de passage P ainsi que P! (ordonner les valeurs propres par ordre

croissant et utiliser 1)).
3) Calculer A™.

4) On considere les frois suites reelles (u,); (v,); (wy,) définies par leurs premiers termes uy; v, et wy

Uy = —4Up 1 — 6V,
et les relations : {v, = 3u,_q + 5v,4 .
Wn == 3un_1 + 6U7’l—1 + 5Wn_1
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Calculer u,;v, et w, en fonction de n et uy; v, et wy. Que peut-on en déduire quant a la

convergence de ces 3 suites 2

Correction

2 1 0 1 1 0 10 0
SOiTP=<—1 -1 O)GTQ=<—1 -2 0>.PQ=<O 1 0>.DonCP‘1=Q.

0 1 1 1 2 1 00 1

(=4—2) -6 0 L B
P =detd—AL)=| 3  (G-2) 0 =(5—/1)|( 43 D (5_6;0 —G-DA+)2 -
3 6 (5-2)

2.

A a donc trois valeurs propres distinctes qui sont, par ordre croissant, 4, = —1,4, =2 et A3 =5, et

A est diagonalisable.
Détermination du sous-espace propre E;, associé a1, = —1

X —4x — 6y = —x —3x—6y=0 -
{V:(y)eEzl}@{AV=l1V}, soif{3x+5y=—y , OU {3x+63’=0 - OV {X:O g
z 3x + 6y + 5z =~z 3x+6y+6z=0 °T

pGd=b-(7)-3)

2
E,, est donc engendreé par V; = (—1) (on a choisi y = —1 pour retrouver la premiere colonne de

0
2
P). Ey, = ((—1))
0

Détermination du sous-espace propre E;, associé a 1, = 2
—4x — 6y = 2x —6x—6y =0

X
V= <y>eE,12}<=>{AV=/12V}, soit {3x+5y=2y 3x+3y=0  ou {y_ x
4 3x +6y+5z=2z 3x+6y+3z=0

(e -2}

1 1
E,, est donc engendré par V, = (-1), E;, = (<_1>)
1 1

Détermination du sous-espace propre E;, associ€ d 43 =5
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0 0 0
D'apres la forme de 4, (0) est un vecteur propre associé a 1; = 5 puisque 4 (0) =5 (0) etEy, =

1 1 1
0
<(o)>
1
-1 0 O 2 1 0
DoncA=PDP—1ovecD=<0 2 0> eTP=(—1 -1 0).
0 0 5 0 1 1
Et P~ = Q est donné par 1).

2 1 O0\/(-D® 0 0\/1 1 0
3)A"=PD"P‘1=<—1 -1 0)( 0o 2n 0)(—1 -2 0)
o 1 1\ o o s5®/\1 2 1

QEDHr-2m  @EEDT-2MH 0
An — ((_1)n+1 + Zn) ((_1)11 + 2n+1) 0
(=2"+5") (=271 42x5") 5¢

Un41 Up
4) On constate que le systéme s'écrit matriciellement (vn+1> =A (Un>
Wnt1 Wn

On en déduit donc en itérant que :

Un Up-1 Up-2 Up
Up | = A Vn-1 | = A% Vn—z2 | = ---A"| Vo |. D'OU le résultat
Wn Wn-1 Wn—2 Wo

u, = D" = 2Muy + 2(=1D™ = 2™ )y,
Uy = (1™ + 2%up + (Z1)" + 27w
wy, = (=2 + 5™ ug + (—2™1 + 2 X 5™) v, + 5w,

Si ug #0 ou vy # 0, les trois suites divergent (pour u, et v, ce sont les puissances de 2 qui

l'emportent, pour wy, si w, # 0, c'est 5™ ).
Siug = vy =0 etsiw, # 0, pour tout n,u,, = v, =0 et (w,) diverge.

Siug = vy =wy =0, pour tout n,u, = v, =w, =0.

Montrer que si A est une matrice d'ordre n sur R ou C vérifiant A2 = A (A est alors la matrice d'un

projecteur) ou A% = I,,, A est diagonalisable.
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Correction

4. Si A% = A, A est la matrice d'un projecteur p, projection sur Imp parallélement & Kerp et
Imp @ Kerp = R™,

Soit {vq, ...,v,.} une base B; de Imp et {v,,4, ..., v}, une base B, de Kerp. Pour tout vecteur v; de
B,,p(v;) = v; puisque v; € Imp et tout vecteur v; de B,, p(v;) = 0 puisque v; € Kerp. Donc la matrice

de p dans dans la base B; U B, de R™ est

r colonnes
1 . .0 . .0
01 . 0 0
o . . 1 0 |. Ef A est diagonalisable.
o . . 0 0
o . . . . .0

Remarquons que si A2 = I,,A = A™ L.

SIAV = —V,AV+V #0et A(AV+V) = A2V + AV =V + AV.

Donc AV + V est un vecteur propre associé a A, = 1.

Sipour fout V,AV = -V, A = —I,, et est diagonale.

SIAV £V, V—AV £ 0et A(V —AV) = AV — A2V = AV —V = —(V — AV).
Donc V — AV est un vecteur propre associé d 1, = —1

Sipour fout V,AV =V, A = I,, et est diagonale.

Soit E; le sous-espace propre associé d A, et E, le sous-espace propre associé a 1,. On peut écrire
1 1
W ERTV =—(AV+V) +o(V - AV)

Oorv, = %(AV +V)€EE etV, = %(V — AV) € E,. Donc E; + E, = R" et puisque E; et E, sont des sous-

espaces propres, cette somme est directe, E; @ E, = R™. Donc A est diagonalisable.

Remarque : Cet exercice est difficile. Il s‘adresse aux plus curieux. Il est intéressant d'en

comprendre le corrigé.
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smm:(ﬁ 1

matrice de passage.

). Pour quelles valeurs de a, A est-elle diagonalisable dans € 2 Si oui préciser la

Correction

2-2

Pa(D) = det(A — 21) = |~ (4i/1)| =2

2_61+8—a=(A—-3)2—(a+1).

e Sia#—1,P,(1) a deuxracines distinctes dans C et A est diagonalisable.
e Sia=—-1P4(1) aune racine double, 1 = 3.

30

Si A était diagonalisable, on aurait A = P (0 3

)P‘1 = 3PI,P~! = 3I,. or A # 31, donc A n'est pas

digonalisable

e FEtudions le cas ou a # —1 et déterminons P et D telles que A = PDP~1. Dans ce cas 4 a
deux valeurs propres distinctes 1, et 4,.

Sia+1>0,4 =3+vVa+letd,=3—-vVa+1.
sia+1<0,4y=3+iv-a—-1letd,=3—-iv—a—-1.

On peut donc écrire les valeurs propres de A sous la forme A =3+ ¢,/la+ 1|, avec e = 1,—1,i,—i

selon les 4 cas précédents. Désignons par E; le sous-espace propre associé d A1 =3 + & /|a + 1|

. L (2x+y=CB+¢&fla+1]x X
(v=(2) ek} @ = soi {ax+4y G4 ey ou{y=Q+eflaripret {v=()e

Eﬁ‘:{vz(uwﬁﬁﬂw):x(uwﬁﬁﬂo}

. 1 1
E, est donc engendré parV = (uwm))' E, = <((1+SM)))

Orsia+1>0,|Ja+1]=a+ 1 etles valeurs propres correspondent & e =1 et —1. On obtient alors

A=PDP*<wecD=<3+“a+1 0 )eTPz( 1 1 )

0 3—-Va+1 1+vVa+1 1-Va+1
Sia+1<0,|a+ 1] =—a—1etlesvaleurs propres correspondent d e =i et —i. On obtient alors A =

3+iv-a-1 0

1 1
PDP1 D=( ) TP=( . , )
avec 0 3—iv—a—-1 © 1+iv—a—-1 1—-iv—a-1
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2 10
La matrice A = (—1 3 1) est-elle diagonalisable ¢
1 0 1

Correction

2-2) 1 0
P(D) =det(A—AL)=| -1 (B-2) 1 |=-23+612-121+8
1 0 (1-2

PAD) = (2= 2.

On se retrouve ici dans la méme situation que dans I'exercice précédent (cas a=-1),iln'y a
gu'une seule valeur propre dont I'ordre de multiplicité est la dimension de I'espace vectoriel dans

lequel on fravaille, ici 3.

Si A était diagonalisable, on aurait A = PDP~! avec D = 2I;. Or 2I; commute avec P donc A =

21,PP~1 =2I,. Or A # 215, donc A n'est pas digonalisable.

1
Remarque : On vérifie aisément que E, = ((0)) et dim E, =1 <m(2).
1

0 1 0
Soit A = (0 0 1) la matrice de I'application f dans la base canonique de R3.
1 -3 3

Montrer que A n'est pas diagonalisable. Déterminer la forme réduite de Jordan J semblable a A

ainsi que la base dans laquelle f est représentée par J.

Correction

-1 1 0
0 -2 1
1 -3 (3-2

P,(1) = det(A — Aly) = =B +312-31+1

Pa() = (1-2°

Mathématiques 3, Odile Brandiere, , 8


http://aunege.fr/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

Avec un raisonnement analogue & celui de l'exercice précédent, on en déduit que A n'est pas

diagonalisable.

Détermination du sous-espace propre E; associé 1 =1

X y=Xx
{V:<y>EE)1}<=>{AV=AV},SO”{Z=y oUx=y=z
Z x—3y+3z=z

=G)esl=p-6)--C)

1 1
E, est donc engendré par V; = (1) E, = ((1))

1 1
1 1 0
dim E; = 1 donc la réduite de Jordande AestJ=(0 1 1 |et A adeux vecteurs de Jordan V,
0 0 1
et V.
xy (Yy=1+x -1
D'aprés J,V, vérifie AV, =V, +V, etsiV, = (y) z=1+4+y Vo= ( 0 ) convient.
z/ x—-3y+3z=1+z 1

x\ (Yy=—-1+x 1
D'apres J, V5 vérifie AV =V, + Vz etsiVy = <y> z=0+y Ve = <0> convient. Et A = PJP~1
1+z 0

z/ \x—3y+3z=
1 1 0 1 -1 1
ovec]=<0 1 1) etP=({1 0 0
0 0 1 1 1 0

2 10
La matrice A = (—1 3 1) est-elle diagonalisable 2 Sinon déterminer une matrice de Jordan qui
1 0 1

lui est semblable et préciser la matrice de passage.
Correction

C'est la matrice de I'exercice 6. On a vu que P,(1) = (2 — 2)? et que A n'est pas diagonalisable.

Détermination du sous-espace propre E; associé a A =2
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2x+y=2x

X
v=(y|eE! e av = v}, soit { _ - y=0
{ <z> /’1} { } x+3y+z 2y,ou{x+z:22
X =27

-G)eal=f-()--6)

1 1
E, est donc engendré parV; = (0) E) = ((0))

1 1
2 10
dim E; = 1 donc la réduite de Jordan de A est ] = (0 2 1) et A a deux vecteurs de Jordan V,
0 0 2

et V.

x\ (2x+y=1+2x 1
D'apres ], V, vérifie AV, =V, + 2V, etsiV, = (y),{—x +3y+z=0+2y.V, = <1> convient.
z/ \x+z=1+z 0

x\ (2x+y=1+2x 0
D'apres J,V; vérifie AV, =V, + 2V, et si Vs = (y),{—x +3y+z=1+4+2y. V3= (1) convient. Et A =
z/ \x+z=0+2z 0

2 1 0 1 1 0
Pjp~tavecj=|0 2 1]etP=(0 1 1
0 0 2 1 0 O

Déterminer pour quelles valeurs des paramétres a et b la matrice

a b 0
A= (0 1 —1) est diagonalisable. Etudier le cas ou elle ne l'est pas et la réduire & la forme la
0 2 4

plus simple possible.

Correction

(@a—2) b 0 A-n -1
Py =det(A=A)=| 0 (1= -1 |=@=-|" ;7 [P0 =(a-
0 2 (4-2
NP2 =51+6) = (a— DA —2)(A - 3).

e Sia#2eta=3,A4atrois valeurs propres distinctes et A est diagonalisable.

e Sia=2, Aaune valeur propre double 1 = 2.

Détermination du sous-espace propre E; associé d A = 2
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2x + by = 2x

x
{V=(y)EEA}(:){AV=AV},soiT{y—z=2y ,ou{ y
z 2y +4z =2z

p-G)eef=F-G)-G)

1 1
E, est donc engendré parV;, = (0) E; = ((0))
0

2 10
dim E; = 1 <m(4).An'est pas diagonalisable. Une forme réduite de Jordan de A est ] = (0 2 0)

semsoneafeGefop=(5) oo (1)

1 0 1 0
E, est donc engendré par V; = (0) etv, = ( 1 ) E, = (<0>,< 1 ))
0 -1 0 -1

v, et V, sont libres (car non proportionnels), ils forment une base de E; et dim E; =2 = m(4). A est

2 0 0
alors diagonalisable et A est semblable a D = (0 2 0).
0 0 3

e sSia=3,Aaune valeur propre double A = 3. Et par un raisonnement analogue au
précédent, on montre que sia = 3 et b # 0,4 n'est pas diagonalisable et a une réduite
2 0 0
de Jordan de la forme | = (0 3 1). On montre aussique sia =3 etb =0,4 est
0 0 3

2 00
diagonalisable et semblable & D = (0 3 0).
0 0 3

Xeg1 = 3% + Ve

Résoudre le systéeme suivant dans R? : { _ .
Ye+1 = —X¢ TVt

Correction

Notons X, = (;i) etAd= (_31 D, le systeme s'écrit X,,, = AX,

Réductionde 4: P,(1) = |(3__1'1) a i /1)| =@B-DA-D+1=A-2)>2
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Détermination du sous-espace propre E, associé a la valeur propre 1 = 2.

{v=(*) ek} = tav = 2v}, soit {i’;i’;zzzz’; ouy = —x.
v=0)er}e{v=(2)=x2))
E, est donc engendré par Vi = (") E2=((2))

dim E, =1 <m(2), donc A n'est pas diagonalisable et a pour réduite de Jordan ] = (g ;)

Reste a déterminer un vecteur de Jordan.

3x+y=1+2x

—(x _ .
{V = (y) est un vecteur de Jordan } & {AV =V, + 2V}, soit { —x+y=—1+42y

ouy=1—x.EtV, =

. ' I /1 1
(O) convient. Donc A = PJP~1 avec P = (_1 0)-

Changement de variable : Le systéme s'écrit alors X,.; = (PJP~ )X, ou P71X, ., = J(P71X,)

Faisons le changement de variable Z, = P~1X,,

(1) devient Z,,, = JZ, (2)

Notons Z, = (”f) (2) s'écrit {z”l

= t
2u, + vt, soit {vt ki2
t+1 = 2V

Utyq = Zut + klzt

Résolution de (3) :

Ursq = ko28 +uf avec u; solution particuliere de (3) de la forme u; = Ct2t. On détermine C en

écrivant que u; vérifie (3) :
. kp2t+5eot
C(t+ 12t = 2Ct2t + k28, soit 2t(2C — k) =0, =2 e’r u = k28 + t2f. Donc Z, = ( g ) et
1
o, (1 1 kzzt+ﬂzzf> Gtz + 52t

X = (kl + kz)zt + %tzt

D'ou K
yt = —k22t - 711:21:

Les constantes k, et k, peuvent étre déterminées si on connait les conditions initiales.
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Xep1 = X¢ + 2y — 224
Vi1 = 2% + Y — 22, .
Zeyr = 2X¢ + 2y, — 3z,

Résoudre dans R3 :

Correction
Xt 1 2 -2
Notons X, =¥ |etA=|2 1 -2],lesystéme s'écrit X;;, = AX;
Zt 2 2 =3
On a donc X, = A'X,. Mais ce calcul, aprées réduction de A utilise P~1. Nous allons plutét utiliser,

comme dans I'exercice précédent un changement de variable.

(1-1) 2 —2
Réductionde A:P,()=| 2 (1-2) -2 |[=-B-2+1+1=1-)(1+1)>
2 2 (=3-2)

A a donc 2 valeurs propres distinctes 4, =1 avec m(4;) =1 et 1, = —1 avec m(4,) = 2.

Détermination du sous-espace propre E,, associé a la valeur propre 4, = —1.

X xX+2y—2z=—x
{V:(y)EE,lz}@{AVzAZV},soiT{2x+y—Zz:—y oux+y—z=0.
z 2x+2y—3z=—z

-G)endel-(z)-+)- )

1 0 1 0
E,, est donc engendré par V; = (0) etV, = <1>,EA2 = ((0),(1)).
1 1 1 1

-1 0 O
dimE,, = 2 = m(4,), donc 4 est diagonalisable et est semblable & D = ( 0 -1 0)
0 0 1

Détermination du sous-espace propre E, associé a la valeur propre 1; = 1.

x x+2y—2z=x —,
{V=<y>eE,11}=>{AV=/11V}, soit{2x+y—2z=y ou {ﬁ:z
z 2x+2y—3z=1z B

=G)en)=p-0)-()
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1 1 1 0 1
E,, est donc engendré par V; = <1>,E,11 =< (1) >.Donc A=PDPlavecP = (0 1 1).
1 1 1 11

Changement de variable : Le systeme s'écrit alors X, = (PDP~1)X, ou P71X,,, = D(P7X,)

Faisons le changement de variable Z, = P~X,, (1) devient Z,,, = DZ,

U Uppr = U uy = ky(—=1)*
Notons Zy = <Ut >, (2) s'écrit {Ut+1 = -, soit v = kp(=1)*
Wi Wip1 = Wi wy = ks
ki (=1)* 1 0 1\ /ki(=1)F ki(=1)f + kg
Ze = ky (1)t et X, = PZ, = (o 1 1) (=D | = kp(-Df ks ) D'ou
ks 111 k3 (ey + k) (=1)" + kg

xt = kl(_l)t + k3
Ve = k(1) + ks
ze = (kg + k) (1) + k3

Les constantes kq, k, et k; peuvent étre déterminées si on conndait les conditions initiales.

Xt = 2x} —x2—2x3 +2
Résoudre dansR3 : {x2,, = x} + x? — 1
Xip1 = —(1/2)xf +3/2

0o 2 O 1 0 1 0
Onremarquera que linversede| 2 0 0 es’rz 1 0 0 |
-1 1 -1 1 -1 -2

Correction

Xeyr = 2Xp — Ve — 224 + 2
Ecrivons le systéme sous la forme (1) { Ye+1 = th+ Yt _3 1

Zgp1 = —5Ve T3

X 2 -1 -2 2

Notons X, = ()&), A=|1 1 0 etp ={-1|lesysteme sécrit X.,; = AX, +F,
2 0 - o 2

2 2

2-2) -1 -2
Réductiondea:p,()=| 1 (1 —1/1) 0f=—234322-31+1=(1-2)>3.
0 |
2

A adonc 1 valeur propre 1 =1 avec m(1) = 3.
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Détermination du sous-espace propre E; associé d la valeur propre 1 = 1.

x zx;-{_izzx x—y—2z=0
{Vz(y)EEA}@{AVle},soi’r 1y Y ou{ x=0

z _Ey =z -y =2z
X 0 0
{V=<y>eE,—l}=> V=|-2z|=2z|-2
z z 1
0
E, est donc engendré par V; = 2 | (on choisit z=—1 pour pouvoir utiliser la remarque en fin
-1

0
d'énoncé), E; = (( 2 )).
1

1 10
dim E; = 1 <m(A), donc 4 n'est pas diagonalisable et a pour réduite de Jordan J = (0 1 1)

Détermination des vecteurs de Jordan.

A a deux vecteurs de Jordan V, et V; vérifiant AV, =V, + V, et AV; =V, + V.

x 2x—y—2z=0+x x—y—2z=0 2
Donc si V, = (y),AV2 =V, +V, équivaut & x-i—y= 24y , soit {x= 2 et v, = <0>
7 _Ey:_1+z y=2-2z 1

convient.

x 2x—y—2z=2+x x—y—2z=2 0
Siv; = (y),AV3 =V, + V3 équivaut x-ll-y= 0+y ,soi’r{x =0 etV, = ( 0 )convien’r.
7 —Jy=1+z y=-2-12z -1

0o 2 0
DoncA=P/P*avecP=(2 0 0 )

-1 1 -1
) 0 1 0
Le calcul de P~ donne P~1 = o Y d'aprés la remarque de I'énoncé.
1 -1 -2

Changement de variable : Le systéme s'écrit alors X;.; = (PJP~ )X, + F, ou P~1X,; =J(P71X,) +
P'F,

2 _1
UYL AV -
OrP'F=2(1 0 0 = {

1 -1 -2
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Faisons le changement de variable Z, = P~1Xx,,

(]) deVIeﬂT Zt+1 =]Zt + P_lFt

Ut U1 = Up + Vg — % (4)
Notons Z; = ve |, (3) s’écrit ¢ vir1 =vet+we+1 (5)
Wy w1 = we (6)

On résout ce systeme en commencant par la derniére équation.

(6) & {w, = kq} (7)
(5) s'écrit v, = v+ ky + 1
Donc v, = k, + v{ avec v; solution particuliere de (7) de la forme v; = Ct (il y a résonance).

On détermine C en écrivant que Vi vérifie (7)

(4) sécritupys = ue + by + (ky + 1)t —

Donc u; = k5 + u; avec u; solution particuliere de (8) de la forme u; = (Cit + C,)t = C;t% + Cyt (il y

arésonance). On détermine C; et C, en écrivant que u; vérifie (8) :

Co(t+ 1) + Gt + 1) = Cyt? + Cot + ky + (ky + 1)t =, soit £(2C; — ky — 1)+(cl+c2 —k, +%) =0 ef

D'ou
ks +5 Uy + D2+ (= Sk +kp — 1)t
3 2 VM1 21 2

Zy = ky + (ky + Dt et
ky

o
N

1 1

X,=PZ,=( 2 0 0
t t ( _1 k, + (k; + Dt
ky

I
=
—_

xt = 2k2 + Z(kl + 1)t
Ve = 2ks + 2k, — kg — 2)t + (ky + 1)t?

D'oU 3 1
z; = (ks +ky,— k) + (zkl—k2 +2)t_5(k1+1)t2

Les constantes kq, k, et k3 peuvent étre déterminées si on connait les conditions initiales.
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1
. " ‘ Xis1 = ax; + 57
Etudier suivant la valeur de a la stabiliteé du systeme : 1 .
X2, = -xt + ax?
t+1 = 5%t t

Correction

Notons X, = (*t) et A = , le systeme s'écrit X, = AX,
Yt

NIk Q
Q NIRr

La stabilité d'un systéme séquentiel dépend du module des valeurs propres de A.

pay= |7 : =@-02-2=(a-2-2)(a+1-2)
AV % (a—l)_ 4 2 2 :

Les deux valeurs propres de A sont donc A, = a — % etl,=a+ %

Et A sera séquentiellement stable si et seulement si [A;] < 1 et |1,] < 1.
Soit |a—§| <1et |a+%| < 1.0r{|a—%l < 1}:»{—%< a<%}e’r{|a+%| < 1}(:){—§< a<

Soit |a| <2

-1 1 0

1

2

J

1) Soit A = (—5 4 —1/2). Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. A est-elle

-7 5 —1/2

diagonalisable 2

2) Donner la forme la plus simple de S (diagonale ou forme réduite de Jordan) telle que A =

PSP ~1, Déterminer P.

Xep1 = —Xe + Yt
1
. R Yerr = —5x¢ + 4y, — 2%
3) Soit le systeme ]
Zey1 = —TXe + 5y —5Z¢

x0=5,y0=8eTZ0=4
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Calculer (x¢, y:,2;) en fonction de t. Quel est le comportement de ce vecteur quand t tend vers

+o0 2

Correction

(-1-1 1 0
Ne@w=| 5 @-H -3 =B+ -2+ P == (1- 2 (3-2).

s ()

Les deux valeurs propres de A sont donc 1, =1 avec m(A,) =2et i, = % avec m(4,) = 1.

A sera diagonalisable si le sous-espace propre E; associé a 4, = 1 est de dimension 2 (= m(/ll)).

Détermination du sous-espace propre Ej, .

—x+ty=x
x 1 —
{V = (y) € E,h} & {AV = 1V}, soit { X T4y —32=Y oy {z B ;;C
Z —7x+ 5y — %z =z
X X 1
{V = (y) € E,h} s {V = <2x> =x (2)}
z 2x 2
1
E,, est donc engendré par V; = (2) etdim E;, =1 <m(4,), donc A n'est pas diagonalisable et est
2
1 1 0
semblable aj={0 1 0
0 0 -
2
1 1 0
2)s=j=(0 10
00 -

Pour déterminer P, il faut déterminer un vecteur de Jordan V, associé a 1, et le sous-espace

propre E;, associé a A,.

Détermination de V,

Vz Vé”ﬂe AVZ = V1 + Vz.

. —x+y=1+x 0
1 —
Siv, = (y>,AV2 =V, +V, équivaut & { TIX +4y =52 =24y ot {i:;:i’c‘ etv, = (1) convient.
z —7x+5y—%z=2+z 2
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Détermination du sous-espace propre Ej,.

1

T —T+Yy=3% _ B
{(V=| vy |€BE\} < {AV =XV} s0it { —bz+4y—iz=1y ou { Z:—%z
z —Tx 45y — 52 = 52 Sz
X 1
X E 3
{V=<y>EE,—12}<:> v=|2"|=«x[2
Z -X 1
2
2
E,, est donc engendré par V; = | 3 |.
1
1 0 2
OnendéduitP:P = (2 1 3>
2 21
Xt 5
3) Notons X, = | Yt |, le systeme s'écrit X, = AX, et X, = 8)
Zt 4
Etant donnée la réduction de 4, on a X,.; = (PSP™1)X, (1) et P71X,,, = S(P71X,).
Changement de variable :
Faisons le changement de variable Z, = P71X,,
(1) devient Z,,, = SZ,
Uy Uprr = U TV, (3)
Notons Z, = (W), (2) s'écrit { Ve+1 = Ve(4) . On résout ce systtme en commencant par la
Wi Wip1 = %Wt(S)

derniere équation.

¢
B e {Wt =k, (E) }
1) = v =k}

(3) s'écrit upyq = up + k3

Donc u; = k3 + u; avec u; solution particuliere de (6) de la forme u; = Ct (il y a résonance). On

détermine C en écrivant que u; vérifie (6) :
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1 t
k3 +k2t k3 +k2t+2k1 (E)

ks + ket
. k 1o 2 k 1\t
DOUZ’_L= 2 ¢ eTXt=PZt= 2 1 3 2 ¢ = 2(k3+k2t)+k2+3<k1(£))
1 1
ki () 2 2 Y\ k(3)

t
2(ks + kyt) + 2k, + Ky (%)

5
On détermine k4, k, et k;  I'aide des conditions initiales X, = (8)
4

xt=1+4(l)t

5=k;+ 2k, 27
D'oU {8 = 2ks + k, + 3k, et ky = 2,k, = 0 et ks = 1. Donc yt=2+6(%)
4 =2ks + 2k, + Ky e
z=2+2(3)

Xep1 = Xp + 2y — 2z + 2t — 2 + (1)t

Vi1 = 2% + Ve — 22, + 6t + 5 x 4¢

Ziyr = 2% + 2y — 3z, + 6t — 2+ (—1)t +5 x4t
x(0) =0,y(0)=0et z(0) = -1

Résoudre dans R3 :

1 1 0 1 1 -1
Remarque : on pourra utiliser des résultats de 11 et calculer (1 0 1>< 0o -1 1 )
1 1 1/\-1 0 1

Correction

Xt 1 2 =2 2t—2+ (—1)t
Notons X, = (%),,A = (2 1 —2) et F, = 6t + 5(4Y) , le systeme s'écrit
2 2 2 -3 6t — 2 + (1)t +5(4%)

0
-1

Réduction de 4 : D'apres I'exercice 11,

1 10 1 0 0
A=PDP'avecP=(1 0 1]etD=|0 -1 0

111 0 0 -1

Remarque : ici on a changé l'ordre des valeurs propres et des vecteurs propres pour Pouvoir

utiliser l'indication de I'énoncé.
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Le systéeme s'écrit alors X,,; = (PDP~Y)X, + F, ou P~'X,,; = D(P™'X,) + P7F,

Changement de variable

Faisons le changement de variable Z, = P71X,,
(]) deVienT Zt+1 - DZt + P_lFt

D'autre part, si on suit les indications de I'énoncé :

1 1 0 1 1 -1 1 0 0 1 1 -1
<1 0 1)( 0 -1 1 > = (0 1 0>. Donc p~l= ( 0 -1 1 ) et P7lF, =
1 1 1/\-1 0 1 0 0 1 -1 0 1
1 1 -1 2t -2+ (-1 2t
( 0 -1 1 ) 6t + 5(4%) = (—2 + (—1)t>
-1 0 1/\6t—2+(-1)¢+5(4H) 4t +5(4°)
ut ut+1 - ut + Zt
Notons Z, = (w), (2) s'écrit{ vy, = —v; — 2+ (=1)¢
Wt Wep1 = =W, + 4t + 5(4Y)

Résolution de (3) : u, = k; + u; avec u; solution particuliere de (3) de la forme u; = C;t2 + C,t (il y

arésonance). On détermine C, et C, en écrivant que u; vérifie (3) :
Cl(t + 1)2 + Cz(t + 1) = Cltz + Czt + Zt, SOIT t(ZC]_ - 2) + Cl + CZ = O. D'OL\J Cl = 1, CZ = _1, eT
ut = kl + tz -t

Résolution de (4) : v, = k,(—1)! + v; avec v; solution particuliere de (4) de la forme vf =C; +

C,t(—1)t (ily arésonance). On détermine C; et C, en écrivant que v; vérifie (4) :

Ci+ C(t+ (D = —(C, + Cot(—1DY) = 2 + (—1)¢, soit (2C; +2) + (—1)!(—C,—1)=0. D'ou C; =
_1, CZ = _1, eT Ut = kz(_l)t - 1 - t(_l)t

Résolution de (5): w, = k;(—1)t + w; avec w; solution particuliere de (5) de la forme w; = C;t +

C, + C;(4%). On détermine ¢, C, et C; en écrivant que w; vérifie (5) :

Ci(t+ 1)+ Cy + C5(451) = —(Cyt + €, + C5(4Y)) + 5(4%) + 4t soit
t(ZCl - 4) + (Cl + ZCZ) + 4t(563 - 5) =0. D'OL‘J Cl = 2, CZ = _1, C3 =1 eT We = k3(_1)t +2t—1+ 4t

ky+t2—t 1 1 0 k,+t?—t
Zy = k(=D —=1—-t(-1)¢ |et X, = PZ, = (1 0 1) ky(—1)t—1—t(-1)¢
ks(—1)t+2t—1+4¢ 1 1 1/ \kg(-Dt+2t—1+4¢
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ky + k(D) +t2—t—1—t(-1)t¢
X, = ki + k(D)0 +t2+t—1+4¢ .
ky+ (ks +k)(mD)E+ 2+t —2 —t(—1)t + 4t

0
On détermine les constantes kq, k, et k5 en utilisant les conditions initiales X, = ( 0 >
-1

O=k1+k2_1
Donc{0=k; +k;—1+1 etk =1k, =0et k; =—1.

X, =t?—t—t(—1)
D'oUsy,=—(—Dt+t2+t+4
z=—(t+ DD+ 2+t -1+ 40

(xm =—x;+y, +2t2—12+2¢

1
Vis1 = —5x; + 4y, — =z, + 3t? — 16 + 2t*1
z 3. 2
Résoudre dans R? : B I , ot
Zt+1 _— —7xt+5yt—52t+t _2+2

x0=2,y0=4eTZO=3

1 0 2
Remarque : on pourra utiliser des résultats de 14 et calculer (2 1 3)

2 2 1
Correction
-1 1 0
Xt c 4 _1 2t2 —12+2¢
Notons X, =(Ye |, A=~ T2 |etF, ={3¢t2 - 16+ 2tt! |, le systeme s'écrit
Zt -7 5 — t? — 2 4 2¢+1

2
3

1 1

1 0 2
Réduction de 4 : D'aprés I'exercice 14, A = PJP~* avec P = (2 1 3) ety=(0 1
0 0

2 21
Le systeme s'écrit alors X, = (PJP™ V)X, + F, ou P71X,,, = J(P71X,) + P71F,

NI, O O

Changement de variable : Faisons le changement de variable Z, = P71X,,

(1) devient Z,.; = JZ, + P7'F,
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1 0 2 5 4 2 1 0 O
D'autre part, si on suit les indications de I'énoncé : (2 1 3|(-4 3 -1 |=(0 1 0].Donc

2 2 1/\-2 2 -11 0 0 1
5 -4 2 5 —4 2 2t2—12+2¢ 2t
Pl=(-4 3 —1|etP'R=(-4 3 -1]|32—16+20"|=| 2
-2 2 -1 -2 2 -1 t2 —2 4 2t t2—6
ut ut+1 = ut + ‘Ut + Zt
Notons Z, = (W),(Z) s'écrit { Ves1 = Ve + 2 (4)
We Wt+1=%wt+t2_6

On résout ce systeme en commencant par la derniere équation.

t
Résolution de (5): w, = k; G) + w; avec w; solution particuliere de (5) de la forme w; = C;t? +

C,t + C3. On détermine Cy, C, et C; en écrivant que w; vérifie (5) :
2 1 2 2 o421 1
Cit+1D)*+C,t+1D)+C5 = E(Clt +Ct+C3)+t“—6 soit t (EC1 — 1) + 1:(261 +;Cz) + (61 +C, +

1 N 1\¢
EC3+6) =0.D'oUC, =2,C, =—8,C; =0 et w, =k1(5) +2t2 -8t

Résolution de (4) : v, = k, + v; avec v} solution particuliere de (4) de la forme v; =it (il y a

résonance). On détermine C; en écrivant que v} vérifie (4) :

Résolution de (3) : (3) devient (6) uspq = up + k, + 2t + 28,

u, = k3 +uj avec u; solution particuliére de (6) de laforme u; = C;t? + C,t + C32¢ (ily arésonance).
On détermine C,e,tC, et Cs en écrivant que uy vérifie (6)
Ci(t+ 1)2+ C(t+ 1) + C3284 = Cit2 + Cot + C328 + ky + 2t + 28, soit t(2C;,—2)+ (C1+ C, —ky) +

Zt(2C3—C3—1)=0.D'Of1C1=1,C2=k2—1eTC3=1,eTut=k3+t2+(k2—1)t+2t

ks +t%2+ (ky— 1)t + 2t 10 2 ks +t?2+ (ky— 1)t + 2t
D'oU Z, = ko tat eTXt=PZt=<2 1 3) ko tat
ki (3) +2¢% -8t 2 21 ki (5) +2¢% -8t

t
ks + 5t% + (ky — 17)t + 2t + 2k, (%)
1 t
Xe = | 2k; + 8t? + (2k, — 24)t + 2" + k, + 3k, (E)
1 t
2ky + 4t% + 2k, — 6)t + 2111 + 2k, + k4 (E)

2
On détermine k4, k, et k; & I'aide des conditions initiales X, = (4)
3
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1t—1

x, = 5t2 — 16t —1+2° + 3)
2=ky+1+ 2k, 2 .
Doui4 =2k;+2+k,+3kyetk, =1k, =1etk; =—1.Donc yt=8t2—22t—1+2”1+3(1)
3 = 2ley + 2 + 2k, + ky NE
zt=4t2—4t+2”1+(5)

1) Réduire (Sf __3}2).

Xes1 = 5/2% =y — 2 +3(29)
Yer1 = 4%, —3/2y, — 5+ 6(29)
2) Résoudre astucieusement dans R3 : 1 i N
Zt+1=xt_§3’t_gzt_(5) -1
x0=2,y0 :1eT20:1

a

N.B. : On donne le résultat suivant : si P:(C q

== D

) est une matrice inversible alors P71 =

Correction

5
Réductionde A : P,(1) = (5 ; /1) ! = (l - /1)2.

(-39

, . . esN 1
Détermination du sous-espace propre Ex associé d la valeur propre 4 = -.
2

5 1
ex—y=-x
{Vz(x)eEl}@{szlv},soﬁr 2, ?, ouy=2x.
g 2 ? dx—cy =2y

V=()er)ow=0)=x0)

E: est donc engendré par V; = (3),Ex = ((3)).

dimEi=1<m (%) donc A n'est pas diagonalisable et a pour réduite de Jordan J =

S NI
NIR =

Reste a déterminer un vecteur de Jordan.
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gx—y=1+%x
, Ou2x=1+y.EtV,=

{V = (;) est un vecteur de Jordan} & {AV =V, + %V} soit )
4x — -y = 2+ -y
2 2

, _ o _(1 0
(°) convient. Donc A = PJP~* avec P = (2 _1).

5
. s . , . R xt+1=5xt—yt—2+3(2t)
Si on considere les deux premieres équations du systeme on a (1) 3
Ver1 = 4% — >y, — 5+ 6(2)
2

— t N , .
Notons X, = (;i) etF, = (_!2;:283), le systéme s'écrit

2
Xt+1 = AXt + Ft avec XO = (1)

Le systéme s'écrit alors X, = (PJP™ V)X, + F, ou P 1X,,.; = J(P71X,) + P71F,
Changement de variable :

Faisons le changement de variable Z, = P~1X,,

(1) devient Z,.; = JZ, + P1F,;

D'aprés la formule de I'énoncé Pt = (% _01) et P1F, = (% _01) (:21282) - (-2+f(2t))

1
Uppy =>U + Ve + =24 3(29)
Notons Z, = (’;t), (2) sécrit! 2 o
‘ Vepr =50 +1(4)
t
Résolution de (4) : v, ==k, G) + v; avec v solution particuliere de (4) de la forme v = €. On

détermine C en écrivant que v; vérifie (4) :

1 . 1\¢
C=EC+1,SOITC=ZeTvt=k1(E) +2

t
Résolution de (3) : (3) s'écrit (5) 1 upyq = %ut +ky G) +3(2Y)

t t
Uspq == kyq G) +u; avec u; solution particuliere de (5) de la forme uj = C;t G) + C,(2%). On
détermine C; et C, en écrivant que u; vérifie (5)

C,(t+1) (%)t+1 +C,(2t1) = %(Clt G)t + cz(zf)> +ky G)t +3(2H), soit (l)t (1 C, — kl) + 2t (zc2 -

2 2

26— 3) =0.D'ouC, = 2k, C, =2 etu, =k, (%)t + 2k1t(%)t 4o+t
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1 ¢ 1 bt
Donc Z;, = <k2(2) zzgll)tt(i " > et
1

1 0 k, (%)t + 2kt (%)t + 2t+1 (ky + 2kqt) (%)t + 2t+1
o= b= (2 -t kq (%)t +2 B (2ky — kq + 4k, t) (%)t +2t+2 -2
2=k, +2

On détermine k, et k, & I'aide des conditions initiales X, = (%). D'ou { doUk, =1

1=2k2—k1+2'
t

xe =2t(3) +2+

thk,=0et 2

Stk =06 1\ t+2

ye=(4t—1)(3) +2:2 -2

1 t

t
D'autre part z, vérifie alors z, = —%zt etz =kj (— E) .Etpuisque zy =1,k =1et z, = (— %)

Xp =2t G)t +2t+1

Enrécapitulant : { y, = (4t — 1) G)t +2t¥2 _p

e (3
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