Somme de sous-espaces vectoriels - Produit
scalaire - Projections

Ce cours vous est proposé par Odile Brandiere, Université de Paris Sud 11, UFR Jean Monnet et

AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.

Exercices

Exercice 1

Consigne

Soit F; le sous espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs v; = (2,1,0) v, = (-=1,0,1) et w =
(4,1,-2).

1) Déterminer une base et la dimension de F;. Ecrire la forme générale d'un vecteur de F;.

2) Soit F, = {(0,a + b,—b), a € R et b € R}. Montrer que F, est un sous espace vectoriel de R dont

on donnera la dimension et une base.

3) Donner une base et la dimension de F; N F, et F; + F,. La somme F; + F, est-elle directe ¢
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Soit F; et F, les sous-espaces vectoriels de R* engendrés respectivement par les familles {uy, u,, us}

et {v,,v,} oU :

u;, = (1,04,2),u, = (1,2,3,1) et uz = (1,-2,5,3)

v, = (4,2,0,1) et v, = (1,4,2,1)

1) Déterminer la dimension et une base des espaces F; et F,.

2) Montrer que F; et F, sont supplémentaires dans R*.

Déterminer I'application linéaire qui projette R? dans le plan engendré par V; = (-1,0,1) et V, =
(0,1,0) parallelement a Y = (1,0,1).

Déterminer le produit scalaire de V; et V, ainsi que ||V;]| et ||V,]| dans les cas suivants :
1) Vi = (-1,v3,1,-2) et V; = (1,2,3,V3)

2) Vy = (1,-2,-1) et V, = (1,v2,—V2)
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On considere les vecteurs de R3 suivants : v; = (1,—-1,1) et v, = (=1,0,1).
1) Démontrer que ces vecteurs sont orthogonaux. Sont-ils dépendants 2

2) Déterminer un vecteur v, tel que {v,, v,, v3} soit une base orthogonale de R3 puis exprimer w =
(1,0,0) dans cette base.

Soient v = (1,0,—1) et F le sous-espace vectoriel de R3 orthogonal & v (c'est-a-dire I'ensemble

des vecteurs orthogonaux & v). Quelle est la dimension de F 2 Déterminer F.

Soit v; = (1,-1,1,1) et v, = (0,1,0,1). Montrer que v, et v, sont orthogonaux et déterminer le sous-

espace vectoriel orthogonal au sous espace vectoriel engendré par v, et v,.

Soit v; = (1/2,v2/4,3/4,—1/4). Déterminer une base orthonormée de R* contenant v,.
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2 2 -1
Montrer que M = é( 2 -1 2 ) est une matrice orthogonale.

Soit F = {(x,y,z) € R%;x — 2y + z = 0}.
1) Donner une base de F.
2) Déterminer le sous-espace vectoriel de R3 orthogonal a F.

3) Déterminer la projection orthogonale p sur F (c'est-a-dire la projection sur F parallelement au
sous espace orthogonal a F) sans utiliser le dernier résultat du cours (on demande d'exprimer

p(v) = p(x,v,z) en fonction des coordonnées x, y et z d'un vecteur v quelconque de R3).
4) Donner la matrice de p dans la base canonique de R3, sans utiliser le dernier résultat du cours.

5) Soit v = (—1,0,—1). Trouver le vecteur w de F qui approxime le mieux v, au sens ou ||v — w]| est

minimale.
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1) Déterminer le sous-espace vectoriel de R* orthogonal & F tel que :
F= {(x:y;z;t) S R4,x =y—tetz =y+2t}

2) Déterminer la projection orthogonale sur F correspondante sans utiliser le dernier résultat du

Ccours.

3) Soitv = (1,2,—1,3). Trouver le vecteur w de F qui approxime le mieux v, Au sens ou ||v — w|| est

minimale.

On se place dans R™ muni de sa base canonique.

1 X1
. X . . . . .
Soite = L etX = "% |. Déterminer le vecteur w de F = (e) qui approxime le mieux X, Au sens
1 Xn

ou [|X — w]| est minimale.
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Soit F, le sous-espace vectoriel de R* défini par :
{(x,y,z,t);2x+y=zetz+t =0}
1) Donner une base de F; puis sa dimension.

2) Soit F, = ((1,1,0,0), (0,1,1,0)). Montrer que F, et F, sont supplémentaires.

3) Soit p(x,y,z,t) = (x_;’”, _2x+23;_22_3t, —t,t). Montrer que p est un projecteur.

Montrer que p est la projection sur F; parallelement a F,.

(On n'utilisera pas le dernier résultat du cours).

1 1 1 1
- _1f1 -1 -1 1 _ — (1 -1 — = (1 —
Soient A== 1 -1 1 1) w= (1,1,1,1),u; = (1,-1,-1,1),uz = (1,-1,1
1 1 -1 -1

(1,1,-1,-1).

1) a) Montrer que b = {u;,u,,us,us} €st une base orthogonale de R*.

b) Calculer la norme de chacun des vecteurs de b et en déduire que A est orthogonale.

c) Calculer A™1.

2) Soit E; le sous-espace vectoriel engendré par (2,1,0,1) et (1,0,1,0) (E; est en fait le sous-espace

propre de A relatif & la valeur propre 1) et E, le sous-espace vectoriel engendré par (1,2,—1,0) et

(0,—1,0,1) (E, est le sous-espace propre de A relatif a la valeur propre -1). E; et E, sont-ils

orthogonaux 2
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Expliciter, dans une base que l'on précisera et que I'on choisira la plus simple possible, la

projection de p sur E; parallelement a E, (on demande p(v) en fonction des coordonnées

&+ N R

de v (vecteur quelconque de R* ) dans la base choisie et la matrice de p dans cette base sans

utiliser le dernier résultat du cours).

Reprendre les exercices 10, 11 et 14 et déterminer les matrices des projections dans la base

canonigue en utilisant le dernier résultat du cours.

On rappelle que si P = (z Z

) avec détP # 0,P~1 = déltp (_dc _ab).

4 —-12 -—-12

Soit M = (0 1 0 )Io matrice d'une application linéaire f de R3 dans R3 dans la base
1 -6 -3

canonigue.

1. Déterminer une base de kerf et une base de Imf.
2. Montrer que f est un projecteur.
3. Déterminer E, et E, tels que f soit une projection sur E; parallelement a E,.

4. Soit B, et B, des bases respectives de E; et E,. Donner la matrice de f dans B; U B,.
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Soit F un sous-espace vectoriel de R® admettant une base orthonormée B; = {uy,u,, ..., u,.} (bien

sUr r < n). Montrer que si Z est la projection orthogonale de V sur F alors ||Z]|* = X7, < V,u; >

Indication : Construire une base orthonormée de R™ contenant B, et une base orthonormée B,
de FL.

Comment citer ce cours ?

Mathématiques 3, Odile Brandiére, AUNEGe ( ), CC -BYNC ND
( ).

[@0cle

Cette ceuvre est mise d disposition dans le respect de la législation francaise protégeant le droit

d'auteur, selon les termes du contrat de licence Creative Commons Attribution - Pas d'Utilisation
Commerciale - Pas de Modification 4.0 International (

). En cas de conflit entre la législation frangaise et les termes de ce contrat de licence,
la clause non conforme & la Iégislation francaise est réputée non écrite. Sila clause constitue un
élément déterminant de I'engagement des parties ou de l'une d'elles, sa nullité emporte celle

du confrat de licence tout entier.

Mathématiques 3, Odile Brandiere, , 8


http://aunege.fr/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
http://aunege.fr/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

