Somme de sous-espaces vectoriels - Produit
scalaire - Projections

Ce cours vous est proposé par Odile Brandiere, Université de Paris Sud 11, UFR Jean Monnet et

AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.

Exercices corrigés

Exercice 1

I Consigne

Soit F, le sous espace vectoriel de R® engendré par les vecteurs v; = (2,1,0) v, = (-1,0,1) et w =
(4,1,-2).

1) Déterminer une base et la dimension de F;. Ecrire la forme générale d'un vecteur de F;.

2) Soit F, = {(0,a + b,—b), a € R et b € R}. Montrer que F, est un sous espace vectoriel de R? dont

on donnera la dimension et une base.

3) Donner une base et la dimension de F; N F, et F; + F,. La somme F, + F, est-elle directe 2

I Correction

2 -1 4
1)[{t 0 1]|=0.Lesvecteursv,,v, et wsont donc liés et dimF; < 2.
0o 1 =2

{v,, v,} est un systéme libre de deux vecteurs de F,, c'est une base de F; et dimF, = 2.Un vecteur
v de F; est une combinaison linéaire de v, et v, et s'écrit av, + Bv,, et B réels quelconques. Donc
v=_Q2a—-Baop) et

v=(xyz)eEF&Sx=2y—2z

AUNEGe

L’université numeérique
Economie Gestion




2 -1 «x
On peut aussi écrire que v = (x,y, z) € F, si et seulement si dét(v,,v,,v) =0,50it |1 0 y|=0,soit
0 1 =z

x—2y+z=0.

2) Si v=(0,a+b,—b) € F,,v=a(0,1,0) + b(0,1,—1). F, est donc l'ensemble des combinaisons
linéaire de u; = (0,1,0) et u, = (0,1,—1), c'est donc bien un sous-espace vectoriel de R3 et {u;, u,}
en est un systeme générateur. D'autre part u, et u, sont indépendants (car non proportionnels),

ils forment donc une base de F, et dimF, = 2.

Remarque : En fait {v = (x,y,2) € F,} & {x = 0}.

){fv=Wy,z2)eEFNF}e {x=2y—zetx=0}.
fv=(y2z)eEFNF}o{x=0etz=2y}.

v=&yzeRnk}e{v=(0y2y) =y(012)}

F; N F, est donc le sous-espace vectoriel engendré par u; = (0,1,2) et dimF; N F, = 1.
WeFR+F}e =V, +V,V, €F,V, € F,}.

Puisque {v,,v,} est une base de F; et {u,,u,} une base de F,, v = (av; + bv,) + (cu; + du,) et
{v1, v, u4,u,} st un systéme générateur de F, + F,. Ce systeme de 4 vecteurs de R3 est
évidemment lié. Par contre {v,,v,,u,} est libre (on vérifie en effet que dét(v,, v,,uy) # 0), C'est
donc une base de F, + F, et dim(F; + F,) = 3. On en déduit donc que F; + F, = R3 (le seul sous-
espace vectoriel de R3 de dimension 3 est R3). La somme F; + F, n'est pas directe car F; N F, #

{(0,0,0)} (on a aussi dim(F, + F,) # dimF; + dimF,).

Soit F, et F, les sous-espaces vectoriels de R* engendrés respectivement par les familles {uy, u,, us}

et {v,,v,} oU :

u, = (1,04,2),u, = (1,2,3,1) et us = (1,-2,5,3)

v; = (4,2,0,1) et v, = (1,4,2,1)

1) Déterminer la dimension et une base des espaces F; et F,.

2) Montrer que F; et F, sont supplémentaires dans R*.
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Correction

1) On remarque que 2u; —u, = ug, {uy, uy, ug} est donc lié. u; et u, sont indépendants (non

proportionnels) et forment donc une base de F, et dimF, = 2.

D'autre part {v,,v,} est libre (les vecteurs ne sont pas proportionnels), c'est donc une base de F,

2) F, est engendré par {u;,u,} et F, est engendré par {v,,v,}, F; + F, est donc engendré par

{ur, up, vy, 12}

1 1 4 1

1 1 4 1 ) ) 4
OI’ dét(ul,uz,vl,vz)= 2 g (2) Lzl- = 8 _21 —i6 _42 = _1 _16 —2 ’ eT dét(ul,uZ,vl,Uz)z
2 11 1 0 -1 -7 -1 -1 -7 -1

=30 # 0.{uq, uy, v1,v,} €st un systeme libre de R*, c'est une base de R* et puisque c'est un systéme
générateur de F; + F,,dim(F, + F,) = 4 et F; + F, = R*. {uy,u,, v;,v,} est une base de F; + F, donc
pour tout vecteurs v de F; + F, = R*, il existe a, b, c et d, uniques tels que v = au, + bu, + cv, + dv,.
au; + bu, =V, € F; etcv, + dv, =V, € F,, sont uniques. La décomposition v = V; + V, de v est donc

unigue et la somme est directe : F; @ F,.

Déterminer I'application linéaire qui projette R® dans le plan engendré par V; = (—1,0,1) et V, =

(0,1,0) parallelement a Y = (1,0,1).

Correction
-1 0 1

Soit p l'application linéaire cherchée. Remarquons d'abord que [0 1 0[=-2#0. B=
1 0 1

{v,V,,Y} est une base de R3. Si F, =(V,,V, > et F, =(Y >,F, ® F, = R3 et la projection p sur F;

parallelement A F, est bien définie.
Siv=_(xvy2)=aV; +BV, +yY et p(v) = al; + BV,.

Calculons a et B, les deux premieres coordonnées de v dans la base B.

fv=Wyz)=aV, +BV, +yV} = {v=(x,y,2) = (—a+vy,Ba+y)}. Dou y

B =y.Donc p(x,y,z) = aV, + BV, = "‘2+Z (=1,01) +y(0,1,0) = (%y _"‘2+Z).
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Déterminer le produit scalaire de V; et V, ainsi que ||V,]| et ||[V,|| dans les cas suivants :
1)V = (-1,v3,1,-2) et 1, = (1,23,V3)

2) vy = (1,-2,-1) et V, = (1,V2,—V2)

Correction

)V, -V, =—1+2V3+3-2/3=2.
Vill=vV1+3+1+4=3.

IVl =vVI+4+9+3=+17.
20V, -V, =1-2V2+V2=1-+2.
Vil =v1+4+1=+6.

Vol =vI+2+2=+5.

On considere les vecteurs de R3 suivants : v; = (1,—-1,1) et v, = (=1,0,1).
1) Démontrer que ces vecteurs sont orthogonaux. Sont-ils dépendants 2

2) Déterminer un vecteur v, tel que {v,, v,, v3} soit une base orthogonale de R3 puis exprimer w =

(1,0,0) dans cette base.

Correction

1) v, v, ==1+1=0.v, et v, sont orthogonaux et non nuls, ils sont donc indépendants d'apres

le cours.

2) v3 = (x,y,z) convient si et seulement si c'est un vecteur & la fois orthogonal & v, et v,.

171'173:0
vz'v:),:O

x—y+z=0

Don
OC{ —x+z=0

L[y = 2x _ .
ou { , soit { = et v; = (1,2,1) convient.
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Premiére méthode

a
Siw =(1,0,0) = av; + Bv, + yvs, (ﬂ) est la matrice des coordonnées de w dans B = {v;, v,, v5}.
Y

l=a—-pf+vy { a=2y

Ono(1,0,0)=(a—B—I—y,—a+2y,a+[3+y),soi’r{0=—a+2y,e’r 3y—p=1.
O=a+p+y B+3y=0

D'oUa=

W=

1/3
B = —%,y = % et les coordonnées de w dans B sont (—1/2).
1/6

Deuxiéeme méthode

Siw=(1,0,0) = av, + Bv, +yvs

. 1
w - v; = a||v,]|? car la base est orthogonale et que v, - v, = v, - v3 = 0. Donc a = |‘|A1/: 7?2 ==
1

De méme w - v, = B||v,||> et B = ”:V]'lez = —%.
2

wwvg 1

llvsll2 6

Etw-vs =yllvs]|* ety =

Soient v = (1,0,—1) et F le sous-espace vectoriel de R3 orthogonal & v (c'est-a-dire I'ensemble

des vecteurs orthogonaux a v). Quelle est la dimension de F 2 Déterminer F.

Correction

(v) et F sont supplémentaires d'apres le cours et dim(v) + dimF = dimR3. Donc dimF = 2.
fu=(xyv2)eEF}S {u-v=0}
{fu=(y2)€EF} e {x—z=0}

Donc F = {(x,y,2); x = z}.

fu=(x,v,2) €F} = {u=(xyx)=x(1,0,1)+v(0,1,0)3}.{(1,0,1),(0,1,0)0} est donc un systeme
générateur de F. Ces deux vecteurs sont indépendants (non proportionnels) et forment une base
deF.
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Soit v, = (1,-1,1,1) et v, = (0,1,0,1). Montrer que v, et v, sont orthogonaux et déterminer le sous-

espace vectoriel orthogonal au sous espace vectoriel engendré par v, et v,.

Correction

v v, =0—-1+0+1=0.v, et v, sont donc bien orthogonaux. Soit F = (v, v,), on cherche donc
FL.

flu=kxyzt)eFt}e{ulv, etulvl}

Soi’r{x_y-l_z-l_t:oou{ t=-y

y+t=0 Z=2y—x‘Donc
fu=@yzt)EFt} e {u=(xy2y—x—-y) =x(10,-1,0) + y(0,1,2,—1)}

Ainsi F+ est engendré par u; = (1,0,—1,0) et u, = (0,1,2,—1). Ces deux vecteurs forment une base

de F* puisqu'ils sont de surcroit indépendants, et dimF+ = 2.
On a aussi I'expression de F* sous les formes :
Fr={(xy,zt) ERYy+t=0etx—y+z+t=0}

F'={(x,y,2y —x,—y),x ER,y ER}.

Soit v; = (1/2,v2/4,3/4,—1/4). Déterminer une base orthonormée de R* contenant v,.

Correction
2 1,2 ,9 1 . .
[lvl]? ==+—=+—=+—=1,v, est donc bien normé.
4 16 16 16

De fagon évidente v, = (1,0,0,2) est orthogonal & v,, ainsi que v; = (0,3,—v2,0). Et bien sir v, est

orthogonal a vs.

Reste a frouver un vecteur v, orthogonal & la fois a vy, v, et v puis & normer tous les vecteurs qui

ne le sont pas.
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vy = (x,y,2z,t) est orthogonal & wv,,v, et vy si

x = —2t
ranz 3ty &
2 4 4 4 y=z%
x+ 2t = ou - .
3y—2zv2=0 —t+2z —><—+—_£:0
x = —2t

et seulement si

v4.171 = 0
V.V, =0, c'est-a-dire
Vy. V3 = 0

V2
On obtient alors{ Y = 3 % et v, = (—22,5v2,15,11) convient. Reste a normer v,,v; et v,.

t=—z
15

lvp2=1+4=5

lvs2=9+2=11

|vg]? = 484 + 50 + 225 + 121 = 880 = (4v55)".

Une base solution (il y en plusieurs possible bien sir) est

o) = (G222, (008 (0200 2. 0) (5.0 20

vzl sl lval] 274’4 4 5

Montrer que M = g( 2 -1 2 ) est une matrice orthogonale.

Correction
Il'y a deux méthodes possibles ici.

Premiére méthode

On peut vérifier que les colonnes de M sont normées et orthogonales deux a deux :

Pour la premiére colonne Cy:||C,]|? = (g)z + (3)2 + (1)2 =1,

3 3

pour la deuxiéme colonne C,: [|C,||? = (g)z + G)Z +(2

2 2

)2:

pour la troisieme colonne Cs: ||C5]|? = G)z + (—)2 + (—)2 =1,

3 3
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C1-C=5(4—-2-2)=0, C-C=5(-2+4-2)=0, C-C;=3(-2-2+4)=0. M est bien

orthogonale.
Deuxiéme méthode

On peut faire le produit tMM et vérifier que I'on obtient bien la matrice identité, cela voudra alors

dire que tM = M~ et d'aprés le cours cela équivaut bien d M orthogonale.

L 2 2 -1 2 2 -1 L 0 0 O
tMM=§ 2 -1 2 2 -1 2 5[0 9 0 . D'ou le résultat.

-1 2 2/\-1 2 2 0 0 9

Soit F = {(x,y,z) € R%x — 2y + z = 0}.
1) Donner une base de F.
2) Déterminer le sous-espace vectoriel de R3 orthogonal a F.

3) Déterminer la projection orthogonale p sur F (c'est a dire la projection sur F parallelement au
sous espace orthogonal a F) sans utiliser le dernier résultat du cours (on demande d'exprimer

p(v) = p(x,v,z) en fonction des coordonnées x, y et z d'un vecteur v quelcongue de R3).
4) Donner la matrice de p dans la base canonique de R3, sans utiliser le dernier résultat du cours.

5) Soit v = (—1,0,—1). Trouver le vecteur w de F qui approxime le mieux v, au sens ou ||v — w|| est

minimale.

Correction
(a) {v=(x,y,2) e F} © {v=(x,y,2y — x) = x(1,0,—1) + y(0,1,2)}.

Ainsi e; = (1,0,—1) et e, = (0,1,2) forment un systeme générateur de F. De plus ces vecteurs sont

indépendants (non proportionnels), ils forment donc une base de F et F est de dimension 2.
b){fv=(x,v,z) EFt} o {vLle etv Le,}

—z=0

fv=(7yz2)EFt}e { X 0’ doncwv=(z,—-2zz) =2z(1,-2,1).

y+2z=

Ainsi F+ est le sous espace vectoriel de R3 engendré par e; = (1,-2,1) et F+ est de dimension 1.
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(c) On sait que F @ F+ = R3 et que pour tout vecteur v de R3, la décomposition v = v; + v, avec

v, € F et v, € F+ est unique. Alors si p est la projection orthogonale sur F,p(v) = v;,.

Or B, = {e;,e,} est une base de F, B, = {e;} est une base de F+ et B =B, UB, = {e;,e,,e5} est une

base de R3 et tout vecteur v = (x,y, z) de R3 s'écrit de facon unique de la forme :

a
v=(x79,2) = ae, + Pe, + yes, (ﬂ) sont les coordonnées de v dans B et nécessairement p(v) = v; =
14

ae, + Be,. Pour déterminer p il suffit donc de calculer a et B en fonction de x,y et z.

Or fv=(y,2) =ae +Be; +ve3} & {(x,y,2z) = a(1,0,—1) + B(0,1,2) + y(1,—-2,1)}. soit
x=a+y
y=B-2r ,dou{

z=—a+20+y

3p=x+y+z

1 1
2a+B:2x+y,a—g(5x+2y—z)e’rB—§(x+y+z)

On en déduit alors que p(x,y,z) = %(Sx + 2y —2)e; + % (x+y+2)e,= (5x+2y_z APAL _x+2y+52)

6 '3 6

)

(d) On déduit de la question précédente que si P est la matrice de p dans la base canonique :

5 2 -1
P=(2 2 2
-1 2 5

(e) D'apres le cours w = p(v), doncw = (—g—g—g)

1) Déterminer le sous-espace vectoriel de R* orthogonal & F tel que :
F={(xyzt) eRx=y—tetz=y+2t}

2) Déterminer la projection orthogonale sur F correspondante sans utiliser le dernier résultat du

Ccaours.

3) Soit v = (1,2,—1,3). Trouver le vecteur w de F qui approxime le mieux v, au sens ou ||v — w]|| est

minimale.

Correction
(a) Déterminons d'abord une base de F :

v=Wyzt)eF}e{v=>H-tyy+2tt)=y(1,110) + t(-1,0,2,1)}.
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Ainsi e; = (1,1,1,0) et e, = (—1,0,2,1) forment un systéme générateur de F. De plus ces vecteurs

sont indépendants (non proportionnels), ils forment donc une base de F et F est de dimension 2.
fv=(yvz)EFt}e{vie etv e}

x+y+z=0

v=@yzt)eF}e {_x+ gt =0

doncv=(x—-x—2z2zx-—2z)=x(1,-101) + z(0,—-1,1,—-2).

Ainsi F+ est le sous espace vectoriel de R? engendré pare; = (1,—-1,0,1) ete, = (0,—1,1,—-2),F* est

de dimension 2.

(b) Onsait que F @ F*+ = R* et que pour tout vecteur v de R*, la décomposition v = v; + v, avec

v, € F et v, € F+ est unique. Alors si p est la projection orthogonale sur F,p(v) = v;,.

Or B, = {e,,e,} est une base de F, B, = {e;,e,} est une base de F*+ et B =B, UB, = {e;, e,,e3,e,} est
une base de R* et tout vecteur v = (x,y, z, t) de R* s'écrit de facon unique de la forme :

a
v=(xy,2t) =ae; + Be, + yve; + Se, )ﬁ/ sont les coordonnées de v dans B et nécessairement

1)
p(v) = v; = ae; + Be,. Pour déterminer p il suffit donc de calculer a et B en fonction de x,y,z et t.

Or fv=Wy,21t) =ae +Pe;, +yve; + e} = {(x,y,2,t) = (1,1,1,0) + $(—1,0,2,1) + y(1,-1,0,1) +

x=a—-f+y y=x—a+p
50,—1,1,-2)} soit 4 7V "FTY 70 gy ) 0FZma=28 L ey +az—t) ef B =
Lo z=a+ 2+ 3a+fB=x+y+z 17
t=F+y—26 a+6f=—x+2z+t

%(—49( —y+ 5z + 3t).

On en déduit alors que p(x,y,z,t) = 1—17 (7x +6y+4z—t)e, + % (—4x —y+5z+ 3t)e,

11x+7y—z—4t 7x+6y+4z—t—x+4y+ 14z + 5t —4x—y+52+3t)

Py, zt) = ( 17 ’ 17 17 ’ 17

1 ~ 14 12 8 1
(c) D'aprés le cours w = p(v), doncw = (—,——,—,—).
17 1771717
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On se place dans R™ muni de sa base canonique.

1 X1
. x , . . . .
Soite = 1 etx =|"? |. Déterminer le vecteur w de F = (e) qui approxime le mieux X, au sens
1 Xn

ou ||X — w]| est minimale.

Correction

Notons p la projection orthogonale sur F, d'apres le cours, w = p(X) (ici on note aussi X =

(x1, %3, ., x,), de méme on notera e = (1,1, ...,1)).
SiXx=V,+V,avecV, eFetV, e Ftyp(X) =V;.

Ef puisque F =< e >,V; = ke, k € R.

EtsiX = ke +V, X.e = k|e|? (en effet e.V, = 0 puisque V, E< e >1 ).

+Xp+et
OrX'e:x1+x2+"'XneT|e|2=n,Doan=x1 X2 Xn

Soit F; le sous-espace vectoriel de R* défini par :
{(x,y,z,t);2x+y=zetz+t =0}
1) Donner une base de F; puis sa dimension.

2) Soit F, = ((1,1,0,0), (0,1,1,0)). Montrer que F, et F, sont supplémentaires.

3) Soit p(x, y,z, t) = (FL42, 2222730 44 Montrer que p est un projecteur.
3 3

Montrer que p est la projection sur F, parallelement a F,.

(On n'utilisera pas le dernier résultat du cours).
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Correction

() fv=@y 2 eFf}le{v=(y2x+y -2x—y)=x(102,-2)+y(0,1,1,-1)}. F, est donc
engendré par v, =(1,02,-2) et v,=(0,1,1,—1). Ces deux vecteurs étant libres (non

proportionnels) forment une base de F, et dimF; = 2.

(b) Notons v; = (1,1,0,0) et v, = (0,1,1,0). det(vy, vy, v3,v,) = =3 # 0. Donc B = {v,, v,,v3, 4} €5F Une
base de R* et pour tout vecteur v de R*, il existe o, B, v, et §, uniques tels que v = av, + Bv, + yvs +

5U4.OFV1 = O(U1+B172 EF]_ eTVZ =YU3+61J4 EFZ
Cette décomposition est unique, d'ou F, ® F, = R*

Remarque : On peut aussi vérifier que F, N F, = {(0,0,0,0)} mais c'est long.

(€)popteyzt) =p(p(y,z0) =p(3(—y+2),—2(x—y+2) —t,—t,t)
1/1 2
pop(x,y,zt) =§(§(x—y+z)+§(x—y+z)+t—t,

2 4
—§(x—y+z)—§(x—y+z)—2t+2t—3t,—3t,3t>,

pop(x,y,zt) =p(xy,zt), et pest bien un projecteur.

D'aprés le cours p est une projection sur Imp parallélement & ker p et Imp @ kerp = R*. |l suffit

donc de montrer que Imp = F, et kerp = F,.
p(vy) =p(1,0,2,-2) = (1,0,2,-2) = v, donc v, € Imp
p(v,) =p(0,1,1,-1) = (0,1,1,—1) = v, donc v, € Imp
p(vs) = p(1,1,0,0) = (0,0,0,0) donc v5 € kerp

p(vy) =p(0,1,1,0) = (0,0,0,0) donc v, € kerp

On en déduit donc que F, c Imp et F, c kerp. Or dimF; = dimF, = 2 et les inclusions ne peuvent
pas éfre strictes sinon on aurait dimimp + dimkerp > 4 et c'est incompatible avec Imp @ kerp =
R*.

On a bien Imp = F, et kerp = F,.

Mathématiques 3, Odile Brandiere, , 12


http://aunege.fr/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

1 1 1 1
Solent A=1 1 :1 ‘11 _11, u = (LLL10),u, = (1,-1,-1,D),u3 = (1,-1,1,-1) et u,=
1 1 -1 -1

(1,1,-1,-1).

1) a) Montrer que b = {u;,u,, us, us} €st une base orthogonale de R*.

b) Calculer la norme de chacun des vecteurs de b et en déduire que A est orthogonale.
c) Calculer A7,

2) Soit E; le sous-espace vectoriel engendré par (2,1,0,1) et (1,0,1,0) (E; est en fait le sous-espace
propre de A relatif a la valeur propre 1) et E, le sous-espace vectoriel engendré par (1,2,—1,0) et
(0,—1,0,1) (E, est le sous-espace propre de A relatif a la valeur propre -1). E; et E, sont-ils

orthogonaux ¢

Expliciter, dans une base que l'on précisera et que l'on choisira la plus simple possible, la

X
projection de p sur E; parallelement a E, (on demande p(v) en fonction des coordonnées 321

t
de v (vecteur quelconque de R* ) dans la base choisie et la matrice de p dans cette base sans

utiliser le dernier résultat du cours).

Correction
(@)u-uy,=1—-1-1+1=0doncu, Lu,
U ruz=1-1+1-1=0doncu,; L u,

U ru,=1+1-1-1=0doncu; L u,

U, uz=1+1-1-1=0donc u, L ug

U, u,=1—1+1-1=0donc u, L u,

U u,=1—1—-1+1=0donc uz L u,.

b contient 4 vecteurs de R*, non nuls et deux & deux orthogonaux (c'est un systéme libre d'apres

le cours), c'est bien une base orthogonale.
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(B) Jwy| = Vi=2= [uz| = lus| = |uyl.

Les vecteurs colonnes de A sont donc normés et deux a deux ortogonaux, A est donc

orthogonale.
(c) Puisque A est orthogonale, A7t =t A = A, car A est symétrique.

2) Notons v; = (2,1,0,1) et v, = (1,0,1,0) les deux vecteurs qui engendrent E;, ils sont libres (non

proportionnels) et forment une base de E;, dimE; = 2.

Notons vs = (1,—-2,—1,0) et v, = (0,—1,0,1) les deux vecteurs qui engendrent E,, ils sont libres (non

proportionnels) et forment une base de E,, dimE, = 2.
v,v3=2—-2=0etv,-v,=-1+1=0.Donc v, est orthogonal a E,.
v, v3=1—1=0etv, v, =0.Donc v, est orthogonal a E,.

D'aprés le cours E; L E,.

X
Ici le plus simple est de travailler dans la base ¢ = {v,, v,, v3, v,}. Si v a pour coordonnées JZ/ dans
t

¢, p(v) = p(xvy + yv, + zv5 + tv,) = xp(vy) + yp(vy) + zp(v3) + tp(v,) = xv, + yv, €t la matrice de p

1 0 0 O
0 1 0 O
dans la base ¢ est 00 0 0
0 0 0 O
Reprendre les exercices 10, 11 et 14 et déterminer les matrices des projections dans la base

canonigue en utilisant le dernier résultat du cours.

a b

On rappelle que si P = (C d) avec détP # 0,P~1 = L( g _b).

détP \—¢ a

Correction

(a) Sionreprend I'exercice 10, F a pour base (1,0,—1) et ((0,1,2), avec les notations du cours, dans

1 0
la base canonique X =| 0 1|, X = (1 0 _1) ettXX = ( 2 _2) . D'aprés la formule donnée
12 01 2 -2 5

5 2

cxt =200 )

P ) Et si P est la matrice de p dans la base canonique :
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(1 0\ ¢ o 0 —1n 1[5 2 -1
— yt “1cty) — -\ _Z
P = X(tXX) ()()_6<o1 ;)(2 2)(0 . 2)—6 21 ; g

(b) Si on reprend l'exercice 11,F a pour base (1,1,1,0) et ((—1,0,2,1), avec les notations du cours,

1 -1
dans la base canonique X = 1 (2) et tx = (_11 (1) é (1)) et tXx = (i é) D'aprés la formule
0 1
donnée : (*xx)71 = 1—17(_61 _31) Et si P est la matrice de p dans la base canonique :
1 -1 11 7 -1 —4
1f1 olf6 -1ny1 11 0_1[7 6 4 -1
— t -1t - = —
P=xCx07(0=3711 2 (—1 3)(—1 0 2 1) 17\-1 6 4 -1
0 1 -4 -1 5 3

(c) Si on reprend l'exercice 14,F a pour base (2,1,0,—1) ef ((1,0,1,0), avec les notations du cours,

2 1
dans la base canonique X = é 2 ,tX=(i é 2 é) ettXX=(g ;) D'apres la formule
1 0
fm . tyy-1_ 12 —=2y_1/1 -1 . . . .
donnée : 'XX —8(_2 6)_4(—1 3).ETS|Pes’rIc1 matrice de p dans la base canonique :
2 1 3 1 1 1
1M1 olf1 -1y2 10 1n_1{1 1 -1 1
— t -1t — _ = —
P=XCx07C0 =710 1 (—1 3)(1 0 1 0) 4{1 -1 3 -1
1 0 1 1 -1 1

4 —-12 -12

Soit M = (0 1 0 )Io matrice d'une application linéaire f de R3 dans R3 dans la base
1 -6 -3

canonigque.

1. Déterminer une base de kerf et une base de Imf.
2. Montrer que f est un projecteur.
3. Déterminer E, et E, tels que f soit une projection sur E; parallelement a E,.

4. Soit B, et B, des bases respectives de E; et E,. Donner la matrice de f dans B; U B,.

Correction

1) {v = (x,,2) € kerf} & {f(x,5,2) = (0,0,0)}
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4x — 12y —12z=0
fv=(xy,2) € kerf} & y=0 . Soit {

302 et {v=(x,v,2) €Ekerf} & {v=3z20,2) =
X—6y—3z=0

X =
y =
z(3,0,1)}.

Donc kerf =((3,0,1)) et dimkerf = 1. Notons u; = (3,0,1).

Imf est engendré par les vecteurs colonnes de M : Imf = ((4,0,1),(—12,1,—6),(—12,0,—3)). Or ces
trois derniers vecteurs sont liés car leur déterminant est nul (c'est prévisible car par le théoreme
des dimensions dimImf = dimR3 — dimkerf = 2). u, = (4,0,1) et u; = (—12,1,—6) sont libres (non

proportionnels) et forment une base de Imf.
2) f étant une application linéaire, f sera un projecteur dés que f o f = f.

La matrice de f o f dans la base canonique est

4 —-12 12\ /4 -12 -12 4 -12 -12
M2=(0 1 0)(0 1 O>=<O 1 O>=M.
1 -6 -3/\1 -6 -3 1 -6 -3

D'ouU le résultat.
3) D'apres le cours f est une projection sur Imf parallelement & kerf. Donc E; = Imf et E, = kerf.

4) B; = {u1}, B, = {up,u3} et B; UB, = {uy, up, us}.

0 0 O
f(uy) =(0,0,0), f(uy) = u, et f(uz) = us, f @ donc pour matrice dans B; U B, : (0 1 0).

[e=]
[e=]
—_

Soit F un sous-espace vectoriel de R®™ admettant une base orthonormée B; = {uy,u,, ..., u,.} (bien

sOr r < n). Montrer que si Z est la projection orthogonale de V sur F alors ||Z||* = X]_y(V, u;).

Indication : Construire une base orthonormée de R™ contenant B; et une base orthonormée B,
de F+

Correction

Soit F* l'orthogonal de F.
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B, = {uy, uy, ..., u,} est une base orthonormée de F, notons B, une base orthonormée de F*.

Puisque F @ F+ = R",B; U B, = B est une base de R" et B, contient n — r vecteurs. Notons B, =

Uy, e Up

D'autre part puisque B, et B, sont orthonormées et que F et F+ sont orthogonaux, B est une base

orthonormée de R™.

X1
. Xy ,
Soit V un vecteur de R™ et ses coordonnées dans B.

le
V =xuy + XU + XpypqUppq + 0+ XUy

OrV; =xuy + - x,u EF etV, = x,qupp g + -+ x,u, € FL, donc si Z est la projection orthogonale

de VsurF,Z =V, = xquy + - XU = 2ieq xu;. Et |Z]?2 = X1_, x? (1) puisque B, est orthonormée.

Or d'apres le cours (propriété 5) x; =V .u;. En effet V.u; = (xjuy + xu, + -+ + x,).u; et puisque B
est une base orthonormée u;-u; = 0sij #i et 1sii=j, donc en utilisant la linéarité du produit

scalaire, on obtient bien V.u; = x; et (1) s'écrit bien

,
27 =) v
i=1
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