Déterminants et applications

Ce cours vous est proposé par Odile Brandiere, Université de Paris Sud 11, UFR Jean Monnet et

AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.

Exercices corrigés

Exercice 1

I Consigne

Calculer les déterminants des matrices A = (; g) B = (g i) A+ B,AB,A?,B?et(A + B)?.

I Correction
a1 A
detA—|3 2|_2 12 = —10

5

détB = |2 >

|=—20

dét(A + B) = % g| =3-63=—60
dét(AB) = détA x détB = 200
dét(A?) = (détA)? = 100

dét(B?) = (detB)? = 400

dét(A + B)? = (dét(A + B))” = 3600
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2 5 6 1

, . | 3 1 5 8

Calculer le déeterminant A 7 9 5 4
237 5.19 6.52 1.84

Correction

On remargue que la derniére ligne est une combinaison linéaire des 3 autres en effet : L, = L, +

0.1L, + 0.01L;. Donc A = 0.

a a a a
Calculer le déterminant p=|% o b.
a b ¢ ¢
a b ¢ d
Correction
a a a a 1 1 1 1
p=|* b b b =a=% b b b. En faisant les transformations suivantes ¢, — C;,C, — C, —
a b ¢ ¢ a b ¢ c
a b ¢ d a b ¢ d
1 0 0 0
. _|la b—a O 0 = _ _ _
Cl,C3_>C3_C2, C4__>C4_C3, Oﬂ ObTIeﬂf D—a a b—a C—b O a(b a)(C b)(d C)

a b—a c—b d-c

(déterminant d'une matrice triangulaire).

1 a & 1 a a° a
2 3

CalculerD, = 1 b 2| et Dy=[t D bz b3
1 ¢ ¢2 1 ¢ c c

1 d d?* a3
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‘ Correction

En faisant les fransformations suivantes : L, — L,,L, — L, — L;,L; — L3 — L,, on obtient

1 a a?

D,=|0 b—a b2a? Et en développant suivant la premiére colonne : D, =
0 c—a c%—a?
b—a (b-a)b+a)|_ 1 b+al_
cma -aeta|=EmOCmD| Tl=G-oE-ae-b
1 a a* a3
D—1 b b2 b? En faisant les transformations suivantes, L; — L{,L, — L, —L{,L; — Ly —
37 1 ¢ CZ C3 ' ’ 1 1, L2 2 1, L3 3
1 d d? d3
1 a a? a’
_ 2_ 42 B3 _ 43 ; . .
Ly, L, — L, — L;, on obtient D= 1 b-a bz a@ b3 @ |. En développant suivant la premiére
c—a c"—a c-—a

1 d—a d?*—a? d3-ad
colonne et en mettant en facteur (b — a) dans la premiere ligne, (¢ — a) dans la deuxieme ligne

1 b+a b?+ab+a?
et (d — a) dans la troisieme ligne, on obtient D; = (b—a)(c—a)(d—a)|0 c+a c2+ ac+ a?|.
0 d+a d?+ad+a?

En faisant les transformations suivantes, L, — L, L, — L, —L;,L; — L; — L;, on obtient D; =

1 b+a b? + ab + a?
b-—a)c—a)d—a)|0 c—b c?+ac— ab+ a?|. Endéveloppant suivant la premiere colonne et

0 d-—b d*+ad—ab+a?
en mettant en facteur (¢ — b) dans la premiere ligne et (d — b) dans la deuxieme ligne, on obtient

Ds = (b —a)(c — a)(d — a)(c — b)(d — b) 1 Zil’jiﬂ et Dy = (b —a)(c—a)(d — a)(c — b)(d — b)(d —
).

On considére les 3 déterminants définis par A2=|Z Zaa‘:_zz .
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a a+?2 a+4 a+6

a 2a+2 3a+6 4a+ 12
a 3a+2 6a + 8 10a + 20
a 4a+2 10a+ 10 20a+ 30

s'exprime simplement en fonction de A; et A; en fonction de A,. En déduire I'expression de A, en

a a+?2 a+4
a 2a+2 3a+6
a 3a+2 6a+8

A; = A, = avec a € R. Montrer que A,

fonction de a.

Correction

Dans A,, si on fait les transformations suivantes,

a a+?2 a+4 at+6
. a 2a+2 3a+6 4a+12
L4_>L4_L3,L3_>L3_L2,L2_)L2_L1,L1_)L1, on ObhenT A4_: a 3a+2 6a-|-8 10a+20 .

a 4a+2 10a+10 20a+ 30

a 2a+2 3a+6
En développant suivant la premiére colonne A,=ala 3a+2 6a+8 |. Si on fait les

a 4a+2 10a+10
transformations suivantes, C; — C3—C,,C, > C,—Cy,C, — Cy, on obtient A, =

a a+?2 a+4
a 2a+2 3a+6
a 3a+2 6a+8

a . D'OU A4 = aA3.

Dans A;, si on fait les transformations suivantes, L; — L,, L, — L, — Ly, L; — Ly, on obtient A

a a+2 a+4 a4 2a42
0 a 2a + 2|, et en développant suivant la premiere colonne, on a A; = | | Sion
0 a 3a+2 a 3a+2

fait les tfransformations suivantes, ¢, — C,,C, — C, — C;, on obtient A; = aA,.

Ora, =a((2a+2) —a(a+2)) = a?. D'ob A; = a® et A, = a*.

a,b; a1b, ... ab,
o . . . azbl azbz e azbn

Calculer le déterminant suivant : A = .
a,b; apb, ... a,b,

Correction

Si on met a, en facteur dans la premiéere ligne, a, dans la deuxieme, ..., a, dans la derniére ligne,
b, b, ... b,
by b,

on obtient A = a;a, ...a, bn (les lignes sont égales).

b, by, ... b,
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Calculer le déterminant suivant : A =

[N

Correction

Si on fait les fransformations suivantes, L, — Ly,L, — L, — Ly,L3 — L3 — L;,L, — L, — L,, on obtient

1 1 1 1

1 i—-1 -2 —-i—-1
0 -2 0 -2 |
0 -2i O 2i

A= et en développant suivant la deuxieme colonne, A=

i—-1 -2 —-i—1
-2 0 —2 |. En développant suivant la deuxiéme colonne, A = 2 |__22 ;2 = —16i.
—2i 0 2i bost
a, a, a3 P an
a, a, a, P an_l
Calculer le déterminant d'ordren : D, = &1 a1 a; ... Qp_f.
a, a, a, P a,
Correction

Si on fait les tfransformations suivantes, L, — L, — L,_1,Lpn—1 — Lyp—q —Lp_2,, Ly — L, — Ly, L; — Ly,

a, a, as a,
0 (aq—ay) (ap—az) ... (ap_1—ay)

on obtient D; =|0 0 (ap —ay) ... (ap-z —ay-1)|=a,(a; —a)™ 1 (le déterminant est
0 0 0 e (al - az)

friangulaire).
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a, Qup_q Qu_y ... ... Qg

-1 x 0 ee.. ... 0
Calculer le déterminantd'ordren+1:D,=[0 -1 X ... ... 0]
0 eer o =1 x

Correction

En développant D, suivant la premiére colonne, on a

| x 0 0 ... ... 0 ap_1 Qu_p Qup_3 ... ... Qg

-1 x 0 ... ... 0 -1 x 0 eee .. 0
D,=a,|0 -1 x of+| O -1 x I

o ... ... ... -1 «x 0 eer oo =1 x

SiD, = A,, le deuxieme déterminant de la précédente égalité s'écrit A, _;.

Ainsi D, = A, = a,x" + A,_,. En itérant la derniere relation de récurrence, on obftient A,_; =

-1 — —
A1 X" Ay, Ay = ax + A A = ag.

Donc Dy = apx™ + ap_1x™ 1 + -+ ayx + a,.

1t cz ... cpt
1 2 n-1
i . . 1 Cic1 Civ1 -+ Ckia
Calculerle deéterminantd'ordren:D; =1 ¢l,, ¢z, ... CM}
1. 2' B n-1
1 Ck+n—1 Ck+n—1 ree Ck+n—1

(On rappelle que ¢? = ¢~} +cP_,).

Correction

Si on fait les tfransformations suivantes, L, — L, — L1, Lpy_1 — Lyp—1 — Lyy_3, ..., L, — L, — Ly, L; — Ly,

en utilisant la relation €2 — ¢?_, = ¢?~} (donc Ci,, — C} = €2, C2,, — CZ = CL, ) on obtient
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1 o c: ... ¢t
0o ct ... cp?
D=0 «c2,, Ct, .. CKZ|-En développant suivant la premiere colonne et en utilisant
0 Ciin-z Crin-z - Cin—z
1 ¢ .. o
1 Cia - O
c%=1, on a D, =|... ... |. C'est le méme déterminant que D,, mais au rang
1 Cenz - Clinea
o L . 1 Ct Lo o
inférieur (n - n — 1). En itérant on obtient D, = 1 c =Cr—Ciy1 =C, = 1.
k+1
11 -1 4 8 9
2 3 10 -2 3
CalculerD=|0 0 1 -1 0|
0 O 2 -3 1
0 0 4 0 6
Correction
1 -1 8 9 1 -1 4 8
. . 2 3 -2 3|42 3 10 -2
= +
En développant suivant la derniere ligne, D 0 0 -1 0 60 Y
0 0 -3 1 0O 0 2 =3

En développant le premier déterminant suivant la tfroisieme ligne et le deuxieme suivant la

derniere :
1 -1 9 1 -1 8 1 -1 4

D=-412 3 3|+6(-2)[2 3 =2[+6(-3)[2 3 10| En développant chaque
0o 0 1 o 0 -1 0 O 1

déterminant suivant leur derniére ligne : D = —4 |; _31| +12 B _31| —18 B _31| = —10|; _31| =

—-50.

x+3y+z=9
Résoudre :{ 2x —6y+z=11.
4x +9y — 7z = 38
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Correction

1 3 1
Le déterminant du systeme est |2 —6 1| =129 # 0. C'est donc un systeme de Cramer qui
4 9 7

admet une unigque solution de la forme

9 3 1 19 1 1 3 9
11 -6 1 21 11 1 2 —6 11
3 9 7 4 38 7 4 9 38-5
T 1 d 129 T a1
323 79 15
r=-- Y= 1=
43 129 3
x+y+z=1
Résoudre le systeme (S) suivant les valeurs duréel A : (S){x +Ay +z=1.
x+y+lz=1
I Correction
Ax+y+z=1
{x + Ay + z = 1. Le déterminant du systeme est
x+y+iz=1
A 1 1
DA=[1 2 123 -3A4+2=QA-DA?+2-2)=A—-1)?(A+2)
1 1 2

e Sil#1leta#-2, lesysteme est un systeme de Cramer qui a une solution unique donnée
par

I Ch Y S
A—12A+2) Atz 77

e SiA=1, ce n'est plus un systtme de Cramer et il y a une infinité de solution de la forme
{((x,y,z) ERYSx+y+z= 1}.

—2x+y+z=1 (1)
o SiA=-2lesystemes'écrit]{ x—2y+z=1 (2).(1)+(2)+(3) donne 0=3 ef le systtme n'a
x+y—2z=1 (3)
donc pas de solution.
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2x+3y—z+t=13
x+2y+3z+4t=26
4x—y+2z+6t=18"
—x+4y+5z—3t=24

Résoudre le systeme suivant :

Correction
SR | e TR
Le déterminant du systeme est D = 4 -1 2 6 Flo -9 —10 —10|= —69 _éo —110 =

-1 4 5 =-3[l0 6 8 1

—371 # 0. C'est donc un systeme de Cramer qui a une unique solution de la forme :

13 3 -1 1 2 13 -1 1 2 3 13 1
% 2 3 4 1 2 3 4 | 1 2 2 -
18 -1 2 6 118 2 6 4 -1 18 6
24 4 5 _3 124 5 -3 | 1 4 24 —3
= 371 Y= 371 “= 371

2 3 —1 13

1 2 3 2

4 —1 2 18

1 4 5 2

. 371

4x+5y+6z+7t=9

S5x+6y+7z+4t=11
6x+7y+4z+5t=13 °
7x+4y+5z+6t=11

Résoudre le systeme suivant :

Correction

Ici on observe une permutation circulaire des coefficients et en sommant les 4 équations on

obfient:x+y+z+t=2.

D'autre part en soustrayant la quatrieme équation de la deuxieme, on obtient: x —y—z+t = 0.
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L(x+)+y+2z)=2 _ =
SOIT{(x+t)—(y+Z)=OeTx+t—y+z—1,
t=1-x
Donct=1—xetz=1—yetlesystemesécritd 2=+~ 7
onct=1-xetz=1-yetlesystmesécritys ) 7
x—y=0

D'oU lessolutions:x =1=yetz=t=0.

1 x+1 1 -1
Soit D(x) = 1 8 7z 8 x X i A _xl . Montrer sans calculer D(x) que D(x) s‘annule pour 3 valeurs
0 0 1 -1

de x distinctes. Calculer D(x).

Correction
1 1 1 -1
11 1 -1 N . ,
D(0) = 00 -4 ol= 0 (les deux premieres lignes sont égales).
0o 0 1 -1
1 2 1 -1
D(1) = g 8 _13 _11 = 0 (les deux premieres colonnes sont proportionnelles).
0o 0 1 -1
1 3 1 -1
D(2) = -1 -1 1 H=o (les deux dernieres colonnes sont opposees).

1—x 1 -1
En développant D(x) suivant la premiéere colonne, D(x)=| 0 x—4 «x |[+(x—
0 1 -1
x+1 1 -1
| o x—4 x|
0 1 -1

Dx)=1-x)4-2x)+(x—-Dx+1D(-(x—-4) —x)
Dx)=10-x)4 - 2x)(1 —(x+ 1)) =2x(x—1(x—-2)

(on refrouve que D s'annule en 0, 1 et 2 ).
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2x+y—z=1

Résoudre : { x+my+z=1 suivant les valeurs du parameétre m.
3x+y+mz=2

I Correction

2x+y—z=1 2 1 -1 0 1 -1
(ND{x+my+z=1. Le déterminant de () est D,=|1 m 1|5 3 m 1|+
3x+y+mz=2 31 mlliI3+2m 1 m

0 0 -1
3 m+1 1/
3+42m m+1 m

m

| 3 +1)_
Dm_|3+2m m+1| 2m(m + 1)

e Sim #0etm=—1,D,, # 0 et (I) est un systeme de Cramer qui admet pour unique solution

11 1 21 -1 2 1 1
1 m 1 11 1 (1 m 1
2 1 m 3 2 m 3 1 2
= 2m(m+ 1) Y= omim+ 1) T 2m(m + 1)’
o 1 i 1
wSg ¥#S 2(m+1) - 2(m + 1)

2x+y—-z=1 2x+y—z=1

) Sim=0,(1)devien’r{ x+z=1 soi’r{ z=1-x .Orsiz=1—-xety=2-3x2x+y—
3x+y=2 y=2-3x

z = 1 est vérifiee et (I) s'écri’r{yz:zl__gxx. Les solutions sont de la forme {(x,2 — 3x,1 —x),x €

R}, il y en a une infinité.

2x+y—z=1 (1)

o Sim=-1,() devien’r{x—y+z= 1 (2).(3)-(2)donnex =1et(1)+(2) donnex =3/2.
3x+y—z=2 (3)
C'est impossible et (I) n'a pas de solution.

G-mx+7y—z=-1
Résoudre : { —3x + (=6 —m)y +z = 1 suivant les valeurs du paramétre m.
—3Bx—4y+(-1-m)z=1
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Correction

(4-m) 7 -1
Si D,,, est le déterminant du systéeme D, =| -3 (-6 —m) 1
-3 —4 (-1—-m)

Dy =-—m3—m?+4=—(m-1)(m+2)*

e Sim #1letm=+-2,D, # 0 etlesysteme est un systeme de Cramer qui admet pour unique

solution
—1 7 -1 (4—m) 1 -1 (4—m) T -1
1 (-6—m) 1 -3 1 1 -3 (=6—m) 1
1 —4 (—=1—m) -3 1 (-1—m) -3 —4 1
= —(m —1)(m +2)? = —(m—1)(m + 2)2 T —(m—1)(m + 2)2
1 1 1

— 2 — y —

m + 2 ‘U—_m+2

Tm+2

3x+7y—z=-1

—z=— y=z
e Sim=1,lesystétme devient{ -3x -7y +z =1, soit { 3x+7y -z _1 .D'oU 4. _ 1,
—3x—4y—-2z=1 x=-3z—=
—3x—4y—-2z=1 3
Le systeme a donc une infinité de solutions de la forme {(—3z — %,Z, z),z € R}.
6x+7y—z=-1
. \ L. . (3 7y—z=-1 (X ==
e Sim=-2, le systeme s'écrit {—Sx -4y +z =1, soit {_7;:_3; jz _, Dou {Z -1 +yy' Le
—3x—4y+z=1 y

systéme a donc une infinité de solutions de la forme {(-y,y,1+ y),y € R}.
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