Les nombres complexes

Ce cours vous est proposé par Odile Brandiere, Université de Paris Sud 11, UFR Jean Monnet et

AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.

Exercices corrigés

Exercice 1

Consigne

Calculer les expressions suivantes :

N4 . . . T T B 5-2i, (2+30)(-1+10) ..
1) (1 +i)*; 2) 2-D1+ i) — 4i); 3) — 4) — 5) — + 3i;
1-40 | 241, i2. 3. 4. on
6 szt 7) i% 8)i% 9)i* 10)in"(n € N).
Correction
NA+D)*=(@A+D)H)?=Qi)2>=—-4
20 2-DA+)(A-4)=CB+)(A—-4)=7—-11i
1+ 1 i
== Tt
5-2i _ (5-2i)(-1-) _ 7 3i
) —1+i 2 -2 + 2
N 20 ~ N N I )
5) (2+321)_(3i1+l) +3i= (2+3l)13( 1+i) +3i= ( 5+1212( 1+i) + 3i_(2+;l_);i 3i) +3i= 713171 +3i= _% +%
| 1-4i + 240 _ (1-4)(3-20) | 2+)(5+i) _ -5-14i +9+_7i _ 1 21
3+2i  5-i 13 26 13 26 26 26
7)i2=-1
8) i3 =—i
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9) i* =

10) Sin = 4k(k € N)i" = i** = (iY)F =1
Sin =4k + 1(k € N)i"® = j4k+1 = j4kj = §
Sin =4k +2(k € N)i" = j*k+2 = j4kj2 = 1

Sin =4k + 3(k € N)i™ = {*+3 = 43 =

321+Zz=5+2i

Résoudre {—21 bz, =1—2i

Correction

{3Z1+ZZ = 5+Zl (1)
_Zl+22=1_2i (2)

(1) - (2) donne 4z; =4 + 4i, doU z; = 1 +i.

Et (2) donnealorsz, =1—-2i+(1+i)=2—1.

Soit f(z) = z3 — 222 — (1 —i)z— 2i. Calculer f(i), f(1 —i) et f(1 +i).

Correction
f@)=i3—2i3—(1—-i)i—-2i=-1-2i.
fFA-—D=1-i%—2i(1—i)2—(1—0)2—2i

FA =) = (=201 — i) — 2i(=2i) — (—2i) — 2i = —6 — 2i

FA+D) =0+ =21+ = (1= +10)—2i = 2i(1+1i) - 2i(2) =2 —2i =0
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1) Trouver les nombres complexes z tels que : |z| = |z — 1] (on pourra utiliser le conjugué de z pour

exprimer |z|? et |z — 1]?).

2)Trouver de méme les nombres complexes z tels que |z| = |z + 2i].

Correction

1) |z| = |z — 1] © |z?| = |z — 1]|? car ces nombres sont positifs. |z|2 =zzet |z—11? = -1)(z—-1) =

zz—z—2zZ+ 1.

Donc |z|=lz—1|ezZz=2zZ—z—Z+ 1,50t z+Z=1 ou 2Re(z) = 1. D'oU |z| = |z— 1| & Re(2) =
1/2

2) |zl = |z +2il & |z|? = |z + 2i|%. 1z|? = zz et |z + 2i]> = (z+ 20)(Z — 2i) = zZ — 2i(z— Z) + 4.
Donc |z| = |z4+ 2| & zz=2z—-2i(z—2z)+ 4.Soit z— 2= =2i. Orz — Z = 2ilm(z).

Donc |z| = |z + 2i| & Im(z) = -1

Déterminer les modules des nombres complexes suivants :

. VB-iv6 VE-ivZ
DA-20: D 3 s

Correction

1) 11 =2i| =V1I+4=+/5.

5 V8-ive| _ |V8-ive| _ vB+e _ V14
)| 4 |_ 4 4 a4

3) |\/§—i\/§ _ VB-iv2| _ V5¥2 _ V7 _ V35
201+20)| ~ |2|]142i] T 2vI+4  2V5 10"
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Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de Z = Zi;: en fonction de Re(z) et de Im(2).

Quels sont les complexes z tels que Z soit imaginaire pur.

Correction

Posonsz=x+iy

_G-D+iy -1 [ -D+ily - DA —y) —ix]

A-y)+ix (1—-y)? +x?
D'ou
_G-DA-y+x(y-1) y-1
Re(Z) = (1 _y)z + x2 - (1 _y)z + x?’

—x(x-D+y-DA-y) x(1-x)+y—1)?
(1—y)? +x? (A -y)?+x?

Im(z) =

Z est un imaginaire pur si et seulement siRe(Z) =0, soity=1etz=x+i(x € R).

1) Calculer sinx sachant que cosx = —é et x € [0,m].

q 1
2) Caleuler cosx sachant que sinx = - et x € En]

Correction
1) cos? x + sin?x = 1 donc sin? x = 8/9.

x € [0,m] donc sinx > 0 et sinx = v/8/3.

. 24
2) cos?x =1—sin?x = =

24 26
Orxe€ E,Tt] donc cosx <0 efcosx = —g= —T\/—.
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Déterminer x tel que :

1 :
1) cosx = -3 et sinx = 0;

2) sinx = —g et cosx < 0;

. 1 3
3)sinx ==-eftx € [E,—ﬂ].
2 2° 2

Correction

1) Sicosx =—-1/2,x = iz?n+ 2kmi(k € Z). Sinx = 0 donc x =2?n+2k1'[(k EZ).
2) Sisinx = —\/Z—E,x = —E+2k ou —:%T+2k. Cosx <0doncx = —%+2k.

3)Sisinx =1/2,x =g+ 2k ou 5?“+ 2k.

3 5
Orxe [E,—“], donc x ==,
2° 2 6

Donner les formes algébriques des complexes suivants :

1) z, = 5e3im/4 2) z, = (\/57—11)

6

Correction

31r) =5(_£+iﬁ)=—ﬂ+ﬂi

3T
1) z, = ( — 4+ isin—
) 24 5COS4+lS " > 5 > .

(En effet = = —T).
4 4

\/ o T V3 i 3 V3.

2) z, = 3(cos?+lsm?)=\/3(—___):___71_

(En effet = =t + %)
6 6
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Déterminer un argument de chacun des nombres complexes de module 1 suivants

)i 2)—i 3) 1 4)-1; 5) Y2z

e 6 (G+i1%2) (-9

2

Correction
1) arg(®) =3,

2) arg(-) = —7,

3)arg(1) =0,
4) arg(—1) =m,
5) cos® = —— e’r sin@ = g 0== conwen’r arg (‘/_Jrh/—) %n,
cost, = % . . cos6, = 2
6) vz @ pour solution 6; = 3 et 2\/_ a pour solution 8, = - donc
sinf; = — sind, = ——
1 V3\(V2 2 1 V3 V2. V2
arg §+l7 7—17 = arg E+17 + arg - Tio )= 0, + 6,

ag|G+i3) (7 i5)] =3 -1-%

Déterminer la forme trigonométrique des nombres complexes suivants

1) 5i; 2) -3; 3)i+v3  4)2(1 —gi)? 5) ‘/_(11})'

Correction

1) |5i] =5 et arg(5i) = g donc 5i = 5(cos§+ isinz)
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2) |-3| =3 et arg(—3) =, donc —3 = 3(cos + i sinm).

c056=£

3) |i+ V3| =2etsio=arg(i++3), .0 = g convient eti++/3 = 2(cos%+ isin%)

NN

sin@ =

cost9=£=E
4) |2(1—\/3—§i)|=2 /1+§=4T‘/§ et si e=arg<2(1—§i)>, R 9=—% convient et

sin@ = -3
2(1-51) =27 (cos (=3) # 1sin (-7))

5) |\/E(1:r\;§)| = \/5% =1,arg (\/5 (;:;5)) =arg(1+1i) —arg(1— iV3).

cos0 = 6 = — = convient et \/f( 1+i) =2+I=C
G9="3 arg =1t:=5
2

Orarg(1+1i) = Ee’r Sif= arg(l — l\/§) —
sinf = — -

4_ |i|4 _ 1 _l
=it (v2)' 4

1-i

arg (i)' = 4arg (55) = 4(argi —arg(1 - ) = 4 (g -(- E)) =3oum.

4

i 1 )
(1 — i) —Z(cosn+smn)

Donner les formes trigonométriques puis exponentielles des nombres complexes suivants :

1) z; = —V3 + 3i; 2)z, =4—4i
Correction
1
. cosf = —7 2 . 2m
1) |zl =vV3+9=+V12=2V3 et si 6 =argz, ;5 @=75 convient et Zl=2\/§(cos?+
sinf = —

2

2im

7 A 2in
lsm?) =2v/3es .
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cos 6 =£

2) |zl =V16 + 16 = 4V2 et si 8 = argz,,

0= —%. convient et z, = 42 (cos (— E) +
sing = —

S i

TC

i sin (— E)) = 4/2e7%.

a) Mettre z sous forme exponentielle dans les cas suivants :
1)z=3i; 2)z=-8; 3)z=(1-10)°

b) Déterminer les parties réelles et imaginaires de :

1+i

—1+im/6. — ,2-0. —
/6, Zy=e

— ,—im/2. —2+im/3
Zy, =€ , Zz=e /, /.

zi=e e

Correction

(a) 1) 3i = 32 car [3i] = 3 et arg(3i) = arg(i) = =.
2) -8 =8e™car|-8| =8etarg(-8) ==
3) (1% = (v2)’e™% car |(1 - )% = |1 - iI° = (VZ)” et arg(1 - 1)° = Sarg(1 — i) = 5 (- 2.

(b) z; = elels = o1 (cos%+ isin%), d'oU :Re(z;) = et cos% = 2—\/3 etIm(z) =e™? sin% = i
z, = e?e~ = e%(cos(—1) + isin(—1)), d'ouU : Re(z,) = e? cos(—1) et Im(z,) = e?sin(—1).

Z3 = e~ = cos (—g) + isin (—g) = —i, d'oU : Re(z3) = 0 et Im(z3) = —1.

Zy = eltig™2t; = e_1+i(1+g) = e‘lei(l%), d'oU : Re(z,) = et cos (1 + g) et Im(z,) = e71sin (1 + g)
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1) Soit j = e?/3, Montrer que j2 = j, et calculer 1 +j + j2.

Correction

j? = eMm/3 = j72i/3 = 7 (en effet 4?” et —2?“ représentent le méme angle).

j+7 = 2Re(j) = 2 cos(2m/3) = 2(—%) =—1.Donc1+j+j2=0.

Résoudre dans C les équations suivantes :

1)2z2—6z+34=0; 2)z?-2z+4=0 (on donnera les racines sous

trigonométrique)

Correction
1) 222 — 6z + 34 = 0(1).

A =—236 = (i2V59)" ef les solution de (1) sont : z, = %@ =3_¥® SRR

3 TleT21=E+Tl.

forme

2) z2—2z+4=0 (2). A= —4, donc (2) a deux racines complexes conjuguées de module p et

p?=4detp =

0 1 T .
2pcosf =2 .Doncp=2et cose—z.e —;conwen’r.

d'argument 6 et —0 tels que {

L'une desracines de (2) a pour module 2 et pour argument g (Zei“/3), l'autre a méme module et

pour argument —= (2e~™/3).

Résoudre z* —z2 —2 = 0.
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Correction

7 = z?

4 _7z2_2=0(1). Posons Z = z2, alors Z vérifie : )
2z () z {ZZ—Z—2=O

Z = —1 est racine évidente de (2), le produit des racines de (2) est -2, la deuxiéme racine est

— 52 2 _
donc 2. Donc (1) équivaut & {Z Zl_ ZZ 5 soit {Z 3 120u Orzl=-1ez=+i

D'ou les quatre solutions de (1) : {i, —i, V2, —V2}.

Soit P(x) = x* — x3 — 6x% + 14x — 12;

Montrer que 1 + i est racine de P(x). En déduire une factorisation de P dans R.

Correction

PA+)=0Q+D*-1+D3*-6(1+i)*+14(1+i)—12

(1+D)?=2i

1+D)3=2i(1+i)=-2+2i
1+D)*=QRi)>=-4.DoUP(1+i)=—-4—2+2i—6Q2) +14(1+i)—12
Pl+i)=(—4+2+14—-12)+i(-2—-12+14) = 0.

P est a coefficientsréels et 1 + i estracine de P, donc 1 +i = 1 — i est aussiracine de P et on peut

factoriser P par (x — (1 +1))(x — (1 —i)) = x% — 2x + 2.

Pour factoriser P dans R, on peut poser la division ou utiliser la méthode des coefficients

indéterminés. On obtient alors le résultat :
P(x)=(x®>-2x+2)(x?+x—6)

Orx?+x—6=(x—-2)(x+3).Donc P(x) = (x*> = 2x + 2)(x — 2)(x + 3).
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uyg=1letu, =-1

Déterminer u telle que : {un+2 A B A Fi e P

Correction
Upyp = —2Upyq — 2Uy + 51— 1 (1).

D'apres le cours de L2, u, = v, +u;;,, oU v, est solution de I'équation homogene vy, + 2V, +

2v, = 0(2) et u;, est une solution particuliere de (1).
Résolution de (2)
L'équation caractéristique associée a (2) est:r2 +2r +2 =0 (3).

A = -4 <0, donc (3) a deux racines complexes conjuguées r; et ;. Si p et 6 sont les module et

2
cosf = ——
2

p* =2

3n ; 3m . . 3m
2pcosf = =2’ -9 —Tconwenf etr, = \/E(COST+LsmT) et

argument de r;, on @ {

= \/i(cos (— %“) + isin (— %“)) Les solutions de (2) sont alors de la forme :

3m 3m
v, = (\/f)n (Acos (n—) + psin (n —))
4 4
A et psont des constantes réelles.

Détermination de u;,

On cherche u;, sous la forme u;, = an + b (Méme forme que le second membre) et puisque u;,

vérifie (1) :
aln+2)+b=-2(a(n+1)+b)—2(an+b) + 5n — 1, soit
n(a+2a+2a—-5)+Qa+b+2a+2b+2b+1)=0.
Dova=1etb=-2etu, =n-2.

Donc les solutions de (1) sont de la forme :

Uy = (\/E)n (Acos (n34—TI> + psin (n:%n)) +n—2
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On détermine A et pu 4 l'adide des conditions initiales u,=1 et u, =—1, c'est a dire
1=1-2 ‘
{_1 :‘/7(’1(_22) +#ﬁ)+ 1-pSOfA=3etp=3.

2

U, = 3(\/5)71 (cos (ni—n> + sin (n i—T[)) +n—2

Déterminer u telle que : 4u,,, + 2V3Upyq + Uy = 19(\/§)n.
Quel est le comportement de u,, quand n tend vers l'infini ¢

Quelles sont les conditions initiales qui suppriment les termes en cosinus et sinus 2

Correction
QUpyy + 2V 3Uppg U, = 19(\/§)n(1).

D'aprés le cours de L2, u,, = v, + uj,, oU v, est solution de I'équation homogéne 4v,,,, + 2vV3v,41 +

v, = 0 (2) et u}, est une solution particuliere de (1).
Résolution de (2)
L'équation caractéristique associée & (2) est : 4r2 + 2v/3r+1 =0 (3).

A =—-4<0, donc (3) a deux racines complexes conjuguées 1, et 7. Si p et 6 sont les module et

2 _ 1 1
P =3 . P=3

argument de ry, on @ 23 soit
2pcos€=—T cosf = —

N|$|

5T . 1 51 . . 5m —_ 1 5Tt P 5Tt .
6== convientetr, = E(cos? + isin ?) etr = 2 (cos (— ?) + isin (— ?)). Les solutions de (2) sont

alors de la forme :

Up = ) cos{n 6 pusin|n 6
A et usont des constantes réelles.

Détermination de u;,

On cherche u;, sous la forme u;, = C(\/§)n (méme forme que le second membre) et puisque u;,

vérifie (1) :
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4c(v3)" +2v3(V3)" + c(v3)" = 19(V3)", soit en divisant par (v3)"(+ 0), 12 C + 6 C + € = 19.
D'ol ¢ =1 etu; = (V3)".

Donc les solutions de (1) sont de la forme
1\" 5T . 5T n
U, = (§> ()\ cos (n ?> + psin (n ?>) + (\/§)

A et u sont des constantes réelles et cos (n%ﬂ) et sin (n%ﬂ) sont compris entre 1 et -1 . Donc

Acos (n%n) + usin (n%n) est borné puisque |Acos (ns?n) + psin (n%)| < A+ [y

D'autre part nl_lgloo G)n =0ef lim G)n (7\ cos (ns?n) + psin (n‘%t)) =0

n—-+oo
De plus 3 > 1 donc lim (V3)" =+ et lim w1, = +o0
n-+oo n—-+o

Les conditions initiales qui suppriment les termes en sinus et cosinus correspondent A =u=0 et

u0=1eTu1=\/§

Comment citer ce cours ?
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Commerciale - Pas de Modification 4.0 International (
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