Applications linéaires

Ce cours vous est proposé par Odile Brandiere, Université de Paris Sud 11, UFR Jean Monnet et

AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.

Exercices corrigés

Exercice 1

Consigne

Soit f:R® > R3 felle que (x,y,z2) » (x+y+zx+y+z,x+y+2z)
1) Monftrer que f est linéaire.
2) Déterminer Kerf et Imf.

3) Pour tout n € N*, calculer f*=fofof ..of.

Correction

f:R®->R3telle que f(x,y,z2) =(x+y+zx+y+zx+y+2z)

1) Soit X; = (x1,y1,21) et X, = (x5, y,,2,) deux éléments de R3 et A, p sont deux réels quelconques.
AXy + pXy = (Axy + pxg, Ayy + Wya, A2y + uz;)

FAXy +pXz) = f(Axy + pxz, Ayy + wya, A2y + pz;)

fAX1 +puXy) = (Axg + puxa + Ayy + Py + Azy + uzy, Axy + uxy + Ayy + wy, + A2y + pzy, Axy + px; + Ay;
+ wyz + Az + pzy)
fAXy + pXy) = (Axq + Ayg + Az + uxy, + py, + pzy, Axq + Ayg + Az + ux, + py, + uz,, Axg + Ay, + Az4
+ pxy + 1y, + pzy)
fAXy +uXy) = (A0 + ¥y +20) + p(xy + ¥z +22), A0 + y1 +21) +ulx +y2 +22), Axy + ¥, + 24)
+ ulxz +y2 + 23))
f(AX; + uX,) = Af (X1) + uf (X,) donc f est linéaire.
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2) Kerf = {(x,y, z) tels que f(x,y,z) = (0,0,0)}

x+y+z=0
x+y+z=0. Donc Kerf={(x,y,z): x+y+z=0}, c'est un sous-espace vectoriel de R3,
x+y+z=0

déterminons une base de ce sous-espace vectoriel :
v =(x,y,z) € Kerf si et seulement siv = (x,y,—x —y) = x(1,0,—1) + y(0,1,—1).

{(1,0,—1),(0,1,—1)} est donc un systeme générateur de Kerf. D'autre part ce systéme est libre (les

vecteurs ne sont pas proportionnels), c'est donc une base de Kerf et dim(Kerf) = 2.

Imf est le sous espace vectoriel de R3 engendré par f(e,), f(e,) et f(e3). oU {e, e,, €5} est la base

canonigue de R3

Imf = ((1,1,1)).{(1,1,1)} est une base de Imf et dimimf = 1.

3) fPxy.2)=fof(xy,2)=f(fxy2)=fx+y+tzx+y+tzx+y+2)=((x+y+2)+(x+y+
D+x+y+2),x+y+2)+x+y+2)+(x+y+2),x+y+2)+(x+y+2)+(x+y+2)=3x+
y+z,x+y+z, x+y+2z).

La propriété est vraie pourn=1etn = 2.

Hypothése de récurrence : supposons que la propriété est vraie au rang n :
ffeoy,2)=3"1x+y+zx+y+zx+y+2).

Montrons qu'alors la propriété est vraie au rang n + 1, c'est & dire :

i, y,z) =3"(x+y+zx+y+z,x+y+2z).

M (x,y,2) = f(f"(x, Yy, z)) = f(3”_1(x +y+zx+y+z,x+y+ Z)) d'aprés I'hypothése de

recurrence.
Donc f™(x,y,z2) =3" 1 f(x+y+zx+y+zx+y+2)=3"'@Bx+y+zx+y+z,x+y+2)

et f*"(x,y,z2) =3"(x+y+z,x+y+zx+y+z),doulerésultat.
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Soit f 'application linéaire de R3 dans R* définie par :
f,y,z2)=(+y,2x+z,x—2z,x+y+z).

Cette application est-elle surjective 2 Injective ¢

Correction

Imf est le sous-espace vectoriel de R* engendré par f(e,), f(e,) et f(e3) oU {e;, e,,e5} est la base

canonigue de R3.
Donc dim(Imf) < 3 et Imf # R*. f n'est donc pas surjective.

Kerf = {(x,y,2) tel que f(x,y,z) = (0,0,0,0)}

x+y=0
Zxx_-"ZZ_:OO De la troisieme éguation on déduit x = z, on remplace dans la deuxieme et on
x+y+z=0

trouve x =0, y = 0 et z = 0. Et finalement Kerf = {(0,0,0)} et f est injective.

Soit f une application linéaire : R* - R3 telle que : £(1,0,1,0) = (2,4, —1)
f(0,1,0,0) = (0,1,2),f(0,0,1,1) = (0,0,—3), f(0,0,0,1) = (2,2,0).

1) Montrer que ces relations définissent bien f.

2) f est-elle injective ¢ surjective 2 Déterminer le noyau de f.

3) Donner limage par f d'un vecteur (x,y, z, t) de R*.

Correction

1) Nous allons nous baser sur la propriété suivante :

Propriété : Une application linéaire f est déterminée dés que I'on connait l'image d'une base de

E par f.

Mathématiques 2, Odile Brandiere, , 3



http://aunege.fr/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

Il suffit de démontrer que les quatre vecteurs {(1,0,1,0),(0,1,0,0), (0,0,1,1), (0,0,0,1)} forment une

base de R*.

Supposons donc qu'il existe quatre réels A4,4,,15 et A, tels que : A X; + A,X, + A3X5 + A, X, = 0. Soit
2,(1,0,1,0) 4+ 2,(0,1,0,0) + A5(0,0,1,1) + 2,(0,0,0,1) = (0,0,0,0).

Cette derniére égalité s'écrit :

A =0
Ay =0
AM+As=0
s+, =0

Ce systéme admet la seule solution (0,0,0,0) ce systéme de quatre vecteurs de R*

est libre, c'est une base de R* et f est bien définie.
2) D'aprés le théoreme des dimensions : dimkerf + rang(f) = dimE
Or rang(f) = dimIlmf < 3 car Imf c R3. Donc dim(kerf) > 1 et f n'est pas injective.

rang(f) = rang de{f(1,0,1,0), £(0,1,0,0), £(0,0,1,1), f(0,0,0,1)}, rang(f) =
rang de{(2,4,—1),(0,1,2),(0,0,-3),(2,2,0)} < 3.

2 0 0
Orl4 1 0|=-6=%0.
-1 2 -3

Donc rang(f) = 3 = dim (Imf). Imf est donc un sous-espace vectoriel de R? de dimension 3, et

Imf = R3, f est surjective.

a

Etant donné I'énoncé, il est judicieux de chercher les coordonnées (f) de (x,v,zt) dansla base
)

{(1;0;110)t (Olllolo)l (0)0;1;1)1 (01010:1)}'

Donc (x,y,zt) = «(1,0,1,0) + £(0,1,0,0) + y(0,0,1,1) + §(0,0,0,1). D'ou le systeme :

< R

a
f—)/‘ Donca=x,B=y,y=—x+zet§ =x—z+t.
+4

< Q Il

VA
t

Et (x,y,2t) = x(1,0,1,0) + ¥(0,1,0,0) + (—x + 2)(0,0,1,1) + (x — z + £)(0,0,0,1)

Donc f(x,y,zt) = f(x(1,0,1,0) + ¥(0,1,0,0) + (—x + 2)(0,0,1,1) + (x — z + £)(0,0,0,1)),
f(xy,2,t) = xf(1,0,1,0) + y£(0,1,0,0) + (—=x + 2)£(0,0,1,1) + (x — z + £)£(0,0,0,1),
f6,y,2,t) = x(24,—1) + y(0,1,2) + (=x + 2)(0,0,—=3) + (x — z + t)(2,2,0), d'oU

fl,y,z,t) = (4x — 2z + 2t,6x + y — 2z + 2t, 2x + 2y — 32).
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Soit f une application linéaire de E dans F et g une application linéaire de F dans G. Montrer que

g o f est une application linéaire de E dans G.

Correction

Soit X et Y deux éléments de E et 4, u deux réels quelconques. g o f(AX + uY) = g(f(AX + uY)) =
g(Af(X) + uf(Y)) car f est linéaire. De plus, g(A(X) +p (1)) =2(fX0)) + 1 (F(V)) puisque g est

linéaire.

Donc g o f(AX + uY) = Agof (X)) + ugof (Y) et g o f est aussi une application linéaire.

Soit f une application linéaire de E dans F définie par :

f(ey) = vy, f(ey) =v, et f(e3) =2v; —v, OU B ={e;,e,,e3} est une base de E et oU v; et v, sont

linéairement indépendants dans F.
1) Quel estlerang de f ¢
2) f est-elle injective ¢ Déterminer son noyau.

3) Déterminer limage par f d'un vecteur quelconque de E, en fonction de v, et v, et de ses

coordonnées dans B.

Correction
1) Le rang de f est le rang du systeme {f(e;), f (e,), f(e3)} = {vy, v, 2V, — v, }.

Le rang de f est évidemment inférieur ou égal a 2 et puisque v, et v, sontindépendants, ce rang

est exactement 2.
2) D'apres le theoreme des dimensions, dim (kerf) =3 — 2 =1 donc f n'est pas injective.
Onremarque ici que —2f(ey) + f(e;) + f(e3) = 0p

Donc f(—2e, + e, + e3) = 0 d'OU kerf = (—2e; + e, + e3).
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X
3) Soit X de coordonnées <y> dansla base B, X =x; +y, +e3, f(X) = f(e; +y, +2z3) =xf(e;) +
Z

yf(e;) + zf (e3) car f est linéaire, donc on obtient xv; + yv, + zQv, — v,) = (x + 22)v, + (y — 2)v,.

Soit f : R? -» R? telle que : £(1,3) = (2,1), £(0,2) = (4,2) et f(1,1) = (a, b).
A quelles conditions sur a et b ces relations définissent-elles une application linéaire ¢

Déterminer alors son noyau et son rang. Quelle est limage de (x,y) par f 2

Correction

Notonse;, = (1,3) ete, = (0,2).(1,1) = (1,3) — (0,2)) = e, — e, alors, pour que f soit linéaire il faut que
f(1,1) = f(e; —ey) = f(e)) — f(ey).

Donc, il faut (a,b) = (2,1) — (4,2) = (—-2,—1),soita=—-2et b = —1.

Et comme {e;,e,} est une base B de R?, si f est linéaire, f est bien définie.
Kerf = {X € R% f(X) = (0,0)}. Soit (;) les coordonnées de X dans B.

f(X) = (0,0) si et seulement si f(x,e; + ye,) = (0,0). Soit xf(e;) + vf(e,) = (0,0) ou x(2,1) + y(4,2) =
(0,0). D'ou :

{Zx +4y =0 soit x = —2y. Et kerf = ((—2,1)) (les coordonnées sont dans B bien s0r).

x+2y=0
Donc dim (kerf) = 1 et d'apres le théoréme des dimensions rang(f) = dimimf =2 —-1=1.(x,y) =
x(1,0) + y(0,1) et f(x,v) = xf(1,0) + yf(0,1). Donc pour calculer f(x,y), il suffit de calculer £(1,0) et
f(0,1).

Pour cela déterminons les coordonnées de (1,0) et (0,1) dans B.

1=a

(0,1) = ae; + be, si ef seulement si {0 —3a+2b

,soifa=1etb=-3/2.

Donc f(1,0) = af (e; + bf(e,) = (2,1) — 3/2(4,2) = (—4,—2).

0=c

1:3C+2d,50|’rc=0e’rd=1/2.

De méme (0,1) = ce; + de, si et seulement si {

Et £(0,1) = cf(ey + df(ey) = 1/2(4,2) = (2,1).D'ou f(x,y) = x(—4,-2) + y(2,1) = (—4x + 2y, —2x + y).
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Soit V le sous-espace vectoriel de R® engendré par (1,1,0) et (1,0,1).

Déterminer une application linéaire de R® dans R? dont le noyau est V.

Correction

f est une application linéaire de R® dans R?, elle sera déterminée dés qu'on la connaitra sur une

1 1 0
base de R3. Or {(1,1,0), (1,0,1),(0,0,1)} est une base deR3, en effet |1 0 0| = -1+ 0.Si on pose
0 1 1

£(1,1,0) = (0,0), f(1,0,1) = (0,0) et £(0,0,1) = (a,b) # (0,0). f linéaire ainsi définie convient.

Montrer que les applications linéaires suivantes sont des bijections de R3 :
f telle que f(x,y,2) = (x,y — z,x + z) et g telle que g(x,y,2) = (x + y,—2z,y).

Déterminer f o g (x,v,z).

Correction

Pour montrer que f et g sont des bijections, il suffit de montrer qu'elles sont injectives. On

détermine alors kerf.

Kerf = {X € R3 tels que f(X) = (0,0,0)}, soif les solutions du systeme suivant :

x=0
y —z =0. Ce systeme admet la seule solution (0,0,0) et f est injective. D'autre part, par le
x+z=0

théoréme des dimensions dim (Imf) =3 — 0 = 3. Imf est un sous-espace vectoriel de R® de

dimension 3, c'est donc R3 et f est surjective. f est donc bien bijective.

Kerg = {X € R3 tel que g(X) = (0,0,0)}, soit les solutions du systéme suivant :
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x+y=0
—z =0 Ce systétme admet la seule solution (0,0,0) et g est injective. D'autre part, par le
y=0

théoréme des dimensions dim (Img) =3 —0 = 3. Img est un sous-espace vectoriel de R3 de

dimension 3, c'est donc R3 et g est surjective. g est donc bien bijective.

fegx,y,2)=flg(xy.2)=fx+y,—2zy)=((x+y).(-2) -y, x+y) +y). feglxyz)=(x+
v, —z—y,x + 2y).

Soitu: (x,y,2) » (v + z,2y,3y).
1) Monftrer que u est linéaire.

2) Déterminer Imu, Im(u?), Im(u3), ...Imu", (u? =uow,u® =uouou...)

Correction

Soit X = (x1,y1,21) et Y = (x3,y,, z,) deux éléments de R3 et A, u sont deux réels quelconques.
AX +uY = A0, 1, 21) + p(x2, Y2, 22) = (Axy + wxa, Ayy + pyz, 421 + uz;),

uAX + 1Y) = udx; + pxg, Ayy + Wy, Azy + uzy),

uX + 1Y) = (Qyr + wy2) + Az + 1z2), 2Qyr + 1y2), 3y + wy2)),

u(AX +py) = (7\(3/1 +z;) + w(yz + 22),A2y,) + n(2y2),A(3y;) + H(3J’2))/

w(X + ) = (A + 210, A2y1), ABY)) + 1(y2 + 22), 1(292), u(3y2) ),

u(AX +uY) = A(y1 + 21, 2y1, 3y1) + (2 + 22,235, 3y2).

u(AX + uY) = Aau(X) + pu(y).

Donc u est linéaire.

Imu est engendré par limage de la base canonique. u(1,0,0) = (0,0,0),u(0,1,0) = (1,2,3) et
1(0,0,1) = (1,0,0).

DIOO Imu = <(1;213): (1'0'0))

u2(1,0,0) = u(0,0,0) = (0,0,0),u%(0,1,0) = u(1,2,3) = (54,6),
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12(0,0,1) = u(1,0,0) = (0,0,0).
D'oU Imu? = ((5,4,6)).

De méme u3(1,0,0) =u?%(0,0,0) = (0,0,0),u3(0,1,0) = u?(1,2,3) = u(5,4,6) = (10,8,12), u3(0,0,1) =
u?(1,0,0) = (0,0,0) et Imu® = ((10,8,12)) = ((5,4,6)) = Imu?.

On en déduit en itérant que si n > 2, u™(1,0,0) = u™(0,0,1) = (0,0,0). Et on peut aisement monftrer

par récurrence que u™(0,1,0) = 2"72(5,4,6). Donc Imu™ = ((5,4,6)) > Imu?.

Déterminer l'application linéaire f de R® dans R telle que £(1,0,1) =1, £(0,1,1) = 0 et £(1,2,0) = 2

et déterminer Kerf.

Correction
1 0 1
Posonse; = (1,0,1),e, = (0,1,1) ete; = (1,2,0). [0 1 2[=-3#0.Donc B = {ey, e,,e3} est une base
1 1 0
X
de R3 et f est bien définie d'apres le cours. Si X a pour coordonnées <y) dans B, X = xe; + ye, +
VA

zeg et f(X) = xf(e)) + yf(ez) + zf(e3) = x + 2z.

-2z
D'autre part X € Kerf si et seulementsi f(X) = 0, soit x + 2 z = 0. Et X a pour coordonnées ( y ) =
VA

-2 0 -2 0
z( 0 ) +y (1) et Kerf = (u,v), oU u et v ont respectivement ( 0 ) et (1) pour coordonnées dans
1 0 1 0

B. Ces deux vecteurs étant indépendants (non proportionnels), ils forment une base de Kerf et

dim(Kerf) = 2.
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Soit X; = (1,2,0), X, = (1,3,0) et X; = (0,0,1) et f une application linéaire de R® dans R3 telle que
f(X) =(1,0,-1), f(X3) =(1,-12) et f(X3) = (2,—1,3).

1) Déterminer une base de f(R3) et le rang de f.

2) Déterminer le noyau de f et calculer f(x,y, z).

Correction

1 10
2 3 0
0 0 1

1) =3-2=1 #0,donc B = {X;,X,, X3} est une base de R? et f est bien définie.

f(]R3) = <f(X1)' f(XZ)tf(XS)) = ((1'01_1)' (1,_1,2), (21 _1,3))

1 1 2
0 -1 -1
-1 2 3

vectoriel de R3, f(R3) = R3.

=-3+1-(2-2)=-2+0. Donc dim (Imf) = 3 et puisque Imf est sous-espace

2) D'apres le théoreme des dimensions dim(Kerf) = 0

Kerf = {(0,0,0)}, f est bijective.

a
Si X = (x,y,z) a pour coordonnées (b) dans B,X =aX; +bX, + X3 et f(X) =f(x,y,2) = af (X;) +
c

bf(X,) + cf(X3) = a(1,0,—1) + b(1,—-1,2) + c(2,—1,3). Il suffit donc de calculer les coordonnées de

x=a+b 3x—y=a
X dans B. On a f(x,y,z) = a(1,2,0) + b(1,3,0) + c(0,0,1), soit iy =2a+3b OU {y—2x=b et X =
Z=cC Z=cC
3x—y
(x,y,z) a pour coordonnées (y — Zx) dans B.
Z

Donc f(x,v,z) = B3x —y)(1,0,—1) + (v — 2x)(1,-1,2) + z(2,—1,3),

flo,y,z)=(x+22z2x—y—2z—-7x+3y+3z).
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Déterminer les matrices des applications linéaires des exercices 1,2 et 6 dans les bases

canoniques des espaces vectoriels qui interviennent.

Correction

f:R3 > R3telle que (x,y,z2) » (x+y+zx+y+z,x+y+2)

Soit B = {e;, e,, e3} la base canonique de R3.

fle) = (1,1,1),f(ey) = (1,1,1) et f(e3) = (1,1,1) la matrice de f dans la base canonique de R® au

1 1 1
départ et & l'arrivée est alors : (1 1 1)
1 1 1

f,y,z2)=x+y2x+z,x—z,x+y+2z).

f(ey) = (1,2,1,1), f(ey) = (1,0,0,1) et f(e3) = (0,1,—1,1) la matrice de f dans les bases canoniques

de R3 et R* est alors :

1 1 0
i 8 _11 D'apres la correction de l'exercice 6, f(x,y) = (—4x + 2y,—2x +y), donc f(1,0) =
1 1 1
(—4,-2) et £(0,1) = (2,1), d'ou la matrice de f dans la base canonique de R? au départ et &
e o (—4 2
I'arrivée : (_2 1).

Soit f de R3 dans R? définie par f(x,y,z) = (2x — 3y, x + y).
1) Déterminer la matrice de f dans les bases canoniques de R? et de R2.
2) Trouver la matrice de f dans les bases B et B’ telles que :

B ={(1,1,0); (0,—1,0); (0,—1,1)} et B' = {(1,1) ; (0,—1)}
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Correction

1) Les colonnes de la matrice m de f dans les bases canoniques, sont les coordonnées des
images des vecteurs (1,0,0),(0,1,0) et (0,0,1) dans la base canonique de R2? £(1,0,0) =
(2,1),f(0,1,0) = (-3,1) et £(0,0,1) = (0,0). Ef les coordonnées de (2,1),(—3,1) et (0,0) dans la base

2 =3 0)

canonique de R? sont respectivement (%), () et (7). On obtient donc : m = (1 oo

2) Sim' est la matrice de f dans B et B’, m' a donc pour colonnes les coordonnées des vecteurs
de f(B) dans la base B'.

Or £(1,1,0) = (—1,2), cherchons les coordonnées () de (—1,2) dans B’ :

—1=a

(-1,2) = a(1,1) + b(0,—1), donc {2 =a-b

. Les coordonnées de f(1,1,0) dans B’ sont donc (73).
£(0,-1,0) = (3,—1), cherchons les coordonnées (§) de (3,—1) dans B'.

(3,—-1) = a(1,1) + b(0,—1), donc 3=a les coordonnées de £(0,—1,0) dans B’ sont donc (3).
- b 4

l=a-

£(0,-1,1) = (3,—1) = f(0,—1,00 a pour coordonnées (}) dans B’. On obtient donc m’ =

(G 3 2

Soit f de R* dans R définie par f(x,y,z,t) = (x —y,2y + t,—2).
Donner la matrice de f en utilisant les bases suivantes :

B ={(1,0,-1,0),(0,1,1,1),(1,0,0,-1),(0,1,1,0)} et B' = {(1,1,1),(1,-1,1),(1,1,-1)}.

Correction

La matrice m de f dans B et B’ a pour colonnes les coordonnées des vecteurs de f(B) dans la

base B'.
f(1,0,—-1,0) = (1,0,1), f(00,1,1,1) = (-1,3,—-1), f(,0,0,—1) =(1,—-1,0) et £(0,1,1,0) = (-1,2,-1).

Déterminons les coordonnées de ces vecteurs dans la base B'.
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a
Si (1,0,1) a pour coordonnées (b) dans la base B’, (1,0,1) = a(1,1,1) + b(1,-1,1) + ¢(1,1,—1). Soit
c
at+b+c=1 at+tb+c=1 1/2
a—b+c=00U 2b=1 .Lescoordonnées de (1,0,1) dans B' sont donc (1/2).
a+b—c=1 2c=10 0

a
Si (—1,3,—1) a pour coordonnées (b) danslabase B', (-1,3,—1) = a(1,1,1) + b(1,—-1,1) + ¢(1,1,-1).
C
a+b+c=-1 a+b+c=-1 1
Soiti a—b+c=2 ou 2b =—4 .lLescoordonnées de (—1,3,—1) dans B' sont donc (—2).
at+b—-—c=-1 2c=0 0

a
Si (1,—1,0) a pour coordonnées <b> dans la base B’, (1,-1,0) = a(1,1,1) + b(1,-1,1) + c(1,1,-1).
Cc
a+b+c=1 a+b+c=1 -1/2
Soitia—b+c=—-10uU 2b=2 .lescoordonnées de (1,-1,0) dans B ' sont donc ( 1 )

a+b—-c=0 2c=1 1/2

a
Si (—1,2,—1) a pour coordonnées <b> danslabase B’, (-1,2,—1) = a(1,1,1) + b(1,-1,1) + ¢(1,1,—-1).
c
a+b+c=-1 a+b+c=-1 1/2
Soiti a—b+c=2 ou 2b =-3 .lescoordonnées de (—1,2,—1) dans B' sont (—3/2).
a+b—-—c=-1 2c=0 0

1/2 1 -1/2 1/2
Et doncm = (1/2 -2 1 —3/2>
0o o0 1/2 0

31 -1
01 4

{(1,1); (0,—1)}, déterminer la matrice de f dans les bases canoniques de R? et R2.

Soit f dont la matrice est ( ) dans les bases B = {(1,1,0); (0,—1,0); (0,—1,1)} et B’ =

Correction
Soit € la base canonique de R3 et €’ celle de R?.
La matrice de f dans les bases B ={(1,1,0);(0,—1,0); (0,—1,1)} et B’'={(1,1);(0,—1)} est:

(31—1

0 1 4 ) ceci équivaut a dire que :

f(1,1,0) =3(1,1) = (3,3)

f£(0,-1,0) = (1,1) + (0,—-1) = (1,0)
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f(0,-1,1) = —(1,1) + 4(0,—-1) = (—1,-5).

La matrice demandée a pour colonnes les coordonnées de f(1,0,0), £(0,1,0) et £(0,0,1) dans C’'.

1
Remarquons que (1,0,0) = (1,1,0) + (0,—1,0) (autrement dit (1,0,0) a pour coordonnées (1) dans
0

B et £(1,1,0) + £(0,-1,0) = (3,3) + (1,0) = (4,3).
De méme (0,1,0) = —(0,—1,0) et £(0,1,0) = —£(0,—1,0) = —(1,0) = (—1,0)

Et (0,0,1) = (0,-1,1) — (0,—1,0) et £(0,0,1) = (—1,-5) — (1,0) = (—2,-5). D'ou la matrice de f dans

4 -1 —2)

CeTC':(3 0 _t

Soit f telle que f(x,y) = (x + 2y,x). Déterminer deux vecteurs v, et v, non colinéaires et tels que
f(vy) et f(v,) soient colinéaires respectivement a v, et v,. Quelle est alors la matrice de f dans

la base {v;,v,} ¢

Correction

Siv, = (%), f(vy) = (x + 2y,x) est colinéaire a v, si et seulement si il existe unréel A tel que f(v,) =

YA+ 1A —2)=0

X = Ay . y=0 n'est pas

v, soit {x+ y=Ax {x+ _y Ax

x =y Xx=ly C'est équivalent a {

solution car cela implique x = 0 (v; = 0 n'est pas solution car v, et v, sont non colinéaires donc

non nuls). On en déduit alors que nécessairement A = —1 ou A = 2.

x+2y=-

—y X et v; = (1,—1) convient.

mx:-L{

x+2y =2

X .
x =2y et v, = (2,1) convient.

sm:z,{

-1 0)

On a donc f(vy) = —v, et f(v,) = 2v,, la matrice de f dans la base {v,,v,} est donc ( 0o 2)
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1 1 1
Soit A = ( 3 -3 3 ) la matrice d'une application linéaire f dans la base canonique de R3.
-1 5 -1

Déterminer le rang et le noyau de f.

Soit v; = (1,1,1), v, = (0,1,—-1) et v; =(1,0,—1). Calculer f(v,),f(v,) et f(vs). On note f(S) =
{f(v), f(,), f(V3)}. Quel est le rang de f(S) 2

Donner la matrice de f dans {v,, v,, v3}.

Correction
Le rang de f est le rang du systeme {(1,3,—1), (1,-3,5),(1,3,—1)}.

On remargue que le premier vecteur est égal au troisieme et que les deux premiers vecteurs ne

sont pas colinéaires donc le rang de f est 2.

D'apres le théoreme des dimensions dim (kerf) =3 —-2=1

Kerf ={X = (x,v,z) € R3 tel que f(x,y,2) = (0,0,0)}.

Or (x,y,2z) = x(1,0,0) + y(0,1,0) + 2z(0,0,1) et

f(x,y,2z) = x£(1,0,0) + yf(0,1,0) + zf (0,0,1) = x(1,3,—1) + y(1,-3,5) + z(1,3,—1).

Donc f(x,y,z2) =(x+y+23x—3y+3z,—x+5y—z)et X =(x,y,z) = Kerf si et seulement si :

x+y+z=0 x+y+z=0 2= —x
3x =3y +3z=0, soit 6y=0 ouU {y=0' Donc X =(x,y,z) = Kerf si et seulement si X =
—x+5y—-2z=0 —x—z=0

(x,0,—x) = x(1,0,—1). Donc Kerf = ((1,0,—1)) et dim (Kerf) = 1.

Soit f de R3 dans R?, définie par : f(x,y,z) = (2x — y,x + 3z).
1) Déterminer la matrice de f dans les bases canoniques de R3 et R2.

Quels sont le rang et le noyau de f 2
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1 3

2) Soit B = (—2 1 ) la matrice de I'application g dans la base B = {v; = (1,2), v, = (0,—1)} de
0 -1

R? et la base canonique de R3.

Donner la matrice de g dans les bases canoniques de R? et R3.
Correction

1) £(1,0,0) = (2,1); £(0,1,0) = (—1,0) et £(0,0,1) = (0,3).

2 -1 0)

Et la matrice de f dans les bases canoniques de R? et R? est : (1 0o 3/)

Le rang de f est 2 car Imf est engendré par (2,1),(—1,0) et (0,3).
D'apres le théoreme des dimensions dim(Kerf) =3 —2 = 1.

2x—y =0 ou { y=2x

X = (x,y,2) = Kerf si et seulement si f(x,y,z) =(0,0) soit {x t37=0

(x,2x,(—1/3)x) = x(1,2,—1/3). Donc Kerf =((1,2,—1/3)).
2) g(vl) = (1; —2,0) eT g(UZ) = (3'1'_1)
Or (1,0) = v; + 2v,. Donc ¢g(1,0) = (1,-2,0) + 2(3,1,—1) = (7,0,—2). Ef (0,1) = —v,, donc g(0,1) =

7 =3
—(3,1,—-1) = (-3,—-1,1). D'oU la matrice de g dans les bases canoniques de R? et R3 : < 0 —1)
-2 1

Soit v; = (—1,1,0), v, = (1,0,2) et F = (v, v,).

1) A quelle condition sur x, y et z, v = (x,y,z) appartient-l a F 2

2) Soit v; = (1,1,-1), v, = (1,1,2) et vz = (0,1,2). Déterminer les rangs des systemes suivants :
{v1, V2, 3}, {v1, v, Vs ), {V, vy, v} €1 {Vy, 15, V3, 14}

3) Soit f une application linéaire de R3 dans R3 telle que :

£(1,00)=v, f(0,1,0)=v, £(0,01) = vs.

Déterminer f(x,y,z), le rang de f, un systéme générateur de Imf et le noyau de f.
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Correction

1) v, et v, étant indépendants, d'apres une propriété vue dans la correction de lI'exercice 21 de

-1 1 x
lalecon 9, v € F si et seulement si {v,,v,, v} estlié, soit|1 0 y|=00u2x+2y—2z=0.
0 2 z
-1 1 1
2) Rangde S; = {vy,v,,v3}: |1 0 1 |=5 #0.Lesystéme S; est donc libre et de rang 3.
0 2 -1
-1 1 1
Rangde S, = {v,,v,,v,}: |1 0 1| =2 #0.Le systeme S, est donc libre et de rang 3.
0 2 2
-1 1 0
Rang de S; ={vy,v,,v5}: |1 0 1| = 0. Les coordonnées de vg vérifient 2x + 2y —z =0, donc
0 2 2

vg € F et S est derang 2.

Rang de S, = {vy,v,,v3,14}. S, est de rang inférieur ou égal a 3 puisqu'il est formé de vecteurs de

R3 et puisque S; c S, est de rang 3, S, est de rang 3.
(x,v,2) = x(1,0,0) + y(0,1,0) + z(0,0,1), donc

f(x,y,2z) = xf(1,0,0) + yf(0,1,0) + zf(0,0,1) = x(—1,1,0) + y(1,0,2) + z(0,1,2), d'ou f(x,v,z)=(—x+
v, x + 2,2y + 22).

Le rang de f est par définition celui de S; et égale 2.

Imf = <V1, vz,VS) = <V1,V2) >F.

—x+y=0
v = (x,y,z) € Kerf si et seulementsi f(x,y,z) = (0,0,0) soity x+z=0 oux=y=—zet
2y+2z=0

v = (x,x,—x) = x(1,1,—1). Donc Kerf = (vs).
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