Applications linéaires

Ce cours vous est proposé par Odile Brandiere, Université de Paris Sud 11, UFR Jean Monnet et

AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.
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Objectif de la legon : L'objectif de cette lecon est de généraliser la notion de linéarité (dite aussi
de proportionnalité et la fameuse regle de trois) sur les espaces vectoriels et donc d'acquérir les
différentes notions liées aux applications linéaires et a leurs caractéristiques qui sont le noyau et

l'image.

Cette lecon est dans le prolongement de la lecon 9 qui en est un prérequis. Ces deux lecons sont
des prérequis indispensables d la compréhension du calcul matriciel, outil tres utilisé en économie

et statistiques et développé en L2.
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Soit f une application d'un ensemble E dans un ensemble F.

f estinjective si et seulement si deux éléments distincts de E, ont des images distinctes par f :
(f estinjective) & (x # x' = f(x) # f(x"))

On peut aussi écrire : (f estinjective) © (f(x) = f(x") =2 x = x")

f est surjective si et seulement si tout élément de F a un antécédent par f :

(f estsurjective) & (vy €F 3x € E;y = f(x))

Soit f(E) = F

f est bijective si et seulement si f est A la fois injective et surjective. Tout élément y de F a un et

un seul antécédent par f :

vy € F 3x € E, unique ; y = f(x)

De facon pratique, pour montrer que f est bijective, on montre souvent que pour tfout y de F,

I'équation y = f(x) a une et une seule solution dans E.

Exemple :

Considérons E = F = R et f, l'application de R dans R telle que f(x) = x2.

f n'est pas injective puisque deux réels opposés ont méme carré et donc méme image par f.
Par contre sion remplace E par R*. f est une injection de R*dans R.

Un carré est toujours positif et si y est strictement négatif, il n'existe pas de x tel que y = x2, et y
n'a pas d'antécédent par f. f n'est donc pas surjective si F = R, par contre si F = R*, f est une

surjection.

f est une bijection de R* dans R*.

Dans cette lecon, on considérera des espaces vectoriels E et F de dimension finie sur R et on

notera dimE = n et dimF = p.
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Définition : Soit E et F deux espaces vectoriels sur R et f une application de E dans F.

(f est une application linéaire) © (VX etY de E,VAER, f(X+Y) =f(X) + f(Y) et fOAX) = Af (X)

Conséquences :

1) f(E) (ensemble desimages de E par f), noté aussi Imf est un sous-espace vectoriel de F.
2)vX;eEetvh eR, f(EL AX) =31, LX)

3) Pour montrer qu'une application est linéaire, il suffit de montrer que :

vXetYdeE, VietudeR, fOAX +uY) = Af(X) + uf(Y).

(A =p=1donne la premiere égalité de la définition et u = 0 donne la deuxieme).

4) Si f est linéaire alors f(0g) = 05 (poser A = 0 dans la définition).

5) L'image d'un systeme lié est un systéme lié.

Démonstration : Il reste d montrer 1) et 2) et 5) :

1) On remarque que Imf contient 0, car f(0g) = 0 donc Imf différent de I'ensemble vide.
Soient f(X) et f(Y) deux éléments de Imf et A, u, deux réels :

A (X)) +uf(Y) = f(AX + uY) car f estlinéaire et puisque E est un sous-espace vectoriel, AX + pY est

un élément de E et f(AX + pY) est un élément de ImF. Et Imf est un sous-espace vectoriel de F.
2) FEL X)) = F(AXs + 2P, 0X) = FOuX) + F(RE,0X) = Mf (X)) + F(ZE,AX;)

=Mhf(X) + f(/12X2 + Z?::), AiXi) =MfX) + f(AX,) + f(2?=3 AiXi) =Mhf(X) + (X)) + f(2?=3 AiXi)
et ainsi de suite. On obtient alors f(XL, 4:X;) = &, L f(X).

5) Soit {Xy,..,X,} un systéme lié de E alors il existe des A; € R, non tous nuls tels que : X1, A,X; = 0.

D'aprés 2) et 4) : X1 Lf(X) = F(Z, X)) = X, Lif (X;) = 0x. Et puisque les des 1; ne sont pas

tous nuls, le systeme des f(X;) est lie.

Propriété : Une application linéaire est déterminée dés que I'on connait limage d'une base de
E.

En effet soit B = {eq, e, ...,e,} €t f(e;) = fi pouri =12,..,n.
SiX =YL, xe; (décomposition unique), f(X) = f(Xi; xie) = Xizy xi(ep) = Xiny xifi.

Et f(X) est déterminé de facon unique.
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Les vecteurs f; de F forment un systeme générateur de f(E) = Imf, ensemble image de E par f

tImf = f(E) = (f(B)).

Et le rang de ce systeme f(B) = {fi, ..., fn} €st la dimension de f(E). On a la définition suivante :

Définition : Le rang de I'application linéaire f est la dimension de f(E), c'est le rang du systéme

f(B), image d'une base B de E par f. On le note rang(f).

Remarque :
1) f(E) c F donc rang(f) < dimF.
2) Etsi f est surjective rang(f) = dimf(E) = dimF.

3) rang(f) est le rang des f; qui forment un systeme de n(= dimkE) vecteurs, donc rang(f) < dimkE.

Définition : On appelle noyau de l'application linéaire f, f~1(0z), c'est-a-dire limage réciproque

de 0 par f. Ce noyau est noté kerf.

X ekerf © f(X) =0p

Propriété : kerf est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration :
On remarque que kerf contient 05 car f0; = 0 donc kerf différent de I'ensemble vide.
Soient X et Y deux éléments de kerf et A, u, deux réels

fFOX 4+ uY) = Af(X) + uf(Y) car f estlinéaire or comme X et Y sont des éléments de kerf on a alors
fX)=0p et f(Y) =0 doU fOAX + pY) =Af(X) + uf(Y) = 0 et donc AX + puY est un élément de

kerf. kerf est bien un sous-espace vectoriel de E.

Propriété : (f est injective) & (kerf = 0).

Démonstration : Supposons finjective et soit X un élément de kerf.
Donc f(X) = 0 = f(0r) et puisque f est injective, X = 0.

Réciproque : Supposons que kerf = 0. Si f(X) = f(Y) alors f(X —Y) =0 et X —Y = kerf. Donc
X—Y =0g etX=Y.Dou lerésultat.
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Théoreme : Si f est une application linéaire injective de E dans F, alors I'image par f de tout

systeme libre de E est un systéme libre de F.

Démonstration : Supposons f injective et soit § = {X;, X5, ..., X,.}, un systéme libre de r vecteurs de

E. () ={f(X1). f(X2), .., fF(Xp)}.

Supposons que Y-, A f(X;) = 0g, puisque f est linéaire, f(Xi-; 4;X;) = 0z et puisque f est injective,
on aYi_; 4f(X;) = 05. Or par hypothese, S est libre donc 4; = 0 pouri = 1,2,...,r et f(S) est libre.

Théoreme (des dimensions) : Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f une application

linéaire de E dans un espace vectoriel F. Alors :

dim (kerf) + rang(f) = dimE

Démonstration :

Kerf est un sous-espace vectoriel de E, considérons donc une base S = {e,,...,e,} de kerf.

Complétons S parn —r vecteurs, de fagon & obtenir une base de E :

B ={ey;ey;...; €} €01 o) €1 )

f(E) est engendrée par f(B) donc rang(f) = rang(B).

Or f(e1) = f(ez) = - = f(ey) = Op, donc rangf(B) = rang{f (e, + 1), f (e, + 2), ..., f(en)}.

Pour montrer le théoréme, il suffit donc de montrer que le systéme

{f(ers1), ., f(en)} est libre. Supposons que X, ., Aif(e;) =0g alors fQQlL,, 1) =0 et

1, .1 Aie)kerf. On peut donc écrire : ¥, ., die; = Y= x;e; soit ¥, 4 Aje; — 2r_y x;e; = Op.

Or B est une base de E, les coordonnées de 05 étant nuls, A; = 0 pouri =1,..,7r, et x;, = 0 pour

i=r+1,..,n.

Soit B ={e;,e,,...,e,} Une base de E et B'={fi,f,, ...f,} une base de F. Considérons une
application linéaire de E dans F. f est déterminée par les images des éléments de B par f.

Chaque vecteur f(e;) est représenté par le vecteur colonne de ses coordonnées dans B'.

On appelle matrice de f dans les bases B et B’, et on notera m(f), le tableau de nombres formé

par les vecteurs colonnes des coordonnées des f(e;) dans B'.

m(f) = (fle)f(er) ... f(en))
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Ce tableau comporte donc p lignes et n colonnes. On dit que m(f) est une matrice de format

(p,n). Sin = p la matrice est dite carrée d'ordre n.
m(f) dépend bien sOr de f mais aussi des bases choisies dans E et F.

Aussi lorsque ces bases ne sont pas évidentes, il est indispensable de les préciser lorsque I'on

donne la matrice d'une application linéaire.

Le rang de f est le rang des f(e;). systeme générateur de f(E). C'est donc le rang des vecteurs
colonnes de m(f). On montre que c'est aussi le rang des vecteurs lignes de m(f). On dira que

c'est aussi le rang de m(f).
rang(m(f)) = rang(f) = rang des vecteurs colonnes de m(f) = rang des vecteurs lignes de m(f)

Donc rang(m(f)) < inf(n,p) (le rang de m(f) est inférieur ou égal & la plus petite de ses

dimensions).

Sin =p etsirang(m(f)) = n, on dit que m(f) est réguliere d'ordre n.
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