Espaces vectoriels

Ce cours vous est proposé par Odile Brandiere, Université de Paris Sud 11, UFR Jean Monnet et

AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.

Exercices

Les exercices avec une * sont intéressants mais plus difficiles et peuvent étre sautés.

Exercice 1

Consigne

Soit X;, X, et X3, trois vecteurs de R3 tels que :
X, =(-152), X, = (2,-1,2) et X; = (1,1,3)
1) Calculer les combinaisons linéaires suivantes : 3X; — 2X, + X5; 3(X; — X3) + X,

2) Trouver froisréels a, B et y non nuls, tels que aX; + BX, + yX; qit ses deux premieres composantes

nulles.

Exercice 2

Consigne

Les ensembles suivants sont-ils des sous espaces vectoriels de R3 2
A={(x,y,2) ER3;3x —5y+2z=0};B = {(x,y,2z) € R%;2x — 3y + 5z = 1}
C={(xy,2) €ER3;2x+3y+2z=>0};D ={(x,y,2) € R%xyz = 0}

E={(xy,2)ER%(xv,2)=(x+y+2)(231)+(x—-y)(5-12)}
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Montrer que I'ensemble E des fonctions f de la variable x définies sur [0,1] et vérifiant f(1) = 2£(0)

peut étre muni d'une structure d'espace vectoriel.

En est-il de méme pour I'ensemble F des fonctions g définies sur [0,1] et vérifiant g(1) = g(0) + 1 2

Les ensembles suivants sont-ils des sous espaces vectoriels de R* 2
F={(xyzt) ER,z=0};G={(x,y,2zt) € Ry <0}
H={(xyzt) ERYy=z+t};1={(xy,2t) € R} xy = 0};

] = {(x;y'Z.t) € R4;y € Q} ;K = {(X,y,Z,t) € R4;Z = xZ}

Les vecteurs suivants engendrent-ils R3 :
1) (2,-1,4),(3,1,2) et (0,2,-1).
2) (4,—-1,0),(1,1,1) et (—7,3,1).

3) (1,1,2),(-3,2,1),(0,5,7) et (0,1,-1).
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Montrer que dans ces différents cas X;, X, et X; sont dépendants et trouver une relation entre

X1, X, et Xs.
1) X, = (1,-1,0), X, = (2,4,2) et X3 = (2,7,3)
2) X, =(2,3,—-1), X, =(0,—1,3) et X3 = (—3,—4,0)

3) X; =(821), X,=(-135)etX;=1(10,2232)

Déterminer si les familles suivantes sont libres ou liées et donner leur rang
1) {(2,1),(=3,2),(4,3),(1,1)}

2) {(4.1),(2,3)}

3) {(3,-1,2),(4,1,1),(0,—-2,1)}

4) {(0,3,2,-1),(3,-2,1,1),(1,1,1,1), (4,—3,1,—-2)}.

Déterminer le rang des systémes suivants :
1) {(0,1), (1,~2), (4,3)}

2) {(3,1,2),(4,2,0), (1,3,—2)}

3) {(0,1,0,2), (1,1,—1,0), (2,0,1,1)}

4) {(1,-1,0),(2,0,1), (2,6,4)}
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L'ensemble S = {(2,1,1),(0,3,5), (2,4,6), (1,6,6)} forme-t-il une base de R3 2 Exfraire une base de R3

2 Combien de bases de R3 peut-on extraire de S 2

On considére des ensembles E = {(x,y) € R%;y = 2x} et F = {(x,x) € R?}. Montrer que E et F sont

des sous-espaces vectoriels de R? et déterminer ENF.

On considere les ensembles suivants :
E={(x,y,2)ER%x=y=2z};F ={(x,y,z) E R¥/x — 2y + z = 0} et
G={(a—b,a+b,2a—3b);a € Retb € R}

1) Montrer que E, F et G sont des sous espaces vectoriels de R3.

2) Déterminer les sous espaces vectoriels ENF,ENG et FNG.

Donner une base et la dimension du sous espace vectoriel de R* défini par :
{(x,y,z,t) ER;x —y +z+t = 0}

En déduire le rang du systeme suivant : {(0,1,2,-1),(1,0,—2,1),(3,2,0,—1),(1,1,—1,1)}.
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Donner une base et la dimension du sous espace vectoriel de R* défini par : {(x,y,z,t) € R*;x +

y—z=0etx—y+ 2t =0}

Soient trois vecteurs linéairement indépendants e;, e, et e; d'un espace vectoriel V. Que peut-on

dire de dimV 2

Donner une base et la dimension du sous espace vectoriel de R3 défini par : {(A — u, A + u, 24 —
W; A€ RetueR].

1) Montrer que lI'ensemble E = {(x,y,z) € R3;x — 2y + z = 0} est un sous espace vectoriel de R3.

2) Soit F le sous espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs (1,1,1) et (3,1, —1). Vérifier que
FCE.AtoOnE=F?¢
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Montrer que I'ensemble E = {(x,y,z) € R%;2x —y + 2z = 0} est un sous espace vectoriel de R3.

Déterminer une base et la dimension de E.

2) Soit F le sous espace vectoriel de R® engendré par les vecteurs u = (1,2,0) et v =(2,1,1),

déterminer que ENF.

Démontrer que dans I'espace vectoriel R3, les vecteurs u = (2,3,—1) et v = (1,—1,-2) d'une part,
et les vecteurs u' = (3,7,0) et v' =(5,0,—7) d'autre part, engendrent le méme sous-espace

vectoriel.

Montrer que les ensembles suivants sont des sous espaces vectoriels de R* dont on déterminera

la dimension et une base :
A={A+u, 24,1 —-2u,u); A € R,u € R}

B :{(x:y,Z,t) € R4;x—Z=y_t}
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Soit §; = {u; = (a,1,1),u, = (—1,—a,—1),u; = (1,1,a)}
ets, ={v, =(a,1,1),v, =(-1,—a,—-1),v; = (—1,-1,a)}

Déterminer suivant les valeurs de a le rang de S; ainsi que celui de S,.

Soit v; = (4,0,-2),v, = (-8,1,5) et v; = (2,0,0). Ces vecteurs sont-ils indépendants 2

On considére le sous espace vectoriel V engendré par v, et v,. Quelle est sa dimension 2 Donner
une base de V. v; appartient-il a V 2 v, = (—4,2,4) appartient-il & V 2 A quelle condition sur a, b et

c un vecteur w = (a, b, c) appartient-il a V 2

1) Soit v; = (—1,1,0), v, = (1,0,2) et F, le sous-espace vectoriel engendré par v, et v,.
a) A quelle condition sur x, y et z,v = (x,y,z) appartient-l O F 2

b) Soit v; = (1,1,—-1), v, = (1,1,2) et vg = (0,1,2). Déterminer les rangs des systemes suivants

{1, V0, 03}, {1, Vo, 4}, {vg, 12, U5} €1 {vy, 1,5, 03,14 ).

2)* On se place dans un espace vectoriel de dimension n = 2. Dire si la proposition suivante est

vraie :
(S = {91,62,93} hé) = (e3 e< €1,6; >)

Silaréponse est affirmative, la prouver. Si la réponse est négative, donner un contre-exemple.
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Comment citer ce cours ?

Mathématiques 2, Odile Brandiére, AUNEGe ( ), CC-BYNC ND
( ).

(@0l

Cette ceuvre est mise a disposition dans le respect de la Iégislation francaise protégeant le droit

d'auteur, selon les termes du contrat de licence Creative Commons Attribution - Pas d'Utilisation
Commerciale - Pas de Modification 4.0 International (

). En cas de conflit entre la Iégislation francaise et les termes de ce contrat de licence,
la clause non conforme a la législation francaise est réputée non écrite. Sila clause constitue un
élément déterminant de I'engagement des parties ou de I'une d'elles, sa nullité emporte celle

du confrat de licence tout entier.
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