Espaces vectoriels

Ce cours vous est proposé par Odile Brandiere, Université de Paris Sud 11, UFR Jean Monnet et

AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.

Exercices corrigés

Les exercices avec une * sont intéressants mais plus difficiles et peuvent étre sautés.

Exercice 1

I Consigne

Soit X;, X, et X3, trois vecteurs de R3 tels que :
X, =(=152), X, = (2,-1,2) et X3 = (1,1,3)
1) Calculer les combinaisons linéaires suivantes : 3X; — 2X, + X5; 3(X; — X3) + X,

2) Trouver trois réels o, B et y non nuls, tels que aX; + BX, + yX; it ses deux premieres composantes

nulles.

Correction
1) 3X1—-2X2 + X3 =3(-1,52) —2(2,—-1,2) + (1,1,3) = (-3,15,6) — (4,—2,4) + (1,1,3)
=(-3-4+4+1154+42+16—-4+3)=(-6,18,5)
3(X1 - X3) + X2 = 3[(-1,5,2) — (1,1,3)] + (2,-1,2) = 3(=1— 1,5 — 1,2 — 3) + (2, ~1,2)
= 3(_2;4; _1) + (21 _112) = (_6112r_3) + (2»_1r2) = (_4111:_1)

2) aXi+BX, +yX; =a(-152)+(2,-1,2) +y(1,1,3) = (—a+ 2B +y,5a — B +y,2a — f + 3y) =
(0,0,2a — B + 3y) doncona:

{—a+2,8+y=0

(B =2a R B . - s s .
Sa—f+y =0 sofr{ 3 Ce systeme de 2 équations a 3 inconnues a un infinité de solutions

y=-
en (a,B,y) de la forme (a, 2a, —3a).
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Les ensembles suivants sont-ils des sous espaces vectoriels de R3 2
A={(x,y,z) ER3;3x -5y +z=0};B ={(x,y,z) € R%;2x — 3y + 5z = 1}
C={(x,y,2) ER3;2x+3y+2z=>0};D ={(x,y,2z) € R%xyz =0}

E={(xy,2) ER%(xv,2)=(x+y+2)(231)+(x—-y)(5-12)}

Correction

e A={(xy,2z) €R%3x—5y+z=0}
A=+ @car(0,0,0) € A.

Soient X; = (x1,v1,2,) et X, = (x3,v,,2,) deux éléments de A et A et usont deux réels quelconques

AXy + uXy = Axy, ¥1,21) + 1(x2, Y2, 22) = (Axy + pxg, Ayy + 1y, A2, + uz;) et 3(Axg + px;) — 54y, +
wy,) + (Azy + uz,) = A(3x; — 5y, + z;) + u(3x, — 5y, + z,) = 0 car X; et X, appartiennent & 4 (c'est &
dire 3x; — 5y, + z; = 0 et 3x, — 5y, + z, = 0 ). AX; + uX, appartient donc a 4 de sorte que A est un

sous-espace vectoriel de R3.

e B={(x,y,2) €ER%2x -3y +5z=1}

(0,0,0) n'est pas un élément de B. B n'est donc pas un sous-espace vectoriel de R3.

e C={(xy,2) €R%;2x+3y+2z=0}
On remarque que X = (1,1,1) est un élément de C car 2+3+1=6 >0, mais —X n'est pas un

élément de € étant donné que —2—-3-1=-6<0.
L'ensemble € n'est donc pas un sous-espace vectoriel de R3.

e D={(xy,2) €R3xyz =0}
X =1(1,1,0) est un élément de D(1x1x0=0) et Y=(0,0,1) est aussi un élément de D
(0x0x1=0).

Mais X +Y = (1,1,1) n'est pasun élémentde D (1 x1x1 =1 = 0).

L'ensemble D n'est donc pas un sous-espace vectoriel de R3.
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e E={(xv,2)eR3(xy2)=&+y+2)(231)+ (x—y)(5-12)}
On peut réécrire E: E = {(x,y,z) ER}(xy,2)=2x+y+2), 3x+y+2), Ix+y+2)+ (5(x—
y), =1(x =), 2(x =)}
E={(xv,2) €ER3(xy,2z)=(7x—3y+2z2x+4y+3z3x—y+2)}
E={(x,v,z) ER%(7x—3y+2z=x,2x+4y+3z=y,3x —y+z = z)}
E={(x,v,z) ER%(6x—3y+2z=02x+3y+3z=03x—y =0)}
6x—3y+2z=0

Or,{2x +3y +3z=0 équivaut dx =y =z =0.Donc E = (0,0,0) et E est un espace vectoriel.
3x—y=0

Montrer que I'ensemble E des fonctions f de la variable x définies sur [0,1] et vérifiant f(1) = 2£(0)

peut étre muni d'une structure d'espace vectoriel.

En est-il de méme pour I'ensemble F des fonctions g définies sur [0,1] et vérifiant g(1) = g(0) + 1 2

Correction

Considérons I'ensemble E des fonctions numeériques de la variable x définies sur [0,1] et vérifiant

f(1) = 2f(0) muni de I'addition comme loi interne et la multiplication comme loi externe.

Onremarque que la fonction nulle est un élément de E (c'est la fonction qui a tout x on lui associe

0 et que nous noterons f;,) car : f,(1) = f,(0) = 0 et donc f,(1) = 2£,(0).
Pour toute fonction f de E :

frh=fh+tf=f
La fonction nulle est I'€élément neutre de E et E est non vide.

Remarque : soient f et g deux fonctionsde Eona:

(f + (D) = f(1) + g(1) = 2£(0) + 2g(0) = 2(£(0) + g(0)) = 2(f + g)(0) donc f + g est un élément
deE.

fx)+ g(x) = g(x) + f(x) pour tout x élément de [0,1], donc la loi est commutative.
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Soit f,g et h frois fonctions de E,f + (g + h) et (f+g) + h sont des élements de E d'apres la

remarque précédente, d'autre part pour tout x de [0,1] :

fG)+ (gt + () = (f() +g(0) +h(x) = f(x) + g(x) +h(x) doU : f+(g+h)=(f+g)+h=

f + g+ h etlaloi est associative

Pour toute fonction f de E

—f est aussi un élément de E car:

Comme f est un élément de E on a f(1) = 2f(0) d'oU —f(1) = —2f(0)
f) + (=f(x) = fF(x) — f(x) = f, pour tout x € [0,1].

Donc f — f = f,, C'est a dire : —f est 'opposée de f

Remarque : pour tout réel A, pour tout élément f de E, Af est aussi un élément de E car : Af(1) =

AF (D) = 22£(0).

En utilisant la remarque précédente pour tous réels A et u, et pour tout f de E, (A + p)f appartient
A E etpourtoutx € [0,1], A+ ) - f(x) =Af(x) + puf(x) d'ou: A+ Wf =Af + puf.

Pour tous éléments f et g de E, pour tout réel A :

A(f + g) est aussi un élément de E (d'apres les deux remarques précédentes).
Et pour tout x € [0,1],A(f + g)(x) = Af (x) + Ag(x).

DoU:A(f+g)=Af +1g

Pour tous réels A et u, pour tout élément f de E, d'apres la derniére remarque A.(w. f) est aussi
élément de E et pour tout x € [0,1], A(uf)(x) = (Au) f(x).

Et A(uf) = A f
Pour tout élément f de E et pour tout x de [0,1]; 1f(x) = f(x), donc 1f = f.
D'ou finalement (E, +, -) est un espace vectoriel.

F n'est pas un espace vectoriel car le seul élément neutre possible pour I'addition des fonctions

est f, et bien sOr f, n‘appartient pas a F.
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Les ensembles suivants sont-ils des sous espaces vectoriels de R* 2
F={(xyzt) ER,z=0};G={(x,y,2t) € Ry <0}
H={(7vzt) ERy=z+t};1={(xy,z2t) € R} xy = 0};

J={(x,y,zt) ERYy € Q} ;K ={(x,y,2,t) € R z = x?}

Correction

o F={(x,y,zt) ER*z=0}
F+@ car(0,0,0,0) €F.

Soient X; = (xq,y1,21,t1) et X, = (x3,¥5,25,t,) deux éléments de F et 1 et u sont deux réels
quelconques : AX; + pXy = A0xy, y1, 21, t1) + (X2, Y2, 22, t2) = (Axy + puxy, Ayy + pys, 421 + pzy, Aty + pty)
et (Az; + uz,) =0 car X; et X, appartiennent a F (c'est-O-dire z;, =0 et z, =0 ). AX; + uX,

appartient donc d Fet F est un sous-espace vectoriel de R*.

e G={(xyzt)eRY;y<0}
Pour tout X = (x,y,z,t) élément de G on a alors y <0 mais —X = (—x,—y,—z,—t) n'est pas un

élément de G vu que siy # 0,—y < 0. G n'est donc pas un sous-espace vectoriel de R*.

e H={(x,y,z,t) ERY;y =z+t}
H={(y,zt) ERYy—z—t=0}

H + ¢ car (0,0,0) € A.

Soient X; = (x1,y1,21,t1) €t X, = (x3,¥5,25,t,) deux éléments de H et 2 et u sont deux réels
quelconques @ AX; + uX, = (Axg + uxy, Ayy + uy,, Az + uz,, Aty + uty,). Or puisque X; et X,
appartiennent d H, y; = z; + t; et y, = z, + t,, donc Ay, = A(z, + t;) et uy, = u(z, + t,), d'ou Ay, +
wy, = (Azy + Aty) + (uz, + pty) = (Azy + uz,) + (At + ut,) et AX; + uX, appartient donc a H. H est

donc bien un sous-espace vectoriel de R*.

e I={(xy,zt) € RYxy =0}
X=1(1,1,0,1) estunélémentdel ety =(0,1,1,1) est aussiun élémentdeI. MaisX +Y =(1,2,1,2)

n'est pas un élément de I.
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o J={(xy,zt) ERY;y€eQ}
J n'est pas un sous-espace vectoriel de R* car: X = (1,1,1,1) est un élément de J mais 1X n'est

pas un élément de J si 1 est unirrationnel J n'est donc pas un sous-espace vectoriel de R*.

® Kz{(x:Y:Z:t)€R4;Z=x2}
X=(1,111) estunélémentde K etY = (2,1,4,4) est aussiun élémentde K maisX +Y = (3,2,5,5)

n'est pas un élément de K vu que 3% =9 # 5. K n'est pas un sous-espace vectoriel de R*.

Les vecteurs suivants engendrent-ils R3 :
1) (2,—-1,4),(3,1,2) et (0,2,—-1).
2) (4,—1,0),(1,1,1) et (-7,3,1).

3) (1,1,2),(-=3,2,1),(0,5,7) et (0,1,-1).

Correction

Pour gu'un systéme engendre R3 il faut que son rang soit égal d trois ou qu'il contienne frois

vecteurs libres de R3.

1) Le systeme {(2,-1,4),(3,1,2) et (0,2,—1)} libre si et seulement si le déterminant D de ses trois

vecteurs est non nul (propriété du cours admise).

2 3 0
=-1 1 2[=2%Xx1x(-1)4+3%x2%x44+0x(-1)x2—-[0x1x4+3x(-1)x(-1)+2x2x2]
4 2 -1

D=-2+424-3-8=11% 0. Les trois vecteurs engendrent bien R3.

2) De méme on calcule le déterminant de ces trois vecteurs :

4 1 =7
D=1-1 1 3|=4%x1x14+1x3X0+(-7)X(-D)Xx1—-[(-7)%x1x0+1x(-1)x1+4x3x1]
0 1 1

D=4+7+1-12=0.Les trois vecteurs n'engendrent pas R3.

3) (1,1,2),(-3,2,1),(0,5,7) et (0,1,-1).
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Comme les quatre vecteurs appartiennent & R3. Ici on procéde de méme, on cherche si parmi
ces quatre vecteurs, trois sont indépendants en calculant leur déterminant. Par exemple, si on

prend (1,1,2),(-3,2,1) et (0,1,—-1) :

1 -3 0
D=1 2 1|=1x2x(1D)+(-3)x1%x240x1x1—-[0x2%x2+(-3)x1x(-1)+1x1x1]
2 1 -1

D=-2-6-3—-1=-12# 0. Le systeme {(1,1,2),(-3,2,1), (0,1, —1)} est libre et les quatre vecteurs
(1,1,2),(-3,2,1),(0,5, 7) et (0,1,—1) forment un systéme de rang 3.

Les quatre vecteurs (1,1,2),(-3,2,1),(0,5,7) et (0,1,—1) engendrent R3.

Montrer que dans ces différents cas X;, X, et X; sont dépendants et trouver une relation entre
X1, X, et X5.

]) X1 == (1,_1,0), X2 = (2,4’,2) eT X3 = (2,7,3)
2) X; =(2,3,-1), X, =(0,—-1,3) et X3 = (—3,—4,0)

3) X, =(8,21), X,=(-135)etX;=(10,22,32)

Correction
]) Xl = (1,_1,0),X2 = (2;4’:2) et X3 = (2,7,3)
Supposons donc qu'il existe trois réels A, A, et A5 tels que 1 A X; +A,X, + A43X3 =0
Soit A, (1,—1,0) + 1,(2,4,2) + 23(2,7,3) = (0,0,0).
Al+212+213=0
On obtient alors {—/11 + 41, + 713 = 0, et en utilisant la méthode de Gauss :
2}.2 + 313 = 0
2,1+22,2+22,3=0 11213
212 + 3}.3 = 0 2= 2 3

Les vecteurs sont donc dépendants. On peut par exemple poser A; = 2,1, = =3 et A3 =2, on
obtient : 2X; —3X, + 2X5; = 0.

2) X, =(23,-1),X, =(0,-1,3) et X3 = (-3,-4,0)
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Supposons qu'il existe 3 réels A4, A, et A3 tels que : A X; + A,X, + 23X =0

Soit A,(2,3,—1) + 2,(0,—1,3) + A3(—3,—4,0) = (0,0,0)

. 2/11_3/13=0 132211
D,OU 32.1 _/12 - 4‘/13 =0 eT
Az = Al

1
_Al+3AZ=O 5

Les vecteurs sont donc dépendants. On peut par exemple poser A, =3,A, =1 et A3 =2, on

obtient : 3X; + X, + 2X; = 0.
3) X; = (8,2,1), X, = (=1,3,5) et X; = (10,22,32)
Par la méme méthode on obtient 2X, + 6X, = X3

Les vecteurs sont dépendants.

Déterminer si les familles suivantes sont libres ou liées et donner leur rang
1) {(2,1),(=3,2),(4,3),(1,1)}

2) {(4.1),(2,3)}

3) {(3,-1,2),(4,1,1),(0,—-2,1)}

4) {(0,3,2,-1),(3,-2,1,1),(1,1,1,1), (4,—3,1,—-2)}.

Correction

] ) {(211)1 (_?’Jz)i (4,3), (1,1)}
Cette famille est forcément liée et car cette famille est composée de plus de deux vecteurs de

R2. D'autre part son rang est au plus 2 puisque ce sont des vecteurs de R2.

Le rang est 2 car le déterminant du systeme {(2,1), (—3,2)} est ﬁ _23| =44+3=7 #0.

2) {(4,1),(2,3)}

Cette famille est libre de rang 2 puisque le déterminant est égal & ‘11 §| =12-2=10 #0.
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3) {(3,-1,2),(4,1,1),(0,—2,1)}. C'est une famille de trois vecteurs de R® qui sera donc libre si et

seulement si le déterminant de ces trois vecteurs est non nul.

3 4 0
D=]-1 1 -2[=3Xx1x1+4x(-2)x2-[4X(-1)x1+3x(-2)x1]=3-16—-(—4—-6)=-3
2 1 1
0

Donc cette famille est libre et son rang = 3.
4) {(0,3,2,—-1),(3,-2,1,1),(1,1,1,1), (4,—-3,1,-2)}

Dans R* nous n'avons pas le déterminant & notre disposition, il faut donc revenir & la définition.

Supposons donc qu'il existe quatre réels A;,2,, A5 et A, tels que :
}\1X1 + )\2X2 + )\3X3 + )\4X4 = O

Soit 2,(0,3,2,—1) +2,(3,—-2,1,1) + A3(1,1,1,1) + A,(4,-3,1,—2) = (0,0,0,0). Cela se fraduit par le
systéme suivant :
3)\2+)\3+4}\4 = 0
3)\1 _2)\2 +)\3 _3)\4 = 0

2}\1+}\2+)\3+}\4=0
_}\1+}\2+)\3_2)\4=0

En changeant I'ordre des équations :

_}\1+)\2+)\3_2)\4=0 _}\1+)\2+)\3_2)\4=0 _)\1+}\2+)\3_2}\4=0
2A1+A2+)\3+A4=0 3A2+3}\3_3A4=0 _9}l3_30}l4=0

3A2+A3+4A4=0 3A2+A3+4A4:O 11)\3_31}l4:0
_}\1+)\2+)\3_2)\4=0 }\1=0

)\2+4‘)\3_9A4=0 . 7\2=0 S O

Z oA, — 304, = 0 . La solution est donc X =0 d'ou quatre vecteurs sont lineéairement

67}\4=0 }L4:O

indépendants et le rang est de 4.
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Déterminer le rang des systémes suivants :
1) {(0,1),(1,-2),(4.3)}

2) {(3,1,2),(4,2,0), (1,3,—2)}

3) {(0,1,0,2), (1,1,—1,0), (2,0,1,1)}

4) {(1,-1,0),(2,0,1), (2,6,4)}

Correction
| ) {(0,1), (1; —2), (4';3)}
Ce systéme est de rang < 2 car les vecteurs qui le composent sont des vecteurs de R2.

Le rang est 2 car les deux premiers vecteurs (0,1) et (1,—-2) sont linéairement indépendants (non

proportionnels).

2) On calcule le rang du systeme {(3,1,2),(4,2,0) et (1,3,—2)} & l'aide du déterminant D des

vecteurs :
3 4 1

D=1 2 3[=3%x2x(-2)4+4x3%X2+1x1Xx0—-[1x2%x2+4%x2x(—2)+3x%x3x0]
2 0 =2

D=12+4=16+0donclerangest 3.
3) {(Olllolz)l (1)11 _1I0)I (2101111)}
Supposons donc qu'il existe trois réels A, A, et A5 tels que : A X; +A,X, + A3X3 =0

Soit ,(0,1,0,2) + A,(1,1,—1,0) + A5(2,0,1,1) = (0,0,0,0)

}\2+2}\3=O }\3=_1/2)\2
. N . . )\1+}LZ=O )\1:_}\2 N .
Soit le systéeme suivant : . ou _ , ce systeme admet une seule solution
_)\2+}\3—O )\3—)\2
2)\1+)\3=0 _2)\2+)\2=0

(0,0,0,0) et les trois vecteurs sont linéairement indépendants, le systéeme est donc de rang 3.

1 2 2
4) Oncalcule D =|-1 0 6| = 0donc lestrois vecteurs sont linéairement dépendants et la
0 1 4

rang < 3 puisque |_11 (2)| + 2 # 0, lerang est 2.
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L'ensemble S = {(2,1,1),(0,3,5), (2,4,6), (1,6,6)} forme-t-il une base de R3 2 Exfraire une base de R3

2 Combien de bases de R3 peut-on extraire de S 2

Correction

Ce systéme est forcément lié car il contient quatre vecteurs de R3. Ce n'est pas une base de R3.

On cherche si S contient trois vecteurs indépendants en utilisant leur déterminant.
Sion prend (2,1,1),(0,3,5) et (2,4,6) :

2 0 2
1 3 4
1 5 6

40 = 0. Ces trois vecteurs sont liés.

D= =2X3X6+0X4X14+2X1X5—-[2X3X1+0X1Xx6+2X4%x5]=36+10—6—

Sion prend (2,1,1),(0,3,5),(1,6,6) :

2 01
1 3 6
1 5 6

60 = 0. Ces trois vecteurs sont libres et forment une base de R3.

D= =2X3X6+0X6X14+1X1X5—[1X3X1+0Xx1X6+2X6X%X5]=36+5—3—

Pour répondre a la question suivante, il faut examiner tous les autres systémes de trois vecteurs

de S.
Sion prend {(2,1,1),(2,4,6),(1,6,6)} :

2 21
1 4 6
1 6 6

6—(4+12+72) =66 —88=-22 = 0 et ce systeme forme une base de R3.

D= =2X4X6+2X6X1+1X1IX6—[1X4Xx1+2X1X6+2%X6%x6], D=48+12+

Si on prend {(0,3,5), (2,4,6),(1,6,6)} :

0 2 1
3 4 6
5 6 6

(20 + 36). D = 22 # 0. Ce systeme forme une base de R3.

D= =0X4X6+2X6X54+1X3Xx6—[1X4X5+2%Xx3%xXx6+0x6x%x6]=60+18—
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On considére des ensembles E = {(x,y) € R%;y = 2x} et F = {(x,x) € R?}. Montrer que E et F sont

des sous-espaces vectoriels de R? et déterminer ENF.

Correction
(0,0) est un élément de E donc E # 0.

Soit X; = (x1,y1) et X, = (x3,y,) deux éléments de E et a,B deux réels quelconques. aX + BY =
a(xy,y1) + B(x2,v,) = (ax; + Bx,, ay, + By,). Puisque X; et X, appartiennent d E, y; = 2x; et y, =
2x, et donc ay, + By, = a(2xy) + B(2x;,) = 2(ax, + Bx,). Donc aX + BY est aussi un élément de E

et E est un sous espace vectoriel de R?

(0,0) est un élément de F donc F # @

Soit X; = (xq,x1) et X, = (x3,x,) deux éléments de F et «, B deux réels quelconques.
aX + BY = a(xq,x1) + B(xg,x5) = (ax; + Bxy, axy + Bxy).

Donc aX + BY est aussi un élément de F et F est un sous espace vectoriel de R?
ENF={(x,y) ER% (x,y) EE et (x,y) € F} = {(x,y) € R?;y = 2x ety = x}
EnNF={(x,y) ER,x=2x=y}={(x,y) ER%;x =0ety =0}

EnF ={(0,0)}.

On considere les ensembles suivants :

E={(x,y,2) ER3x=y=12};F ={(x,y,2z) ER3/x — 2y + z = 0} et
G={(a—b,a+b,2a—3b);a € Retb € R}

1) Montrer que E, F et G sont des sous espaces vectoriels de R3.

2) Déterminer les sous espaces vectoriels ENF,ENG et FNG.
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Correction
1) (0,0,0) est un élément de E donc E # @

Soit X; = (x1,y1,21) et X, = (x3,¥,,2,) deux €éléments de E et a, B deuxréels quelconques. aX + BY =
a(xy,v1,21) + B(x3,v5,2,) = (ax; + Bx,, ay; + By,, az, + fz,). Puisque X; et X, appartiennent & E :
X, =y, =2z, et x, =y, =2z,, donc ax; + Bx, = ay; + By, = az; + Bz, et aX + BY appartient A E. E

est bien un sous espace vectoriel de R3.
(0,0,0) est un élément de F donc F = ¢

Soit X; = (x4, v1,21) et X, = (x3,y,,2,) deux éléments de E et a, B deuxréels quelconques. aX + Y =
a(xy,v1,21) + B(Xa, V2, 25) = (axy + Bxy, ay, + By, azy + Bz,). Puisque X, et X, appartiennent & F :
X, —2y;1+2z,=0 et x,—2y,+2,=0, donc a(x; —2y;+2,)=0 et B(x,—2y,+2,) =0, dou
a(x, — 2y, + z1) + B(xy — 2y, + z,) = 0, soit ax; + Bx, — 2(ay, + By,) + (az; + Bz;) = 0. Donc aX + Y

appartient d F et F est un sous espace vectoriel de R3.

G={(a—b,a+b,2a—3b);aeR et b € R={(a(1,1,2) + b(—1,1,-3);a € R et b e R}. Donc G est
l'ensemble des combinaisons linéaires de (1,1,2) et (—1,1,-3). C'est donc un sous-espace

vectoriel de R3.
2)ENF ={(x,y,z) ER3(x,y,z) €E et (xy,z) € F}.

On remarque ici que fout élément de E est aussi élément de F (eneffetsix=y =z, x—-2y+z=

x—2x+x=0)doncE estinclusdans FetENF =E.

ENG={(x,v,2) €ER3(x,y,2) EE et (x,y,2) € G}
ENG={y2z)eER}x=y=zet(x,y,z) =(a—b,a+b,2a—3b)}.
Donca—-b=a+b=2a—-3beta=b=0.D'oUENG ={(0,0,0)}.

FNnG={(xy2) €R3(x,y,z) EF et (x,y,2) € G}

FNG={(x,y,z) ER}x—2y+z=0et(x,y,z) = (a—b,a+b,2a —3b)}.

Donc (a—b) —2(a+b) + (2a—3b) =0, soita=6b et (x,y,z) = (5b,7b,9b) = b(5,7,9).
Et FNG ={(x,y,2) € R% (x,y,2z) = (5b,7b,9b) = —b(5,7,9),b € R}

Donc F N G est le sous-espace vectoriel engendré par (5,7,9).
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Donner une base et la dimension du sous espace vectoriel de R* défini par :
{(x,y,z,t) ERY;x —y +z+t = 0}
En déduire le rang du systeme suivant :

{(0;1;2; _1)1 (1IOI _le)l (3:2;0; _1)1 (1;1; _111)}'

Correction
Posons E = {(x,y,z,t) ER*;x —y+ z+t = 0}

X=(xyzt)€E sietseulementsiX =(x,x+z+¢tz2t)=x(110,0)+ 2(0,1,1,0) + t(0,1,0,1). Donc E
est engendré par {(1,1,0,0), (0,1,1,0), (0,1,0,1)}. Ce systeme sera une base de E s'il est libre. Soient
M, Ay, Ag, frois réels tels que 44(1,1,0,0) + 2,(0,1,1,0) + A5(0,1,0,1) = (0,0,0,0).

/’{1 == 0
Alors 4% T ;112 -l__%f =0 , soit 1, = 1, = A3 = 0 et les vecteurs sont indépendants ; ils forment bien
, =
2,3 = 0

une base de E et E est de dimension 3.
Notons S = {(0,1,2,-1),(1,0,-2,1),(3,2,0,—1), (1,1, —1,1)}.

On remargue que tous les vecteurs de S appartiennent d E, le rang de ce systéme est donc
inférieur ou égal a 3. S sera de rang 3 s'il contient trois vecteurs indépendants. Prenons les trois

premiers et cherchons s'ils sont indépendants :

Soient A4, A, et A5 trois réels tels que A,(0,1,2,—1) + 1,(1,0,—2,1) + 25(3,2,0,—1) = (0,0,0,0).

Az+3l3=0 Az+3ﬂ.3:0
Alors, Ay + 245 =_O oultt 2_/13 =0 it A3 =, = 2, = 0 et les vecteurs sont indépendants.
211_212—0 AI_AZ

_Al+lz_l3=0 _A3=0

Le systeme est bien de rang 3.
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Donner une base et la dimension du sous espace vectoriel de R* défini par : {(x,y,z,t) € R*;x +

y—z=0etx—y+ 2t =0}

Correction
Posons F = {(x,y,z,t) ERY;x +y—z=0etx —y+ 2t = 0}. (x,y,zt) € F si et seulement si

1 1 1 . 1
(x,y,2,t) = (x, v, x+7y, 5(y—x)> = (x, 0, x, —Ex) + (0, Y, v, Ey), soit (x,y,z,t) = x(l,O, 1, —5) +
y (0, 1,1, %){(1 0,1, —%) , (0, 1,1, %)} est donc un systéme générateur de F. Les deux vecteurs

(1, 0,1, —%) et (O, 1,1, %) étant linéairement indépendants, ils forment une base de F et dimF = 2.

Soient trois vecteurs linéairement indépendants e;, e, et e; d'un espace vectoriel V. Que peut-on

dire de dimV 2

Correction

dimV est supérieure ou égale a 3.

Donner une base et la dimension du sous espace vectoriel de R3 défini par : {(A — u, A + u, 24 —
W; A€ERetu€eR}).

Correction
Posons G = {(A —u, A+ u, 21 —u); A€ Retu e R}.

(x,v,z) € G si et seulement si (x,y,2) = (4L, A,20) + (—u, 1, —p) = 21(1,1,2) + u(—1,1,—-1). Les deux
vecteurs (1,1,2),(—1,1,—1) engendrent donc G. Ces deux vecteurs sont indépendants (car non

proportionnels) ils forment une base de G et dimG = 2.
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1) Montrer que I'ensemble E = {(x,y,z) € R3;x — 2y + z = 0} est un sous espace vectoriel de R3.

2) Soit F le sous espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs (1,1,1) et (3,1, —1). Vérifier que
FCE.AtOnE=F?¢

Correction

1) (x,v,2) € E si et seulement si (x,y,z) = (x,y,2y —x) = x(1,0,—1) + y(0,1,2). E est donc lI'ensemble
des combinaisons linéaires des deux vecteurs (1,0,—1) et (0,1,2), c'est donc un sous-espace
vectoriel de R3. On peut rajouter que les vecteurs (1,0,—1) et (0,1,2) engendrent E. Ces deux

vecteurs sont indépendants (car non proportionnels) ils forment une base de E et dimE = 2.

2) 1,11) €E (eneffet1—-2 x1+1=0) et (3,1,-1)€E (eneffet3—-2 x1—-1=0). E étant un
sous-espace vectoriel, s'il contient (1,0, —1) et (0,1,2), il contient toutes les combinaisons linéaires
de ces deux vecteurs et F € E. D'autre part F est engendré par deux vecteurs indépendants (car
non proportionnels), ces vecteurs forment donc une base de F et dimF = 2. En récapitulant on

F € E et dimE = dimF, donc E =F.

Montrer que I'ensemble E = {(x,y,z) € R%;2x —y + 2z = 0} est un sous espace vectoriel de R3.

Déterminer une base et la dimension de E.

2) Soit F le sous espace vectoriel de R® engendré par les vecteurs u = (1,2,0) et v =(2,1,1),

déterminerque ENF.

Correction

1) (x,v,2) € E si et seulement si (x,y,z) = (x, 2x + 2z,z) = x(1,2,0) + z(0,2,1). E est donc I'ensemble
des combinaisons linéaires des deux vecteurs (1,2,0) et (0,2,1), c'est donc un sous-espace
vectoriel de R3. Les vecteurs (1,2,0) et (0,2,1) engendrent E. Ces deux vecteurs sont indépendants

(car non proportionnels) ils forment une base de E et dimE = 2.
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2l (w=(xy,z)EE)o 2x—y+2z=0)
w=Wyz)eF)e AALueRw=Au+ uv)
w=Wyz)eENnF)e{weEetweF}

2x—y+2z=0

B x=A4+2u
Donc (w=(x,y,z2) EENF) & y=214pu
z=p

Soit 2+ 2u) — A+ 2w +u=0etu=0.D'oU (x,v,2) = 1(1,2,0) = u.
Réciproguement, on vérifie que siw = Aualorsw € ENF.
Donc ENF = (u).

Remarque : Ici d'apres 1) on a évidemment u € ENF et puisque ENF est un sous-espace
vectoriel (u) c ENF et dimE N F > 1. Puisque dimE = dimF = 2 (u et v étant non proportionnels, ils
forment une base de F), dimENF <2 (eneffet ENF cEetENF c F). D'autfre part sidimENF =
2,ENF=E=F.OrvgENnFetENnF+F.DoncdimENF=1etENF = (u).

Démontrer que dans I'espace vectoriel R3, les vecteurs u = (2,3,—1) et v = (1,—1,—2) d'une part,
et les vecteurs u' = (3,7,0) et v' =(5,0,—7) d'autre part, engendrent le méme sous-espace

vectoriel.

Correction

Remarquons que {u, v} et {u’, v’} sont deux systemes de rang 2 (les vecteurs u et v d'une part, u’'
et v’ d'autre part sont non proportionnels). Donc E = (u,v) et F = (u/,v") sont de dimension 2 et
pour montrer que E = F il suffit de montrer que F c E. Or si on montre que u' et v' appartiennent
d E, E étant un sous espace vectoriel, il contiendra alors toutes les combinaisons linéaires de u’

et v/, c'est a dire F. Il suffit donc de montrer que v’ et v’ appartiennent A E.
(w' €E) e (Aa,B ER;u = au+ Bv).

La derniere expression se traduit par :

7=3a—-psoit{ 7=3a—pB ,a=2etp=—-1conviennent, etu’ € E.

3=2a+p 10 = 5«
{0=—a—23 {0=—a—2[?
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De méme :
(v EeEE)e Aa,LER;V =au+ Bv).
La derniére expression se traduit par :

0=3a—-p soity 0=3a—p ,a=1etp =3conviennent, etv’' € E.D’'ou le résultat.

5=2a+p 5=5a
{—7=—a—23 {—7=—0{—2B

Montrer que les ensembles suivants sont des sous espaces vectoriels de R* dont on déterminera

la dimension et une base :
A={A+u, 24,1 —2u,u); A € R,u € R}

B={(xyzt)€ R4;x—zzy_t}

Correction

XeAsietseulementsiX=((A+u,2,1—-2u 1) =2(1,2,1,0) + u(1,0,—2,1). A est donc l'ensemble
des combinaisons linéaires de u = (1,2,1,0) et v = (1,0,—2,1) et d'aprés le cours A = (u, v) est un
sous-espace vectoriel de R*. Puisque u et v sont indépendants (non proportionnels) ils forment

une base de A (ils sont évidemment générateurs) et dimA = 2.
X=(xyzt)€eBsietseulementsiX=(y+z—-ty,zt).

Soit X = y(1,1,0,0) + z(1,0,1,0) + t(—1,0,0,1). B est donc I'ensemble des combinaisons linéaires de
u' =(1,1,0,0), v' = (1,0,1,0) et w' = (—1,0,0,1) et d'aprés le cours B = (u',v’, w') est un sous-espace

vectoriel de R*. Montrons que ces trois vecteurs sont indépendants :

Al+}'2 - }.3 = O
Soit 44,2, et A5 trois réels tels que A,u’ + 1,v" + A;w’ = 0. Cela se traduit par : ;111 i 8 d'ou
, =
/13 = 0

nécessairement A, = A, = 1; = 0. Les vecteurs sont bien indépendants et forment une base de B

(ils sont évidemment générateurs) et dimB = 3.
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Soit §; = {u; = (a,1,1),u, = (—1,—a,—1),u; = (1,1,a)}
ets, ={v, =(a,1,1),v, =(-1,—a,—-1),v; = (—1,-1,a)}

Déterminer suivant les valeurs de a le rang de S; ainsi que celui de S,.

Correction

Calculons le déterminant D, des trois vecteurs de S; :

a —1 1
Di=|1 —a 1|=-a*+3a-2=(a—-1)?(—a—2).Sia #1eta+-2 D;#0 etles vecteurs sont
1 -1 a

indépendants, le rang de §; est alors 3.

Sia=1,D; =0 et rang(5;) < 2. Or S; ={(1,1,1),(—1,—-1,-1),(1,1,1)}. Les trois vecteurs de S; sont

proportionnels et non nuls, donc rang(s;) = 1.

Sia=-2,D; =0etrang(s;) <2.0rS; ={(-2,1,1),(—1,2,-1),(1,1,—2)}. Les deux premiers vecteurs

de S; sont indépendants car non proportionnels, le rang de §; est donc 2.

Calculons le déterminant D, des trois vecteurs de S, :

a -1 -1
D,=|1 —a —-1|=-a®—-a+2=(a-1)(—a?—-a-2). Remarquons que le discriminant de —a? —
1 -1 a

a — 2 est négatif et donc que —a? — a — 2 ne s'‘annule pas.
Doncsia # 1,D, # 0 et les vecteurs sont indépendants, le rang de S, est donc 3.

Sia=1,D, =0 et rang(s,) <2.0r S, ={(1,1,1),(-1,-1,-1),(—1,-1,1)}. Les deux derniers vecteurs

de S, sont indépendants car non proportionnels, donc rang(s,) = 2.
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Soit v; = (4,0,-2),v, = (-8,1,5) et v; = (2,0,0). Ces vecteurs sont-ils indépendants 2

On considére le sous espace vectoriel V engendré par v, et v,. Quelle est sa dimension 2 Donner
une base de V. v; appartient-il a V 2 v, = (—4,2,4) appartient-il & V 2 A quelle condition sur a, b et

c un vecteur w = (a, b, c) appartient-il d V 2

Correction

On calcule le déterminant du systéme suivant : {(4,0,—2), (—8,1,5), (2,0,0)}.

4 -8 2
0 1 0|=4 #0.Ces vecteurs sont linéairement indépendants.
-2 5 0

v, et v, sont linéairement indépendants (non proportionnels), ils forment donc une base de V et

dimV = 2.

Si v; était un vecteur de V il serait une combinaison linéaire de v, et v, et les trois vecteurs v,, v,

et v; seraient dépendants. C'est impossible d'aprées le résultat précédent. Donc v; ¢ V.

Remarque importante : On va montrer un résultat utile pour les exercices et que vous pourrez

utiliser par la suite sans le démontrer :
Siv, et v, sontindépendants :
(w € (vy,15)) © ({vy, vy, w}estlié).

Remarque : Si on oublie I'nypothése "v; et v, sont indépendants”, le résultat est faux !l (c.f.

exercice 23).

Siw € (vy,1,), on a évidemment {v,,v,, w} li&, puisque w = av; + bv,.(av,; + bv, —w = 0 et tous les
coefficients ne sont pas nuls puisque l'un vaut —1).
Réciproque : si {v,,v,,w} est lié, 1,v; + A,v, + Azw = 0 et les coefficients ne sont pas tous nuls. Si

13 * 0, w = _%Ul _%Uz eT w € <171,172). CQFD

D'apres le résultat précédent : (v, € V) & (D = dét(vq,v,,v,) = 0).

4 -8 —4
OrD=|0 1 2|=164+32—-(8+40)=0.Doncuv,€V.
-2 5 4
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De méme : (w = (a,b,c) € V) & (D, = dét(v,,v,,w) = 0).

4 -8 a
OrD,=[0 1 b|=4c+16b—(—2a+20b)=2a—4b + 4c.
-2 5 c

Donc:(w=(a,b,c)eV)s (a—2b+2c=0)

1) Soit v; = (—=1,1,0),v, = (1,0,2) et F, le sous-espace vectoriel engendré par v, et v,.
a) A quelle condition sur x, y et z,v = (x,y,z) appartient-l G F 2

b) Soit v; = (1,1,-1), v, = (1,1,2) et vs = (0,1,2). Déterminer les rangs des systemes suivants

w1, v2, 03} (e, v2, v (e, v2, vs ) €1 {vg, v, v3, 143

2)* On se place dans un espace vectoriel de dimension n = 2. Dire si la proposition suivante est

vraie :
(S ={ey, ez e3}1i€) = (e3 €< ey, e; >)

Sila réponse est affiimative, la prouver. Sila réponse est négative, donner un contre-exemple.

Correction

1) a) En utilisant la remarque de l'exercice précédent, puisque v, et v, sont indépendants :

-1 1 x
V = (x,y,z) appartient  F si et seulementsi| 1 0 y|=0.
0 2 z
-1 1 x
Or{1 0 y|=2x+2y—2z Laconditiondemandée estdonc:2x+2y—z=0
0 2 z
-1 1 1
b) {vy,v,,v3} : le déterminant de ce systeme est|1 0 1|=2+2+4+1=5 # 0le rang de ce
0 2 -1
systeme est donc trois.
-1 1 1
{vy,v5,v4} : le déterminant de ce systeme est |1 0 1|=2+2-2=2 # 0. Ces trois vecteurs
0 2 2

forment donc un systeme de rang 3.
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-1 1 0
{vy,v,,v5} le déterminant de ce systemeestf 1 0 1| =2 — 2 =0, les frois vecteurs sont donc liés.
0 2 2

Mais les vecteurs v,, v, sont indépendants (non proportionnels), le rang de ce systeme est donc
2.

{v,v,,v3,v4} : les vecteurs de ce systéme sont des vecteurs de R3, donc le rang de ce systéme
est inférieur ou égal a 3. Le rang du systeme {v,, v, v;} est 3. Ces quatre vecteurs forment donc

un systeme de rang 3.
2) A-t-on (S = {eg, e,,e3}1li€) = e;3 € (e1,e,))

Contre-exemple : si on choisit e; = (1,1,1),e, = (2,2,2) et e; = (1,0,0), ce systeme est lié et pourtant

e; N'‘appartient pas a (e, e;) = (eq).

L'affirmation est donc fausse. Néanmoins elle est vraie si on rajoute I'hypothése " e, et e, sont

indépendants".
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