Optimisation et convexité

Ce cours vous est proposé par Odile Brandiere, Université de Paris Sud 11, UFR Jean Monnet et

AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.

Exercices corrigés

Exercice 1

I Consigne

Soit f(x,y,2z) = x* + 2y3 + 522 + 4x — 6y — 10z + 3
1. Montrer que f est convexe sur sur un ensemble que I'on précisera.

2. Déterminer alors les extrema de f.

Correction

1) D'aprés I'exemple 3-b) du paragraphe 1.3.2 du cours, (x,y,z) - x* + 2y3 + 5z2 est convexe |

0;400[X] 0;+0o0[X]0;+oo].

D'autre part (x,y,z) » —4x— 6y — 10z + 3 est convexe (et concave) sur IR? car affine, donc

d'apres le cours f est bien convexe sur € =] 0; +00[X] 0; +00[X] 0; +oo].

2) Recherche des points stationnaires de f. f est différentiable de IR3.

¥ —ax3—4=0
0x

(x,v,2z) est un point stationnaire de fsi et seulement si Z_f, =6y2-6=0.

9 —10z-10
0z

D'oU les points stationnaires de f: A = (1,1,1) et B = (1,—-1,1).
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Or A € C et puisque f est convexe sur CA correspond a un minimum local de f.

Pour B, étudions A = f(x,y,z) — f(1,—1,1) au voisinage de (1,—1,1) et posonsx=1+h, y=—-1+k et
z=1+t. (hkT) est donc voisin de (0,0,0) et

A=A+h*+2(-1+k)32+50+6)?-41+h)—6(-1+k)—10(1+t) +3—(-1)
A = 6h? — 6k? + 5t2 + (4h3 + h* + 2k3)

Pour (hkt) voisin de (0,0,0), la parenthése est négligeable devant les termes de degré 2. Ainsi A ~
6h? — 6k? + 5t2, expression qui change signe sur tout voisinage de (0,0,0) (en effet si k= 0,

I'expression est positive et sih =t = 0, I'expression est négative).

B est donc un point col.

Soit f(x,y,2z) = —%—2x+ 10y — 2.

1. Montrer que f est concave sur un ensemble que I'on précisera.

2. Déterminer alors les extrema de f.

Correction
1. D'apres l'exemple 4-c) du paragraphe 1.3.2 du cours, (x,y)_,% est convexe sur |

0;400[Xx] 0;+oo[, son opposée est donc concave et puisque (xy) » —2x + 10y — 2 est concave

(et convexe) sur IR? car affine. f est concave sur € =] 0;+o0[X] 0; +oo[.

2. Recherche des points stationnaires de f. f est différentiable sur ] 0; +o[x [0; +oo[ (x,y) est un

a_f__\/ys_z_o of _ vy? _
. . . . . ax  2Jx3 - 9%  2vx® .
point stationnaire de f si et seulement si . En faisant le
o S 10=0 o _2d¥ _ 19
dy 2k - dy 2 +x

guotient des deux égalités, y = x, et la premiére équation donne par exemple y = 4.
Le seul point stationnaire de f est donc (4,4).

Or (4,4) € C et fest concave sur C, (4,4) correspond donc a un maximum de f sur C.
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Soit f(x,y) = 12,/yVx — 4x + 5y + 3, sous la contrainte (C) : 2x% + y? = 18.
1. Etudier la convexité de f.
2. Montrer que (1,4) est un point stationnaire du Lagrangien.

3. Conclure.

Correction

1. D'apres le cours (xy) — 12\/§§/§ est concave sur db{C} =] 0; +o[X] 0;+[, (x,y) » —4x+5y +
3 est aussi concave (et convexe) puisqu'elle est affine. f est donc concave sur C. f est

différentiable sur C.

2.Le LagrangienL: (xy,A) - 12,/yVx — 4x + 5y + 3 + A(2x? + y? — 18) est différentiable sur C. Et (x,y)

est un point stationnaire de L, s'il existe A € IR tel que

oL \Jy
£—4§/X_2—4+4)\x—0
oL

—=6—+5+2ly=0
dy \/§
2x%+y? =18
Or les 3 équations sont bien vérifiées pour x= 1, y = 2. et

A= —1.(1,4) est bien un point stationnaire de L associé A= —1
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Comment citer ce cours ?

Mathématiques 2, Odile Brandiére, AUNEGe ( ), CC-BYNC ND
( ).
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Cette ceuvre est mise a disposition dans le respect de la Iégislation francaise protégeant le droit

d'auteur, selon les termes du contrat de licence Creative Commons Attribution - Pas d'Utilisation
Commerciale - Pas de Modification 4.0 International (

). En cas de conflit entre la Iégislation francaise et les termes de ce contrat de licence,
la clause non conforme a la législation francaise est réputée non écrite. Sila clause constitue un
élément déterminant de I'engagement des parties ou de I'une d'elles, sa nullité emporte celle

du confrat de licence tout entier.
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