Suites récurrentes

Ce cours vous est proposé par Odile Brandiere, Université de Paris Sud 11, UFR Jean Monnet et

AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.

Exercices corrigés

Exercice 1
Consigne

u0=2

Déterminer u telle que :{3%“ —u, +n2+2n"

Correction
Notons (1) I'équation 3u,,; = u, + n? + 2n.

Vs . \ L 1
L'équation homogene associée a (1) est v,,1 = TVn

Les solutions de (2) sont de la forme v, = v, (g)n et, d'apres le cours, celles de (1) sont de la forme

DUy = vy + Uy, *, OU (u, *) est une solution particuliere de (1).
Déterminons (u, *):

On cherche u, * de la méme forme que le second membre (n? + 2n) et on pose u}, = an® + bn +
c. On détermine a,b ef c en écrivant que $\mathrm{u}_{\mathrm{n}}{ }{x}$ vérifie (1):
3(aln+ 1)?2+b(n+1)+c)=an’+bn+c+n?+2n, soit n?(Ba—a—1)+n(6a+3b—b—2)+ (Ba+
3b+3c—¢c)=0

2a—1=0

n
D'oUi{6a+2b—2=0 e’ra=l,b=—le’rc=0. DonCu;‘l=3n2—lne’run=v0(l) +in2-1n
2 2 2 2 3 2 2
3a+3b+2c=0

n
Pour déterminer v, on utiise la condifion initiale uy = 2. Soit 2 = vy et u, = 2(3) +3n%—2n
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u0=1

Déterminer u telle que : {un+1_ 4, =37 —1°

Correction
Notons (1) I'équation u,,, — 4u, = 3" — 1.
L'équation homogene associée a (1) est vy,q = 4v, (2).

Les solutions de (2) sont de la forme v,, = vy4" et, d'aprées le cours, celles de (1) sont de la forme :

u, = v, +u;, ou (u;;,) est une solution particuliere de (1).

Déterminons (u, *) :

On cherche u, * de la méme forme que le second membre (3™ — 1) et on pose
u, *= a3" + b. On détermine a et b en écrivant que u,, * vérifie (1) :
a3™l+b—4(a3"+bh)=3"—-1,s0it3"(B3a—4a—1)+(b—4b+1) = 0.

a+1=0

D’OU{—% +1=0

et a=-1 et b=§. Donc u; = —3" +§ etu, =vy4" - 3"+ é
Pour déterminer v, on utilise la condition initiale ug = 1. Soit 1 = vy — 1 + §,V0 = g et

5 o a1
un=§4 -3 +§

u0=_1

Déterminer u telle que : 1\ .
2Uupqt+u, +3 (E)

Correction

Notons (1) I'équation 2u,,q = u, + 3 (%)n L'équation homogene associee a (1) est v, = %Vn (2).

Les solutions de (2) sont de la forme v, = v, G)n et, d'apres le cours, celles de (1) sont de la forme

ju, = v, +u, %, oU (u, *) est une solution particuliere de (1).
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Déterminons (u, *) :

~ 1\" C ,
On cherche u, * de la méme forme que le second membre (3 (5) ) Mais ici il y a résonance et

on pose u, *= an G)n On détermine a en écrivant que u,, = vérifie (1) :
2 (a(n +1) G)HH) =an G)n +3 (%)n soitn (%)n (a—a)+ G)n (a=3)=0

D'ou a = 3. Donc u, *= 3n G)n etu, = v, G)n +3n G)n

n n
Pour déterminer v, on utilise la condition inifiale u, = —1. Soit -1 = v, et u, = — (%) + 3n G)

u0:0

Déterminer u telle que : { .
9 Uy = 2Up_q + N2 —2

Correction
Notons (1) I'équation u, = 2u,.; + n? — 2.
L'équation homogene associée a (1) est vy, = 2v, (2).

Les solutions de (2) sont de la forme v,, = v,2" et, d'apres le cours, celles de (1) sont de la forme :

u, = v, + u;,, ou (u;;,) est une solution particuliere de (1).
Déterminons (u,, *) :

On cherche u, * de la méme forme que le second membre ( n? + 2n ) et on pose u,, *= an® + bn +

c. On détermine a,b et c en écrivant que u,, * vérifie (1):

an®+bn+c=2(@m-1?+b(n—1)+c)+n?-2,s0itn’(a—2a—1) +n(b + 4a—2b) + (c—2a+ 2b —
2c+2)=0
a+1=0
D'ou 4a—b=0 eta=—1,b = —etc = —.Doncu, *= —n? — 4n et u, = vy2" —n? — 4n — 4.
—2a+2b—c+2=0

Pour déterminer v, on utilise la condition initiale uy, = 0. Soit 0 = vy — 4,v, = 4 et

Uy =22 —n2—4n—4
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_ 2e
T 2e+1 .
Uppr +2u, +e ™1 =0

Déterminer u telle que : { .

Correction

Notons (1) I'équation u,q + 2u, + ™! = 0.

L'équation homogene associée a (1) est v, = —2v, (2). Les solutions de (2) sont de la forme v, =

vo(—=2)" et, d'apres le cours, celles de (1) sont de la forme : u, = v, + uj;, ou (u}) est une solution

particuliere de (1).

Déterminons (u, *):

On cherche u, * de la méme forme que le second membre (—e™1) et on pose u, *= ae™. On

détermine a en écrivant que u, * vérifie (1) :

ae™l 4+ 2am +e™l =0, soit e™(a+2ae+1)=0

N 1 . _ e _ n e ™
D'ovua= e Donc u;, = 7% etu, =v,(-2) e

~ . e oy . ey 2 . 2
Pour déterminer v,, on utilise la condition initiale u, = ;‘:1 Soit Zeil =

e—n

= (=2) —
Un = (=2) 1+ 2e

u0=3

Déterminer u felle que : {un+1 — o, tn—1"

Correction
Notons (1) 'équation uy;q =u, +n—1.

L'équation homogene associée a (1) est v,,41 = v,

Vo —

—j;ﬂ Vo = 1 eT

1+2e

Les solutions de (2) sont de la forme v, = v, etf, d'apres le cours, celles de (1) sont de la forme

:u, = v, +ui, ou (u, *) est une solution particuliere de (1).
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Déterminons (u, *) :

On cherche u, * de la méme forme que le second membre ( n— 1). Mais ici il y a résonance
étant donnée la forme de (2) et on pose u, *= n(an + b). On détermine a et b en écrivant que u,, *
vérifie (1):(n+1@nh+1)+b)=n(an+b)+n—1, soit n(a—a—-1)+nRa+b—-b—-1)+(a+b+
1)=0

2a—1=0

Dou {a+b+1=0

1 3 1 3 1 3 , .
eta=-etb=—2>.Doncu, = Enz —snetu, =v, +5n2 —>n. Pour déterminer

vy, on Utilise la condition initiale uy = 3.Soit 3 = v, etu, =3 + %nz — %n

u0=—1

Déterminer u telle que : {un by = (=341

Correction
Notons (1) I'équation u, + 3u,.; = (—=3)" + 1.
L'équation homogeéne associée a (1) est v, = =31, (2).

Les solutions de (2) sont de la forme v, = vo(—3)" et, d'apres le cours, celles de (1) sont de la forme

S U, = Uy + U, *, 0U (u, *) est une solution particuliere de (1).
Déterminons (u,, *):
On cherche uj, de la méne forme que le second membre ((—3)" + 1).

Maisiciil y arésonarce et on pose u;, = an(—3)" + b. On détermine a et b en écrivant que u}, vérifie

(1) :an (=3)"+ b+ 3[a(n— 1)(=3)""1 + b] = (—=3)" + 1, soit
n(-3)"(a—a)+ (-3)"(a—-1)+B+3b—-1)=0

D'oUa=1etb= % Donc u;, = n(=3)" +%e’r U, = vo(=3)" +n(=3)" +§

Pour déterminer vy, on utilise la condition initiale uy = —1. Soit =1 = vy + L

5
-, vy =—-et
4’70 4

5 N ., 1
un=—Z(—3) +n(-3) +7
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uy=3et uy =3

Déeterminer u felle que : {Zun” I R

Correction
Notons (1) I'équation 2u,;; = 3upy —Up — 1+ 1.
L'équation homogéne associée a (1) est 2vy,,5 — 3V, + v, =0 (2).
Equation caractéristique associée a (2) :2r2 —3r+1 =0 (3).
(3) s'écrit (r —1)(2r — 1) = 0(r = 1 est racine évidente). Les racines de (3) sont donc r; = 1 et
_ 1
ry = >
D'aprés le cours les solutions de (2) sont de la forme : v, = k; + k, (%)n et les solutions de (1) sont
de la forme : u,, = v, + u, *, oU (u;,) est une solution particuliere de (1).
Déterminons (u}):

On cherche u}, de la méme forme que le second membre (—1 + n). Mais ici il y a résonance (

r, =1 efle second membre est un polynédme) et on pose

u, *=n(an + b). On détermine a et b en écrivant que u, * vérifie (1) :
2(n+2)(a(n+2)+b)=3n+1)(an+1)+b).)—(n(an+b))—1+n,soit
n’(2a—3a+a)+nBa+2b—6a—-3b+b—1)+(Ba+4b—3a—-3b+1)=0

2a—1=0
5a+b+1=0

eta=-eth=-21
2 2

D'OU{
n
Donc uy = 2n2 ~ Inetu, = ky +k; () +2n2 In.
2 2 2 2 2

Pour déterminer k; et k,, on utilise les conditions initiales uy = 3 et u; = 3.

Soit 3=k, +k, o blient k. = 9 et k. = —6 ef _9_¢ N 1, 7
OB =ty +2ky +1 -2 DN 0PN =5 8T = =6 8Tt =5 = () +3n*—1In
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up=1let u; =0

Déeterminer u telle que : { My =, +2

Correction
Notons (1) I'équation 4u,,, = u, + 2.
L'équation homogene associée a (1) est vy, — %vn =0 (2).

Equation caractéristique associée a (2) : r? — % =0 (3).

(3) s'écrit (r - %) (r + %) = 0. Lesracines de (3) sont donc r; = —% etr, = %

D'apres le cours les solutions de (2) sont de la forme : v, = k; (— %)n +k; G)n et les solutions de (1)

sont de la forme : u, = v, + uj,, ou (u},) est une solution particuliere de (1).
Déterminons (u,, *):

On cherche uj, de la méme forme que le second membre (+2) et on pose uj, = a. On détermine

, . ;g . 2 2
a en écrivant que u, vérifie (1) :4a =a+2,soita =3 et u, = S

D'ob u, =k (- l)n +k, (%)n +2

2 3’

Pour déterminer k; et k,, on utilise les conditions initiales uy = 1 et u; = 0.

2
1=k +k,+= n n+1
L .2 ,.0n ob’rien’rklzge’rkz=—%e’run=§(__) _(_) +2

0=—k1§+k25+§ 2 2 3

Soit

up=1let uy =1

Déterminer u telle que : {un w4 6u,, = 2"+ 1"
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Correction

Notons (1) I'équation u, — 5u,,.; + 6u,., = 2" + 1.

L'équation homogene associée a (1) est v, — 5v,41 + 61, = 0 (2).
Equation caractéristique associée a (2) :r> —=5r+6=0 (3).

(3) s'écrit (r—2)(r—3) =0. Les racines de (3) sont donc r, =2 et r, = 3. D'aprées le cours les
solutions de (2) sont de la forme : v, = k2" + k,3" et les solutions de (1) sont de la forme u, = v, +

u;, oU (u}) est une solution particuliere de (1).
Déterminons (u,, *):

On cherche uj}, de la méme forme que le second membre (2" + 1). Mais ici il y a résonance ( ry
= 2 et le second membre contient une puissance de 2) et on pose u,, *= a2™ + b. On détermine

a et b en écrivant que u, * vérifie (1) :
an2"+b-5@G@n —1)2"1+b) + 6(a(n — 2)2"2 + b) = 2" + 1, soit
n2"2(4a — 10a + 6a) + 2" 2%(10a—12a—4)+ (b—5b+6b—1) =0

—2a—-4=0

'oC = — 1 * _ _oon+l 4 1 — n n __ n+1 4 1
DOU{Zb_1=0 eta= Ze’rb—Z.DonCun— n2 +2e’run—k12 +Kk,3 n2 +2.

Pour déterminer k; et k,, on utilise les conditions initiales uy = 1 et u; = 1.

1=k1+k2+§

Soit 1

.On obfientk; = -3 etk, =2 etu, = (-3)2" + (%) 30— nzntt 42

uyo=0et u; =1

Déterminer u telle que : {un+2 =3up,, —2u, +1°

Correction
Notons (1) I'équation u,;, = 3uy4q — 2u, + 1.
L'équation homogene associée a (1) est v,45 — 3Vp41 + 21, = 0 (2).

Equation caractéristique associée a (2) :72 —3r+2 =0 (3).
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(3) s'écrit (r—1)(r—2) = 0 (r = 1 est racine évidente). Les racines de (3) sontdoncr; =1etr, =
2. D'apres le cours les solutions de (2) sont de la forme : v, = k; +k,2" et les solutions de (1) sont

de la forme : u, = v, + uj,, ou (u};) est une solution particuliere de (1).
Déterminons (u, *) :

On cherche u, * de la méme forme que le second membre (+1). Maisiciil y arésonance (r; = 1
et le second membre est un polynéme) et on pose uj, = an. On détermine a en écrivant que u,, *

vérifie (1):a(n+2) =3a(n+ 1) — 2an+ 1, soit n(a —3a + 2a) + 2a—3a—1) = 0.
D'ova=—1,u; =—-netu, =k; +k,2" —n.
Pour déterminer k; et k,, on utilise les conditions initiales uy = 0 et u; = 1.

0=k1+k2

i = — = _ — n+1 _
1=k1+2k2—1'on0bhemk1_ 2etk,=2etu,=-2+2 n

SOH{

Uy =2et uy =-1

Déterminer u telle que : {un+2 — 4y, —Au, 241"

Correction

Notons (1) I'équation u, 1, = 4up4q — 4u, + 2n+ 1.

L'équation homogéne associée a (1) est v, — 4vp4q + 4v, = 0 (2).
Equation caractéristique associée a (2) : 2 —4r+4 =0 (3)

(3) s'écrit (r —2)2 = 0. (3) a donc une racine double 1, = 2. D'aprés le cours les solutions de (2)
sont de la forme : v, = k;2" + k,n2" et les solutions de (1) sont de la forme u, = v, + u}, oU (u}) est

une solution particuliere de (1).
Déterminons (u,, *) :

On cherche u}, de la méme forme que le second membre (2n+ 1) et on pose u} = an+b. On

détermine a et b en écrivant que u, * vérifie (1) :
aln+2)+b=4(G@Mm+1)+b)—4(an+b) + 2n + 1, soit

nla—4a+4a—2)+QRa+b—4a—4b+4b—-1)=0
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P a—2=0
DoU{ Ly h =0
Pour déterminer k; et k,, on utilise les conditions initiales uy, = 2 et u; = —1.

2=k1+5

. . _ _ — (_2yon _ qon
Sofr{_l=2k1+2k2+7.0nob’r|en’rk1— 3etk, letu,=(-3)2"—n2"+2n+5

uy=1let u; = -1

Déterminer u telle que : {Sumz = 22Uy +5u, +3°

Correction
Notons (1) I'équation 3u,,, = —2u,4q + 5u, + 3.
L'équation homogéne associée a (1) est 3v,45 + 2v,41 — 51, = 0 (2).

Equation caractéristique associée a (2) : 3r> +2r—5 =0 (3).

eta=2etb=5.Doncu} =2n+5etu, =k 2"+ k,n2™ +2n+5.

(3) s'écrit (r—1)(3r+ 5) = 0(r = 1 est racine évidente). Les racines de (3) sontdoncr; =1etr, =

—g. D'apres le cours les solutions de (2) sont de la forme : v, = k; +k, (— g)ne’r les solutions de (1)

sont de la forme : u, = v, + uj, ou (u};) est une solution particuliere de (1).

Déterminons (u,, *):

On cherche u;, de la méme forme que le second membre (+3). Maisiciil y arésonance (r; = 1

et le second membre est un polyndme) et on pose uj, = an. On détermine a en écrivant que u,, *

vérifie (1) : 3a(n+2) = —2a(n+ 1) + 5an + 3 = 0, soit n(3a + 2a — 5a) + (6a +2a—3) =0. D'oU a =

3 3 5\" 3
g, un*=§ne’run:k1+k2(—§) +§n

Pour déterminer k; et k,, on utilise les conditions initiales uy = 1 et u; = —1.

. 1=ki+k; . 7 57 7 57( 5\ 3
Son‘{_l=k1_§k2+§.0nobhen’rk1=ae’rk2=6—4e’run=a+6—4(—§) +3n
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Uuy=0et uyy =1

Déterminer u telle que : {un+2 = 4y, — du, + 20

Correction

Notons (1) I'équation u,,, = 4u,4q — 4u, + 2.

L'équation homogéne associée a (1) est v, — 4,41 + 41, = 0 (2)
Equation caractéristique associée a (2) :72 —4r + 4 =0 (3)

(3) s'écrit (r —2)2 = 0. (3) a donc une racine double 1, = 2. D'aprés le cours les solutions de (2)
sont de la forme : v, = k2" + k;n2" et les solutions de (1) sont de la forme u,, = v,, + w};, oU (u;,) est

une solution particuliere de (1).
Déterminons (u, *):

On cherche u, * de la méme forme que le second membre (2"). Mais ici il y a résonance (ry = 2
est la racine double et le second membre est une puissance de 2) et on pose u, *= an?2". On

détermine a en écrivant que uj, vérifie (1) :

a(n+ 2)22"2 = 4q(n + 1)?2™*1! — 4a?2™ + 2™, soit

n?2"(4a — 8a + 4a) + 2"(16a — 16a) + 2" (16a —8a — 1) = 0.
D'oUa= % etu, = %nzzn

Donc u, = k;2" + k,n2" + %nZZH.

Pour déterminer k; et k,, on utilise les conditions initiales uy = 0 et u; = 1.

. 0=k | 3
Solf {1 = 2}(1 + Zkz + i On obtient kl =0et k2 — g et

U, = gnzn + énZZ” =3n2""3 4+ n22"3 = (n? 4+ 3n)2"°3 .

Mathématiques 2, Odile Brandiere, , 11


http://aunege.fr/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

Uy =1let uy =27

Déterminer u telle que : {un —Ou, , +20u,_, = 5"+ 12"

Correction
Notons (1) I'équation u, — 9u,.; + 20u,., = 5" + 12.
L'équation homogene associée a (1) est vz — vy +20v, =0 (2).

Equation caractéristique associée a (2) :r?> —9r + 20 = 0 (3).

(3) s'écrit (r—4)(r —5) = 0. Les racines de (3) sont donc r, =4 et r, =5. D'aprés le cours les

solutions de (2) sont de la forme : v, = k14" + k,5" et les solutions de (1) sont de la forme u, = v, +

u;, oU (u;) est une solution particuliere de (1).

Déterminons (u, *):

On cherche u, * de la méme forme que le second membre (5" + 12). Mais ici il y a résonance

(r, = 5 et le second membre contient une puissance de 5) et on pose uj;, = an5" + b On détermine

a et b en écrivant que u,, * vérifie (1) :
an5"+b-9(a(n—1)5""1 +b) + 20(a(n — 2)5" 2 + b) = 5" + 12, soit
n5""2(25a — 45a + 20a) + 5"2(45a — 40a — 25) + (b —9b + 20b — 12) = 0.

5a—25=0

'~ — — * n+1 — n n n+1
Dou{le_lzzoe’ra—Se’rb_1.Don<:un—n5 +1etu, =k4" + k5" + n5""1 + 1,

Pour déterminer k; et k,, on utilise les conditions inifiales u, = 1 et u; = 27.

1=k1+k2+1

H H — —_ — _ AN n n+1
Son‘{27=4k1+5k2+25+1.Onob’rlem‘kl_ letk,=1etu,=—-4"+5"+n5""+1
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Déterminer (u,,) telle que u,,, + 4upyq + 3u, = a™ + 8, suivant les valeurs du parametre a.

Correction

Notons (1) I'équation u,;, + 4u,4q + 3u, = a" + 8.

L'équation homogene associée a (1) est v,z + 4v,p1 + 3v, =0 (2).
Equation caractéristique associée a (2) :r2 +4r+3 =0 (3).

(3) s'écrit (r+ 1)(r +3) =0 (r = —1 est racine évidente). Les racines de (3) sont donc r; = —1 et
r, = —3. D'apresle cours les solutions de (2) sont de la forme : v, = ky(—=1)™ + k,(—3)" et les solutions

de (1) sont de la forme : u, = v, + uj,, oU (u};) est une solution particuliere de (1).
Déterminons (u, *) :

On cherche u}, de la méme forme que le second membre (a" + 8). Mais ici, suivant les valeurs de

a, il y a ou non résonance.

Sia#—-1eta=+—-3,iln'y apasrésonance et on peut poser u; = cja" + c,. On détermine ¢, et

¢, en écrivant que u,, x vérifie (1):
cia"? + ¢, + 4(c;a™! + ¢;) + 3(c1a" + ¢p) = a" + 8, soit

a"(cya? +4cja+3c; — 1) + (c; + 4c, + 3¢, — 8) = 0.

1
etc = a3 et ¢, =1 (remarquons que a? + 4a + 3 est non nul car

2
« ~ [cqa® +4c;a+ 3¢, — 1
DOU{ 8¢, —8=0

an

a#—-leta#-3).Doncu,=—-——+1et u, =k;(—=1)" + k,(-3)" t oo

a’+4a+3

+1

On ne peut pas calculer k, et k, par manqgque de conditions inifiales.

Sia=-1,il y arésonance et u, * est de la forme un*= cln— 1n+ c2. On détermine ¢, et ¢, en

écrivant que u,, * vérifie (1) :

cl(n+2)(-D"2 + ¢, + 4(c;(n + D(=1)"*! + ¢,) + 3(cyn(=1)" + ¢,) = (—=1)" + 8, soit
n(—1)*(c; — 4cy + 3¢y) + (=1)"(2¢y —4c; — 1) + (c; + 4c, + 3¢, — 8) = 0.

D'oU { —2a -1 o ¢ = —% ete, =1.Donc ul, = %n(—l)”+1 +1et

8c, —8=0
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1
u, = k(=D + k,(=3)" + En(—l)“1 +1

On ne peut pas calculer k; et k, par manque de conditions inifiales.

ia=-3,iy arésonance et u, * est de la forme u, *= c;n(— c,. On détermine ¢, et ¢, en
S 3,ily tu, tdelaf N 1n(=3)" +c,. On dét 1 eto

écrivant que u, * vérifie (1) :
c(n+2)(=3)""2 + ¢, + 4(c;(n + D)(=3)"! + ¢,) + 3(cyn(=3)" + ¢,) = (—3)" + 8, soit
n(—3)"(9¢; — 12¢; + 3¢7) + (—3)"(18¢; — 12¢; — 1) + (¢ + 4¢c, + 3¢, — 8) = 0.

6c,—1=0

oL =1 = _1 ¢ oyn+1
DOU{862—8=0 e’rcl—ée’rcz—l.DonCun*_én( 3) +1et

1
u, = k(1" + k,(—=3)" + En(—?,)““ +1

On ne peut pas calculer k; et k, par manque de conditions inifiales.
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