Suites récurrentes

Ce cours vous est proposé par Odile Brandiere, Université de Paris Sud 11, UFR Jean Monnet et

AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.
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Objectif de la lecon : Reconnaitre et déterminer des suites récurrentes d'ordre 1 et 2, avec un

second membre simple.

Cette lecon est courte et s'inscrit dans la continuité de la lecon 1 sur les suites mais elle ne
nécessite aucun autre prérequis. Elle n'en est pas moins importante et tres utile en économie car
beaucoup de situations économiques se traduisent mathématiquement par de telles suites

lorsque le temps est envisagé de facon séquentielle.
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Ce sont les suites u définies par {u = au, +g(n),a € R+ (1)
n+1 — QUn ’

L'égquation homogéne associée a (1) est i v, = avy, (2).

Théoréme :Siu u” est une solution particuliére de (1) et si v est la solution générale de (2) (équation

homogeéne associée a (1)), la solution générale de (1) est
u=u"+v
Démonstration : Soit u” une solution particuliere de (1) : u,,; = au, + g(n)

u est une solution quelconque de (1) si et seulement siu,,; = au, + g(n)
Soit :upye1 — Uy = alu, —uy) et u —u* est solution de (2).
Or les solutions de (2) sont de la forme : v, = vya®

* *
Doncu, = u, +vga" vy ER (remarque iUy =uy + VO)

* Cas ou g(n) = P(n) avec P est un polyndbme de degré k.
Sia # 1 alors une solution particuliére est un polyndme Q(n) de degré k.

Si a = 1, une solution particuliére est de la forme Q(n), oU Q est un polyndbme de degré k

(on dit qu'il y a résonance).

N.B. : g(n) = b (cte) est un cas particulier de celui-ci, il correspond & k = 0.

*Cas oU g(n) = Ct" (C et t constantes réelles données)
Si t # a une solution particuliére est sous la forme : u;, = Kt" (K constante & déterminer)
Si t = a une solution particuliére est sous la forme u;, = Kna" (phénoméne de résonance)

Remarque : on peut remplacer C par un polyndbme de degré kK est alors remplacé par un

polyndme quelconque de degré k.

*Si uy, est solution particuliére de u, 4, = au, + g;(n) et si w, est une solution particuliére de u,,; =

a, + g,(n) alors u;, + wy; est une solution particuliere de u,,, = au, + g;(n) + g,(n).
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Exemples :

Equation Solution de 1'éguation Forme de la solution
homogéne associce particuliére
W= 21, + 3.57 v, = v, 2" u,=C.35"
) ¥ 7
Up-1= 2Uup,+ 1 -1 | V= Vo 2 uy=uan +bnt+c
Uy = 2u, = 3.2" v, = v, 2" u,=Cn2"
U= U, t 1" -n Vo = Vg u, =nf{an” + bn+¢)

Il'y arésonance pour les deux dernieres équations.

Ces suites sont définies par u, et u; et une relation de la forme :

{ uO,ul ]
Upyp +bupy +cu, =gn),bER*,cER* (1)

L'équation homogéne associée a (1) est : vy + bvyy, +cv, =0 (2)

Théoreme : Si u* est une solution particuliere de (1) et si v est la solution générale de (2), la solution

générale de (1) est:u=u"+v.

Méme démonstration que pour les suites récurrentes linéaires du 1° ordre.

L'équation caractéristique de (2) est : r? + br + ¢ =0 (3).
SiA > 0 (3) adeux solutions distinctes r; et r,, et

v, = Ar{* + uryn est la solution générale de (2).
(A et usont des réels dépendant des conditions initiales u, et u, )
SiA =0 (3) aune solution double r,, et

v, = Argn™unr,™ est la solution générale de (2).
(A et usont des réels dépendant des conditions initiales u, et u; )

Le cas A < 0 n'est pas étudié dans le cadre de ce cours et sera traité dans le cours de L3 apres

l'infroduction des nombres complexes.
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*Cas ou g(n) = P(n) avec P est un polyndme de degré k.

Si 1 n'est pas racine de (3), on cherche une solution particuliere u* de (1) sous la forme
d'un polynbme Q de degré k:u}, = Q(n).

Si 1 est racine simple de (3), u* est de la forme : 4}, = nQ(n) (résonance).

Si 1 est racine double de (3), u* est de la forme : u}, = n2Q(n) (double résonance).

* Cas ou g(n) = Ct" (C et t sont des réels non nuls donnés).

Si t n'est pas racine de (3), une solution particuliere u* de (1) est de la forme

u, = kt" (k constante réelle a déterminer )

Si t est racine simple de (3), une solution particuliére u* de (1) est de la forme u,, = knt"

(résonance). k constante réelle & déterminer.

Si t est racine double de (3), une solution particuliere u” de (1) est de la forme uj;, = kn%t"

(double résonance). k constante réelle & déterminer.

*Si uy, est solution particuliére de u,4, + bu,,; + cu, = g;(n) et si w, est une solution particuliére de

Upyo + blUyyq + ¢, = go(n) alors w), + w,; est une solution particuliere de u,,, +buy,q + cu, = g;(n) +

g2(n).
Exemples :
Equation Racines de Solution de Forme
I'équation I'égquation de la solution
caractéristique homogéne particuliére
Up.2- Sy + 6u, = 3.5" 2etd vp=2a2"+ u3" u,=C.A5"
Mopz= S HOW, =N - N 2etl vg =2a2" 4 pj“ u‘” —an-+bn+c¢
Uy - 4y +4u, = 3.5" | 2, racine double vp = 22" + un2" uL,=Cs"
Un2- Sur + 61, = 3.27 2et3 vo = 22"+ 3" u'y=Cn2"
Unpsz- 32U, =0 -1 | let2 | vo=a+ HQ” u‘” = n(anq' +bn +¢)
Upz- g+ 4u, = 32" | 2, racine double vp = 22" + un2" Una=Cn’2"
Upiz- 2Upq tu, =n"-n | 1, racine double vo=A+un U.n:ﬂ"(‘dﬂz Fbn+c)
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Cette ceuvre est mise a disposition dans le respect de la Iégislation francaise protégeant le droit

d'auteur, selon les termes du contrat de licence Creative Commons Attribution - Pas d'Utilisation
Commerciale - Pas de Modification 4.0 International (

). En cas de conflit entre la Iégislation francaise et les termes de ce contrat de licence,
la clause non conforme a la égislation francaise est réputée non écrite. Sila clause constitue un
élément déterminant de I'engagement des parties ou de I'une d'elles, sa nullité emporte celle

du confrat de licence tout entier.

Mathématiques 2, Odile Brandiere, , 6


http://aunege.fr/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
http://aunege.fr/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

