Matrices 1

Ce cours vous est proposé par Odile Brandiere, Université de Paris Sud 11, UFR Jean Monnet et

AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.

Exercices corrigés

Exercice 1

I Consigne

Colculer4(§ _81 (1))—3(:} (2) _02)

I Correction

D'apres le cours on obtient (182 gg Z)’f(g —06 g)= (1; ;;L 46})

Exercice 2

Consigne

On appelle matrice stochastique suivant les lignes, une matrice dont les coefficients sont des
réels positifs ou nuls, et tels que leur somme sur chaque ligne égale 1. On définit de méme une

matrice stochastique suivant les colonnes.

Construire une matrice stochastique d'ordre 4 suivant les lignes et les colonnes.
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Correction

05 05 0 0

0 0 06 04
025 025 04 01
025 025 0 05

Une solution non triviale est donnée par

X-Y=A

2X+Y =B avec A=(3 1) et B=( ¢ 1).

Trouver deux matrices X et Y telles que : { 1 0 -1 0

Correction

Les propriétés de I'addition et de la multiplication sont les mémes que dans IR donc on peut écrire

X=3(A+B)

. Et enremplacant A et B par leur valeur :
Y=Xx-4 Y =2 (B —24)

x(b 2)etv=(2 13

Si A:( J 1) et B=(2 ;) calculer (A + B)? et A2 + 2A - B + B?. Expliquer la différence des résultats.

Correction

(A+B)* = (—31 5)2:(—76 172)

wraner(y ) G W0 )

(A+B)?=(A+B)(A+B) =A%?+ AB + BA+ B?. Or la multiplication des matrices n'étant pas
commutative, AB # BA et (A + B)? = A + AB + BA + B2 # A% + 2AB + B2.
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Soit f définie sur IR* par f(xy,zt) = 2x—y +t3z2y +z — t).

1) Donner la matrice de f dans b = {(1,1,0,0); (0,1,0,—1); (1,1,1,0); (0,0,0,1)} et la base canonique de

IR3.
1 2 0

2) Soit g l'application linéaire de IR3 par IR?® ayant pour matrice (0 —1 0 |dans la base
2 3 2

canonique. Donner la matrice de gof dans b et la base canonique de IR3.

Correction

1) Si on note A cette matrice, les colonnes de A sont les coordonnées des images des vecteurs

de b par f dans la base canonique.

Or £(1,1,0,0) = (1,0,2),f(0,1,0,—1) = (-2,0,3),f(1,1,1,0) = (1,3,3) et f£(0,0,0,1) = (1,0,—1). Ces ftrois

vecteurs ont respectivement pour coordonnées dans la base canonigue :

1 -2 1 1 1 -2 1 1
(0), ( 0 ) (3) e’r( 0 ) D'ou A:<0 0 3 0 )
2 3 3 -1 2 3 3 -1

2) Par définition du produit matriciel, la matrice de gof est

1 2 0\/1 -2 1 1 1 -2 7 1
0 -1 0Jf0 o 3 0 |={0 0 -3 0
2 3 2/\2 3 3 -1 6 2 17 0

Effectuer les produits de matrices suivants :

1 1 0 -1 0
1) (—2 1 2 >< 3 0 )

1 0 -2 1 -1
2, 2 1 o)

-2 1

3)Soit A:( o

) calculer A3
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1 0 2\ /0 2
a5 3 g).<—1 ) 5>.<1 —1>

0 1 -1 5 0
1 x x?
5)Soit X={ o 1 «x | calculer Xn (ne N %)
0 0 1
Correction

1 1 0 -1 0 2 0
1)(—2 1 2).(3 0>=<7 —2>
1 0 -2 1 -1 -3 2
20 55 1 0= % o)
w=(F D(E H=(5, Perw=mac (S, BF D 5
a3 0(a 2 s )0 oG B )
1 x «x x 1 2x (1+2)x?
e TG IHE T )
0 0 1 1

1
1 2x (1+2)x 1 x x? 1 3x (1+4+2+3)x?
X3=x?X=l0 1 01 x|=(0 1 3x
0 0 1

0 0 0 0 1
1 nx (1+--+n)x?\ [1 —n(n;l)xz
Montrons alors par récurrence que X™ =0 1 nx =0 1 x
0 0 1 0 0 1
nn+1
(1 +24+-n= %)

Cette propriété est vraie au rang 1,2 et 3.

Supposons la propriété vraie au rang n et montrons qu'elle est vraie au rang n + 1.

- . 1 nmt) 2\ 11 x x2 1 (n+1x [(n +1) +@] x?
X=X 1 e JIOL x50 1 (n+ Dx
0 0 1 00 1 0 0 1
0 1 (n+ 1)x et la propriété est bien vérifiée au rang n+1. D'aprés les axiomes du
0 0 1

raisonnement par récurrence, on en déduit que la propriété est vraie quel que soit n.
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-1 0

Soit A=( : 1

) écrire toutes les matrices qui commutent avec A.

Correction

Remarquons tout d'abord que si la matrice commute avec A, nécessairement X est de format

(2,2). En effet si AX est possible, X a deux lignes et si XA est possible, X a deux colonnes.

_.xl = _xl + 3x2
(X1 X . _ —Xq —X2 _ —(xl + 3x2) xz) . 3.x1 + X3 = —X3 + 3X4
Posons X—(x3 x4). Si AX=XA, ((3x1+x3) (3x, + x4))_((—x3 +3x,) 1) soit “x, = 1, .

3x2 -|-X4 = X4

0
y N X, = 0 _ X1
D ou {3x1 + 2x3 - 3x4 =0 eT X <X3 (x1 + §X3)>

1) Soit A(_ll _22) trouver une matrice X non nulle telle que A - X = 0 et une matrice Y telle que

Y.A = 0 (oU 0 est la matrice nulle d'ordre 2).

2) Trouver une matrice B non nulle d'ordre 2 telle que B% = 0.

Correction

1) Si 0 et A sont carrées est d'ordre 2, X et Y sont nécessairement carrées d'ordre 2.

Posons X=(z§; ;Z), alors si AX=0, ((—xl +2x3) (—x+ 2X4)>=(0 0), soit {—xl +2x3=0

(%1 — 2x3) (% — 2x4) 0 0 —X, +2x, =0°
Une solution non triviale est par exemple x; =2,x3 =1,x, =2 etx, =1 et (i i) convient.

Posons X=(y1 }’2)’ alors si YA=0, ((_Y1 ty2) @yt ZYZ)>=(0 0), soit {yl _ )

Y3 Ya (=y3+y) (Qys—2y)/ \0 0 Y3 =4’
i 1 1 .
Une solution est parexemple y, =y, =y; =y, =1 et (1 1) convient,

Mathématiques 2, Odile Brandiere, , 5


http://aunege.fr/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

blz + b2b3 =0

b,* + byb byb, + byb =
2) Posons B:<Z1 b ) alors si B2=0, <( 1* 4 boba) - (biby + b, 24)>=(0 0), soit lez +ZZZ4 ~ 8
3 by (bybs + bybs)  (bybs+b,%)) N0 0 1b3 + bybz =
b2b3 + b42 = 0
b;bs =
.. b,(1+ b4) =0 , )
Choisissons b, =1, on obtient alors bs+(1+b)=0" b, =0n'est pas solution donc
b,b; + b4 =0
bl -
nécessairement b,=-1 et on obtient oIors{ b, = —1 et b, = 1 et by = —1 conviennent, une solution
b, b

est alors B=(_11 _11) .

Montrer que si A et B sont des matrices carrées d'ordre n: tr(AB) = tr(BA).

Correction

tr(AB) est la somme des éléments diagonaux de AB. SiA = (a;) et B = (b;),AB = (cy) et les

éléments de la diagonale de A B sont les c;;, tr(AB) = X, ¢;;. Or ¢;; = X7, a;;by;.
Donc tr(AB) = Xi-, Xj=1 a;jbj;.

De méme si B = (by;) et A = (a;;)BA = (cy;) et tr(BA) = Or¢j; = X, bjayj.

1111

Donc tr(BA) = ¥j., XL, bja;;. D'oU I'égalité de tr(AB) et tr(BA) puisque les signes "somme” peuvent

sintervertir et que les a;; et by commutent.

Soit A= ( ) En posant A = B + 2I,, calculer BZ. Calculer A™ (remarquer que B et 21, commutent

1 1
et donc que la formule du binbme de Newton s'applique).

Correction

Rappel de la formule du bindme de Newton : Pour tous réels a et b, (a + b)™ = Xi_, Ckakp™ ¥,
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B:A'ZIZZ(—B1 1)((2) (2’):(_11 1)6”32 (8 8)'

Remarquons que B et 21, commutent (pour tout réel A,Al, commute avec n'importe quelle
matrice M puisque [, commute avec toutes les maftrices et que M(AL,) = A(MI,) = A(I,M) = (AI,)M).

On peut donc appliquer la formule du bindme de Newton valable dans R :

A" = (B + 2I,)" = Yr_, CkB*(2I,)"F = (21)"+,5(21,)" 1. En effet la formule s'arréte a ce terme car

toutes les puissances de B supérieures ou égales a 2 sont nulles.

ooua= (7 2y BET L CIEET )

0 a b -3 a b
Soit N:<0 0 c), calculer N®. En déduire un moyen de calculer A", si A=< 0 -3 ¢ ) (On
0 0 O

remarquera que -3lzet N commutent).

Correction

0 a b\/0 a b 0 0 ac 0 0 ac\/0 a b 0 0 O
N2=(0 0 c (0 0 c)]={0 0 O |et N3=N2N=<O 0 0) 0 0 c>=<0 0 0
0 0 0/\0O O O 0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O

Donc pour tout enfier n = 3~N" =

A =N -3I5. N et =313 commutent (c.f. exercice précédent). La formule du bindbme de Newton

n(n 1)

s'applique et A" = ¥1_, CEN*(=3I;)" % = (=3I3)" + nN(=3I;)" 1 + ——=N?2(-313)""2. En effet la

formule s'arréte a ce terme car toutes les puissances de N supérleures ou égales a 3 sont nulles.

=3)" 0 0 0 a b ) 0 0 ac
A=l 0 =3 0 |neE=3)mt|o o0 ¢ +”(” b-3y-2(0 0 o0 |

0 0 (=3)" 0 00 00 0
(-3 (an(-3)"") ac*E2 (=32
A=l o (—3)" (cn( )™
0 0 (=3)"
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Déterminer le rang des matrices suivantes :

01 1 1
-1 3 2 1 -1 2
NG N:2a(o s 1):3fs -2 3 ey 0 Y]
3 2 0 -1 0 3.0 -1 0 1 11
01 1 1
Correction
1 0)_ 1 0
1)|3 2|—2:at0donc|3 zlesfderongz
-1 3 2 -1 3 2
2)|0 5 1=-1¢0donc<0 5 1) est de rang 3.
0 -1 0 0 -1 0
1 -1 2 1 -1 2 1 -1
3)I5 -2 3 :Odonc<5 -2 3>es’rder0ngsz.<5>et<—2> ne sont pas proportionnels, ce
3 0 -1 3 0 -1 3 0
1 -1 2
sont les coordonnées de vecteurs libres, (5 -2 3 ) est derang 2.
3 0 -1

4) Les premiers, troisieme et quatrieme vecteurs lignes de la matrice sont égaux donc

01 1 1
(1) (1) (1) 1 est de rang au plus 2. Les deux premiers vecteurs lignes ne sont pas proportionnels,
01 1 1
01 1 1
. . 1 0 0 1
ils sont donc libres. Donc le rang de 001 1 1 est 2.
01 1 1
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Comment citer ce cours ?

Mathématiques 2, Odile Brandiére, AUNEGe ( ), CC-BYNC ND
( ).

(@0l

Cette ceuvre est mise a disposition dans le respect de la Iégislation francaise protégeant le droit

d'auteur, selon les termes du contrat de licence Creative Commons Attribution - Pas d'Utilisation
Commerciale - Pas de Modification 4.0 International (

). En cas de conflit entre la Iégislation francaise et les termes de ce contrat de licence,
la clause non conforme a la législation francaise est réputée non écrite. Sila clause constitue un
élément déterminant de I'engagement des parties ou de I'une d'elles, sa nullité emporte celle

du confrat de licence tout entier.
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