Fonctions a plusieurs variables

Ce cours vous est proposé par Odile Brandiere, Université de Paris Sud 11, UFR Jean Monnet et

AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.

Exercices corrigés

Exercice 1

Consigne

Calculer les dérivées partielles premieres des fonctions suivantes aprés avoir précisé I'ensemble

sur lequel le calcul est possible :

1) flay) =222 2) f(x,y) = JxZy — 2xy + 3

xy?
3) fey) = Infx +x +5?) 4) e y) = exp ().
Correction
1) f admet des dérivées partielles premieres sur D = {(x,y) € R?;x # 0 ety # 0}. Sur D,i—ﬁ = }% et Z_; =
y—2x )

(pour faire ce calcul on pourra remarquer que f(xy) = }% — -)

y3 y

2) f admet des dérivées partielles premiéres sur D = {(x,y) € R?; x%y — 2xy + 3 > 0}. Sur D,Z—£ =

xy—y of _ x%-2x

—€ = —
Jx2y—2xy+3 0y  2x2y—2xy+3

3) f admet des dérivées partielles premiéres sur D = {(x,y) € R%;x+y? >0 et x + {x + y% > 0}. Sur

1 Yy
1+———
D 6_f _ 2 [x+y? _ 1/2+ /x+y2 e‘l‘ O_f _ x+y2 _ y

0x ~ xHx+y?  x+yiixxty? 0y x+x+y?  x+yi4x/x+y?
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4) f admet des dérivées partielles premiéres sur D = {(xy) € R%;y = —1}. Sur D,Z—i = 2x exp (y%) +

2y ﬂ) A (ﬂ)
y+1XP (y+1 ot 3y iz P\

Ecrire les différentielles df des fonctions f définies par les expressions suivantes, aprés avoir précisé

l'ensemble des couples (x,y) pour lesquels le calcul est possible :

— 2 2 _ _x%
1) f(x,y) =x* +xy 2) feey) =5
In(x?+y?)
3) f(x,y) = xexp (1+3) 4) f(x,y) = 220
Correction
1) Sur IRZ:Z—i =2x + y? et g—; = 2xy. Donc df = (2x + y?)dx + 2xydy.
ip s . _ 2eu of _ 2x3y—3x2y2+3x2y of _ x*+x3
2)f est différentiable sur D = {(x,y) € IR%;x—y + 1 # 0}. Sur D, F iy et By~ Gyt D2
VN _2x3y-3x%y%+3x2y x*+x3
d'ou df = T x + oy
ifférenti - 2, o _ X)X x o _
3) f est différentiable sur D = {(xy) € IR%;y # 0}. Sur D, 5 = €Xp (1 + y) + , EXp (1 + y) et 3y
i *\ d'ou df = LAY x - x
?exp(l +;), d'ou df = exp(l +y) +yexp(1 +y)dx + 7 exp(l +y)dy.
cip s . . 2. _ of _ 2x(x+1)—(x%2+y?) In(x2+y?)
4) fest différentiable sur D = {(xy) € IR x # —1 et (xy) # (0,0)}. Sur D, — = Py et
of _ 2y L s _2x(x+1)—(x%+y?) In(x2+y?) 2y
o = woney SV Y =T ae: - P e Y

Déterminer le développement limité de f a l'ordre 2 et au voisinage de ( xq,y, ) dans les cas

suivants :

1) fy) = Jxy +2x —y — 1 et (x0,5) = (1, -1);

In(2+x%2-2x+y)
x2y—2xy+y+x—2

2) f(x,y) = et (xo,¥0) = (1,0).
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Correction

Rappel : pour x voisin de zéro.

1
ﬁ=1—|—x+x2+x3—l—---+x"+x”£(x)

m(m—l)x2+m+m(m—1) w(m—-—n+1)

A+x)"=1+mx+ x"+x"e(x) (meR)

2! n!
x%  x3 x"
= —_—— JR— .oe — n-1__ n
In(1+x)=x 2+3+ +(-1) n+x £(x)
x x* x3 x™
=14+— +§+§+ +—+x s(x)

1) Posonsx=1+hety=—-1+kf(xy) =f(1+h,—-1+k) =1+ (hk+h).
(x,y) est voisin de (1,—1) si ef seulement si ( hk ) est voisin de (0,0).
Donc hk + h est voisin de 0 et en utilisant le deuxieme DL avec m = % ona 1+ (hk+h)=1+

1 _1 2 24 2 . _
> (hk + h) 5 (hk + h)* + (h* + k%)e(h k) (\operatornameavec (h,kl)lllgo,o) e(h k) 0).

En ne gardant dans la partie réguliere que les termes de degré inférieur ou égal a2 :
fA+h—=1+k) =1+ h+hk—=h?+ (h? + k2)e(h, k).

ln(1+(y+h2))

2) Posons x =1+ hf(xy) = f(1 +hy) = — ===

et (xy) est voisin de (1,0) si et seulement si (h,y)
est voisin de (0,0).

y +h? et h + h%y sont donc voisins de 0 et en utilisant le troisieme DL,

In(1+(y+h?))=y+h?- % (y + h®)? + (h? + y®)e(h,y) (avec " )1 (h y) = )

En ne gardant dans la partie réguliere que les termes de degré inférieur ou égal a2 :
1
In(1+ (@ +h?))=y+h?- Eyz + (h? +yH)e(h,y)

En utilisant le premier DL :

1 1
“1+(h+h?y)  1-(h+hyy)

—(1+ (h+ h%y) + (R + h?y)? + (h? + y?)e(h,y))

(avec hm ) e(hy) = 0)

(hy)
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En ne gardant dans la partie réguliere que les termes de degré inférieur ou égal a 2 :

1
. —— N Y N YRR
T (i) + (h* +y9)e(hy)

En faisant le produit des deux DL (1) et (2) on obtient : f(1+h,y)=—y—hy—h2+§y2+

(h* +y®e(h,y).

Calculer les dérivées partielles secondes des fonctions suivantes :

1) (x,y,z) > 3xy? —x32%2 + xyz — 1
y
2) (x,y,z) » (x+y) exp (E)

3) (x,v,2) > glnyz.

Correction

2.0f _ 9.2 _ .22 of _ of _ 5.3
])SurIR.ax—3y 3x“z +yz,ay—6xy+xze’raz— 2x°z + xy

% f % f % f % f % f % f

— = —6xz2, =6y +7z = —6x%z+y,— = 6%, =xet — = —2x3

ox? axay Y T %%x0z Yy dy oz 922

_ 3. Of _ ) o) o (2

2) SurD = (x,y,z) € IR?;x + z + 0: 5y = XP (x+z) a2 X (x+z),
of _ ) L xty Y of _ _yG+y) Y\ % _ vy V) yzy-2) A
5 = €xp (x+z) + x+z €xp (x+z) et 9z (x+2z)? €xXp (x+z)' ax2 ~ (x+2)2 €xp (x+z) + (x+2)3 exp (x+z) +
Y2 (x+y) A ’f 1 ¥\ _ x+2y v\ yG&ty) 'y ’f _ v
(x+2)* exp (x+z)' 0x dy T Xtz exp (x+z) (x+2z)2 €xp (x+z) (x+2z)3 €xp (x+z)' axdz  (x+2)2 €xp (x+z) +
2y(x+y) y y(x+y) v\ %%f_ 2 Y x+y v
(x+2)3 €Xp (E) + (x+2z)* €xp (E) '6_312 T (x+2) €xp (x+z) + (x+2z)? €xp (x+z)'
?*ft _ y v\ _ _xty v\ _ _xty vy *f _ 2y(x+y) v y2(x+y) v
dy 0z T (x+2)? €Xp (x+z) (x+z)? €Xp (x+z) (x+z)3 €xp (x+z) et 8z~ (x+2)3 €xp (x+z) + (x+2z)* €Xp (x+z)'
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— 3. Of 1y 2 Of _2x of  x.o o9 9f o 0°f 2 0% _
3) Sur D ={(x,y,z) EIR’;y # 0 et ZiO}.aX—Zlny oy = e et 5= Zzlny C 97 _O’Bxay_yz’axaz_
iz O _z2x 9fF  -2x L O%F  2x, o
zzlny *ay?  y2z’dyodz  yz? eTazz_z3lny'

Soit F(xy) = e¥ —x3 +y. Monfrer qu'au voisinage de (1,0),F(xy) = 0 définit y comme fonction

implicite de x. Calculer % (1).

Correction

Remarquons d'abord que F(1,0) =1 -0+ 1 = 0. D'autre part F est continue, admet des dérivées
partielles Z—i =ye¥ — 3x2 et Z—i =xe™ 4+ 1 qui sont confinues et 3—5(1,0) =2 # 0.Donc d'aprés le

théoreme des fonctions implicites, F(x,y) = 0 définit bien y comme fonction implicite de x. De plus

aF
L0 -3 3
2

OF
& 2
w0

d
cW=-

2 2
Soit f la fonction définie sur R? par f(xy) = %
1) Préciser ensemble sur lequel f est différentiable (faire un dessin rapide).

2) La relation f(xy) — 2 = 0 définit-elle, au voisinage de (0,e), une fonction ¢ telle que y = ¢(x) 2

(Citer le théoreme utilisé)

3) Calculer ¢'(0).

Correction

1) f est différentiable sur D ={(x,y) € R?; xy+1 # 0 et (xy) # (0,0)} (IR? privé de (0,0) et de

I'hyperbole croissante d'équationy = —i, de centre (0,0) et d'asymptotesx=0ety=0).

2) Remarquons d'abord que f(0,e) —2 = % — 2 =0.D'autre part f est continue sur D, donc sur un

2,
oz Y+ D=y In(x® +y?)

et

- L ive ielles L =
voisinage de (0,e), y admet des derivées partielles Pl )2
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of x—zzfyz(xy+1)—xln(x2+y2)

= qui sont continues sur D et a—f(O, e) =2+ 0.Donc d'aprés le théoreme des
oy (xy+1)2 oy e

fonctions implicites, f(x,y) —2 =0 définit bien y comme fonction implicite de x, soit ¢ cette

of
. —(0,8) —2e
fonction. Ona ¢'(0) = — & =28 _ g2
VO =50 =%

1) Soit f, une fonction homogéne de degré 1 et deux fois continGment différentiable.

Ecrire la formule d'Euler. En déduire que :

o°f 0°f

(]) xaxz +y6x6y

= 0. (on pourra dériver partiellement par rapport a x la formule d'Euler)

. 0%f ., 8%f
Trouver une formule analogue liant a9 et 3y on Montrer alors que

20%f _ 29
(2)X ax2 ay?

2) Soit f(x,y) = w

o Déterminer I'ensemble des ( x,y ) pour lesquels f est deux fois continOment

différentiable (faire un dessin). Monfrer que f est homogene et déterminer son degré

d'homogeénéite. Vérifier (1) et (2).

Correction
. : o O | Of
1) Le relation d'Euler s'écrit : x 72+ y 5- = f(x,y) (3).

Dérivons (3) partiellement par rapport & PR yaz—f =% D'ou la relation (1)
Tox 0x2 dyox  ox’ ’

i : Sy BL LU
Dérivons (3) partiellement par rapport a vy : X oy + 3y + Yo = 3y

2 2 2 2
2 ! s 07 _ 220 — 0. Or f est deux fois continoment

_ . 29 J _ — 7
Or xx (1) —yx (4) donne : x p +xyayax xyaxay ay2

différentiable donc d'aprés le théoreme de symétrie de Schwarz : % = % et (2) est vérifiée.
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2) fest définie et continUment différentiable sur D= {(x,y) € R?;xy + 1 > 0 et x + y # 0} (réunion des
deux sections planes sans leur frontiere, d'équation (x >y et y > 0 ) d'une part et (x < —y et y<
0) d'autre part).

a’xy ln(g+ 1)

ax+ay

Sur D, pour tout a # 0, f(ax, ay) = = af(x,y). Ainsi f est homogéne de degré 1.

af yzln(§+1)+xy af len(§+1)—x2 92 f 2y—x—2yln(§+1)
x T Gtz dy arp? a7 (x + )3

3
X ox21n(X 2 X 2_
9% f 7 2x ln(y+1)+2x o2f _ 2xyln(y+1)+x 2xy

57 = e oy = e . On vérifie alors (1) et (2).

x%+y?
z2

Soit f une fonction de R® dans R définie par f(x,y,z) = x3In

1) Donner I'ensemble de définition de f et I'ensemble sur lequel f admet des dérivées partielles
d'ordre 1.

2) Montrer que f est homogéne et préciser son degré d'homogénéité.

3) Calculer les dérivées partielles de f d'ordre 1 et vérifier la relation d'Euler.

Correction

1) f est définie et différentiable sur D = {(x,y,z) € R?; (xy) # (0,0) et z # 0}

24,2
2) Sur D et pour a € R*, f(ax,ay,az) = a3x3In {12522 = 43£(x,y,7), et f est homogéne de degré
y 22,2 y g g

3.

f _ 21 x2+y? 2x% af _ 2yx3 of _ —2x3
3) SurD,—= = 3x*In——+ 1y ay = Xiiy? ===

of af f _ 5.3 x*+y? 2x5 2y%x3 3 Of af f _ o3y ¥24y* | 263(x%+y?)
Et xax+yay+zaz— 3x>1n — +x2+y2+x2+y2 2x ,xax+yay+zaz = 3x°In = + ey

2x3 = 3f(x,y,z). Larelation d'Euler est bien vérifiée.
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La fonction de Coog-Douglas :
Soit f: (LK) » Q = K*L'*(0 < a < 1)
1) Calculer le taux marginal de substitution T de f.

2) En déduire I'élasticité de substitution o de f.

Correction
| _ 6L = QoK 1o K
aKo-1p1-a o L
_dk/L) 1 d(K/L) i K_ o d(K/L) _
) o= WL xdT/T == K/L Or d'aprés la question precedenTe = T donc - P et
T 1-a L~ _
m = D'ouo=1.
Remarque : Dans ce cadre % est proportionnel & T, c'est un cas simple.
La fonction de production C.E.S
Soit f: (LK) > Q=A[aKY+(1—a)L¥]"Y/7Y (A>0,y>1let0<a<1)
1) Calculer le taux marginal de substitution T de f.
2) En déduire I'élasticité de substitution o de f.
Correction
of
T [B I 1 - oL ™ oK+ (Lol ] -aXL"f" 1-a K il
)T = ar (1“}![(”(05[("#(] -q)L-1y T a TKY T « )
9K
_d®/L) T a AYYHL Ak |« 1 a N\MYHD-L g N1/
Jo =S4 Xy Oriciy = (5,1) 7 et S = ox o (0T) =TT
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-1
D'oU 6 = — X L(iT) x T = —. ¢ est donc constant d'oU le nom de ces fonctions (C.E.S =
1-a  y+1\1-« y+1

constant elasticity subtitution).
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