Fonctions numériques de deux variables

Ce cours vous est proposé par Odile Brandiere, Université de Paris Sud 11, UFR Jean Monnet et

AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.
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Objectif de la legon : Se familiariser avec les fonctions numériques de deux variables réelles, qui
associent un nombre a tout couple de nombres. Savoir calculer et utiliser les dérivées partielles.
Interpréter les lignes de niveau, courbes d'équation f(x,y) = constante ou f désigne une fonction

de deux variables.

Considérons une unité de production qui fabrique deux produits, 4 en quantité x et B en quantité
y. Le produit A demande n, heures de travail par unité produite, le produit B ng. n, et ng sont
fixés, en revanche on peut décider des quantités produites x et y. Le nombre d'heures de travail
nécessaire est fonction d'x et y & la fois : & tout couple de nombres positifs (x, y) on associe un

nombre : la quantité de travail T = nyx + nyy.
On note R? I'ensemble de tous les couples (x,y) formés de deux réels x, y.

Ici les quantités ne pouvant étre que positives, on dit que la quantité de fravail T est une fonction

des deux variables (x, y), définie sur le sous-ensemble D des couples de nombres positifs :

¥ et v sont deux nombres quelconques d'un ensetnble D
- ]

4 N
xy) eDo T(x,¥)=nsx+npy

T(x,y ) est un nombre, fonction de x et y

On peut déja faire les remarques suivantes :

Pour représenter T, on ne pourra pas utiliser une courbe d'un plan : chacune des variables x et
y peut prendre, indépendamment de 'autre, n'importe quelle valeur positive. Si on représente
toutes les valeurs possibles d'x sur un axe, et celles d'y sur un autre, x et y décrivent toute une

partie d'un plan, et il faut un 3éme axe pour représenter T(x, y).

Les représentations d'une fonction de deux variables se font dans I'espace, a trois dimensions. Si
n, = 50 et n, = 5, une variation d'une unité d'x engendre une variation de T 10 fois plus grande
qu'une variation d'une unité d'y. Pour les fonctions d'une variable, le lien entre la variation de la
variable et celle de la fonction est la dérivée. Pour une fonction de deux variables, il faudra
disposer de deux quantités analogues a la dérivée d'une fonction d'une variable : ce seront les

dérivées partielles.

Si on considére que la valeur de T est fixée par la capacité de travail T, de I'unité de

production, alors x et y ne peuvent plus varier indépendamment : le choix de I'une d'elles
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détermine l'autre, x et y ne décrivent plus un plan, mais une courbe, ici la droite d'équation

ngx + ngy = T.

Définition : couple, R? : Deux nombres, x et y, forment un couple noté (x,y). Ce couple est

ordonné ce qui signifie que (2,10) et (10,2) sont considérés comme étant des couples différents.

L'ensemble de tous les couples de nombres réels est noté R?, ou R x R. De facon générale,
l'ensemble des couples (x,y) ou x est dans un ensemble D; et y dans un ensemble D, est noté

D, X D,.

Par exemple I'ensemble de tous les couples (x,y) formés par un nombre x positif et un nombre y

négatif est noté R x R™.

Définition : fonction numérique de deux variables : Il s'agit de I'association, & certains couples de

RZ, d'un nombre réel.

Par exemple : (x,y) € R » xy + x2,

(x,y) € R* XR* > Vx + [y,
1
(x,y) ER* XR* » —
Xy

Ensemble de définition : C'est I'ensemble des couples (x,y) pour lesquels la fonction f(x,y) est
définie. Il s'agit d'un sous-ensemble de R?, on pourra le représenter dans un plan, muni d'un

repére. On porte x et y sur les axes.

Par exemple,

La fonction (x,y) » /1 + x +y est définie sur
'ensemble D, des couples (x,y) tels que 1+
x+y=0. Ce domaine est délimité par la . _Dl ¥

droite d'équationy = —x — 1
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La fonction (x,y)»—— est définie sur
1+xy

'ensemble D, des couples (x,y) tels que xy #
-1, c'est-a-dire R? privé de I'hyperbole

d'équationy = —%

La fonction (x,y)+~ ﬁ+ Vx est définie sur
'ensemble D; des couples (x,y) tels que x >

0ety >0, c'est-O-dire Rt x R*.

La fonction (x,y) » . /1+xy est définie sur
'ensemble D, des (x,y) tels que xy > 1, il est

limité par I'nyperbole d'équation y = —%
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2 4
Considérons la fonction suivante, f: (x,y) = f(x,y) = 2L Fe fy)

x2+y*
est définie sur tout R? sauf pour (x,y) = (0,0) pourtant, sur le
graphique, il semble qu'a mesure que (x,y) s'‘approche de (0,0),

f(x,y) s‘approche d'une valeur fixe :ici 1.

La notion de limite est plus délicate que pour une variable. Ici, (x, y)
peut approcher (0,0) de différentes facons. Par exemple, on a
tracé f(x,y) pour les (x,y) oU x vaut toujours 0 (courbe bleue), et
pour ceux pour lesquels x = y (courbe rouge). On approche ainsi

de (0,0) par des chemins différents, on constate que quel que soit

le chemin que l'on prend pour approcher de 0, f(x,y) s‘approche

toujours de 1. On dit que f a pour limite 1 en (0,0).

Une formulation intuitive de la notion de limite est la suivante : on écrit que f(x,y) a pour limite L

en (a,b), et onle note (x; y) = (a; b) (xyl)in%ab)f(x,y), lorsque f(x,y) approche L avec toute

précision, aussi fine soit-elle, dés que (x,y) est assez proche de (a, b).

Cette formulation est suffisante pour aborder tous les exercices que vous rencontrerez, mais &
titre indicatif, voild une définition plus rigoureuse (que I'on ne vous demande pas d'apprendre)
D((a, b),r) désigne le disque centré en (a, b) et de rayon r, c'est-O-dire I'ensemble des (x, y) tels

que (x —a)?>+ (y—b)? <r2.

Définition : f, d'ensemble de définition E, a pour limite L en (a, b) lorsque :
e Pourtoutr >0,D((a,b),r) N E n'est pas vide.

e Pourtout p > 0, il existe un nombre r, > 0, tel que pour tout (x,y) de D([ab,) NE, L —p <
fl,y)<L+p

2 2
Exemple de fonction ayant une limite en 0 : Montrons que  lim 20 _

(x,y)-(0,0) x2+y?

In(1+x2%+y?)

On considere la fonction f : (x,y) € R*\{(0,0)} » e
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On utilise linégalité : pour tout u =0, 0 < In(1+u) <u, que l'on peut montrer en étudiant sur

[0,4+o[ la fonction u = In(1 4+ u) —u.

On en déduit : pour toutu >0, 0 < l"(\}f“) <.

u

On a donc : pour toute précision p > 0, et pour tout (x,y) # (0,0) du disque centré en (0,0) de

In(1+x2+y?)

rayon p, 0 < x? +y? <p? doU 0< N2 < Jx2+y2<p, cest-a-dire 0 < f(x,y) <p, ce qui

In(1+x2+y?) _

(x,yl)lf(lo,O) JxZ+y? 0.

prouve que

Un exercice plus courant est de prouver qu'une fonction n'a pas de limite en un point (a, b). C'est
en fait souvent plus facile que de prouver qu'une fonction de deux variables a une limite. La
technique est la suivante : on approche (a, b) par un chemin particulier, ce qui permet de se
ramener a I'étude d'une limite d'une fonction a une variable. S'il existe un chemin sur lequel il n'y
a pas de limite, ou des chemins sur lesquels les limites sont différentes, alors la fonction n'a pas de

limite en (a, b).

Définition : On dit qu'une fonction f de deux variables est continue en (a,b) si f(a,b) =

lim X,
(x,¥)~(a,b) feoy)

Propriétés : ces propriétés sont ici admises.

Les polyndmes de deux variables sont continus sur R?, les fonctions rationnelles (c'est-a-dire les

guotients de polyndmes) de deux variables sont continues sur tout leur domaine de définition.

Toute composée de fonctions continues est continue.

Ces deux propriétés, alliées au fait que toute fonction usuelle d'une variable est continue sur son
domaine de définition, assurent que les problémes de continuité que vous rencontrerez ne se

poseront que I ou il y aura un probléme de définition.

Par exemple, considérons la fonction g :

n(1+x2+y?)

(x,y) ER* = g(x,y) = J30? L, six#00Uy # 0
0,six=y=0

Continuité sur R\ {(0,0)} :
Sur R2\{(0,0)}, g est la composée de la fonction polyndéme de deux variables :

(x,y) € R? » x2 + y2, contfinue sur R?, par la fonction d'une variable :
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n(1+u)

Vu
fonctions usuelles.

u€eER; - , qui est continue sur son domaine de définition R%, en tant que quotient de deux

g est donc continue sur R?\{(0,0)}.
Continuité en (0,0) :

2 2
Il o &té prouvé au paragraphe précédent que  lim 2ty

= 0,donc lim x,y). Donc
)00 Jazty? LAY

g est continue en (0,0).

Donc g est continue sur tout R2.

Considérons la fonction f définie sur R?, par :

() ER? - fx,y) =x*(y—1)

On essaie de préciser la variation de f par rapport & x d'une part, par rapport a y d'autre part.
Par exemple au point (3,5),

e Onfixe y =5 et on considere la fonction d'x uniquement : x € R » f(x,5) = 4x2. Cette
fonction d'x est dérivable sur R, sa dérivée est x € R » 8x. Cette dérivée est appelée

dérivée partielle de f(x,y) par rapport a x, au point (3,5) : %(3, 5) = 24.

e Onfixe x = 3, et on considere la fonction d'y uniquement : y e R » f(3,y) = 9(y — 1). Elle
est dérivable, sa dérivée est y € R » 9. Cette dérivée est appelée dérivée partielle de

f(x,y) par rapport a y, au point (3,5) : % (3,5) =09.
De facon générale, en un point (a, b),

La dérivée partielle de f par rapport a x, & y constant, au point (a, b), est la dérivée de la fonction

d'x uniguement : x » f(x, b). Si cette limite existe, c'estdonc  lim ) =f@b) 5 g note & (a,b).
(x,y)—-(a,b) X—a ox
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La dérivée partielle de f par rapport a y, & x constant, au point (a, b), est la dérivée de la fonction
d'y uniguement : y » f(a,y). Si cette limite existe, c'est donc : (x,yl)if(la,b)W' On la note
%(a, b).

Exemple : considérons la fonction : f: (x,y) € R? - xy?

Elle admet en tout (a, b) de R? des dérivées partielles : (a,b) € R? » Z—i(a, b) =b?et (a,b) ER* >

Z—’;(a, b) = 2ab, ce que l'on note abusivement :Z—i(x,y) =y? et %(x, y) = 2xy

Les dérivées partielles sont aussi appelées dérivées partielles premiéres, ou encore d'ordre 1, pour

les différencier des dérivées partielles d'ordre supérieur, objets du paragraphe suivant.

Remarque : Il existe un lien entre dérivées partielles et continuité. Si une fonction d'une variable

est dérivable en un point x,, alors elle est continue en x,.

Avec deux variables, le lien est un peu plus fin :

Propriété : Si une fonction de deux variables a des dérivées partielles continues en un point (a, b),

alors elle est continue en (a, b).

Dérivées partielles secondes
Si une fonction admet des dérivées partielles sur fout un ensemble D de R?, les fonctions (x,y) €
of

Dw g—fc et(x,y)eDw oy sont elles mémes des fonctions de deux variables, définies sur D. Il se peut

gu'elles aussi aient des dérivées partielles. Celles-ci sont appelées dérivées partielles secondes.

Exemple : considérons la fonction de deux variables : f: (x,y) € R? » x? — xy?

Elle admet des dérivées partielles sur tout R? : Z—i (x,y) = 2x — y3;g—§(x, y) = —3xy2.

Ces fonctions ont elles-mémes des dérivées partielles sur tout R? : %(Z—D (x,y) = 2 cette dérivée
2
partielle est notée % (x,¥). ou f2(x,y).

a (0 oy . . 02 "
5(%) (x,y) = —3y? ceftte dérivée partielle est notée ﬁ(x, ¥), OU fyy (x,¥)

a (o a L . L "
p (é) (x,y) = = (—3xy?) = —3y? cette dérivée partielle est notée ay—afx (x,¥),0U fiy (x,¥).

9%f _ o%f
dydx Cx, y)  axdy

On remargque que (x,y), ceci est une propriété générale sous certaines

hypotheéses.
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Définition : dérivées partielles secondes

On pose, si ces dérivées partielles existent :

a%f " a (of C AR A : S of
@(x, y), ou f2(x,y) : 5(5) (x,y) : dérivée partielle, par rapport a x, de F

9 (Z—’;) (x,v) : dérivée partielle, par rapport & y, de g—’;

2 (x,), 0u f14(x,y) :
ayz ;y ’ y2 ry M ay

*f
dx 0y

(x,),0U fi5,(x,¥) : %(Z—i) (x,y) : dérivée partielle, par rapport a y, de %

a (o L . R a
ay; (x,y). ou fyr(x,y) : E(é) (x,y): dérivée partielle, par rapport a x, de é

Propriété : S| — e’r son’r définies et continues en un point (a, b), olors (a b) = aay;x (a,b)

Dérivées partielles d’ordre supérieur a 2
Ce paragraphe peut étre omis en premiére lecture, les problémes que vous rencontrerez

utiliseront principalement les dérivées partielles premieres et secondes.

On définit par récurrence les dérivées partielles d'ordre n d'une fonction numérique f de deux
variables en dérivant lorsque ces dérivées existent, les dérivées partielles d'ordre (n— 1) par

rapport  x, puis par rapport a y :

Pourn=3:

- = ax (a :

59on =~ x5 ) et les autres dérivées partielles possibles en échangeant x et y :

d*f d*f
ay ox0x ay 0x )’ dx Oy ox  dx\ox dy

2 aZf
ay ay ox (6 y> J0x 0x ay dy <6x 6x>

0 o f d%f
ayaxay dy \ 0y ox axayay ay dx dy
3f _ % f
dydydy 09y \dydy

Et pour n quelconque : o ___ 9 ( ki )

dxdy..0xdy _ dy \9xdy.ox)’
Et toutes les autres possibilités en dérivant par rapport a x ou a y.

Du fait de la propriété précédente, si f admet en (a,b) des dérivées partielles premieres,

secondes, et troisiemes confinues, I'ordre de dérivation n'intervient pas, par exemple

Mathématiques 1, Odile Brandiere, , 9



http://aunege.fr/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

L (ah) = 32

i L. 2 3f
5% 5y = 92y 0n (a,b) (a,b). On note alors cette dérivée oy (a,b)

T dyoxox 9x2d

De facon générale :

Définition : Si f, fonction de deux variables, admet en (a, b) des dérivées partielles jusqu'a I'ordre

n, confinues en (a, b), alors pour tous entiers k, p tels que k +p <n, on note

ak+pf
oxk oyp

d x, et p fois par rapport a y.

(a, b), la dérivée partielle obtenue en dérivant, dans n'importe quel ordre, k fois par rapport

Rappel sur les fonctions d'une variable : dans le cas d'une fonction f d'une variable, si f admet

un nombre dérivé f'(x,) en x,, alors il existe une approximation de f par une fonction affine, au

voisinage de x, et au premier ordre, c'est-a-dire que pour tout h tel que x, + h appartient au
domaine de définition de f, f(xq+ h) = f(xy) + hf'(xy) + he(h), ou }lil’%s(h) =0, c'est-a-dire

he(h) <, h.

Exemple : prenons f =1in, xo =1, In(1) =0, In'(1) =1/1 =1, pourtouthde ] —1;+oo[:
Inl+h)= 0 + hx1 + he(h)

fA+h) = fQA) + hxf'(1) + reste he(h) <y h

On refrouve le développement limité a l'ordre 1, au voisinage de 1, de la fonction In.

Extension aux fonctions de deux variables

On a une définition analogue, mais cette fois le reste et la fonction qui joue le méme réle que la

fonction affine, s'appliquent & deux variables :

Exemple : prenons f(x,y) = x? + y2, pour tout h et tout k de R, on s'intéresse & f(x,y) pour (x,y)

proche de (1,3).f(1 + h,3+ k) = 10 + 2h + 6k + h? + k2, ce qu'on peut écrire :
f(A+h3+k)=10 + 2h + 6k + r(hk)
f(1,3)  +termelinéaireen (h,k) + reste, h® +k* K(gg) |h| + |kl

r(hk) _
(hKk)={(0,0) IRI+IKl —

ou r(h, k) = h? + k? vérifie r(h, k) <0 |h| + k|, c'est-a-dire

En voici la preuve (donnée a titre indicatif, il n'est pas nécessaire de savoir la refaire) :

Mathématiques 1, Odile Brandiere,
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h2+k? h2+k?+2|h||k h|+|k|)? LN h2+k?
< < |”|=(|||D,douo<

2
Pour tout (h k) de R* tels que (h,k) # (0,0),0 < R S Rl T = e =

. h2+k?
lim =
(h,k)=(0,0) |h|+k]|

(lh| + |k]), donc

On dira gu'une fonction de deux variables est différentiable en (a, b) s'il existe deux nombres A et

u ne dépendant que de a et b, tels que pour tout h et tout k,

f(a+hb+k)=f(ab)+ Ah+ uk +r(h, k), our(hk) K(o,0 |hl+ |kl

On montre facilement que dans ce cas, Z—i(a, b) =2 et %(a, b) = u, on peut donc écrire la

P . . df of
définition ainsi : ha(a, b) + kﬁ(a’ b)+ ...

Définition : fonction différentiable

On dit que la fonction f : (x,y) € D » f(x,y) est différentiable en (a, b) si f est définie sur un

disque ouvert contenant (a, b) et si pour tout (h, k) tels que (a + h, b + k) soit dans D,

of af
fla+hb+k)= f(a,b) + ha(a,b)+k@(a,b) +
constante terme linéaire

r(h,k)

ou r(h, k) infiniment petit devant |h| + |k]| signifie : L A T

= 0, et se note, de facon

analogue au cas des fonctions & une variable : r(h, k) <) |hl + |k|

La fonction de I'exemple précédent est donc différentiable en (1,3). Mais pour le prouver, il a
fallu conduire un calcul sur le reste r(h, k). Ce qui sera inutile dans les exercices que vous

rencontrerez cette année, gréce a la propriété suivante :

Propriété : Si f : (x,y) € D » f(x,y) admet en (a, b) des dérivées partielles continues alors f est

différentiable en (a, b).

Exempiles :

La fonction f de I'exemple précédent : (x,y) » x2 + y? est différentiable, non seulement en
(1,3), mais aussi en tout (x,y) de R2. Car :Z—i(x, y) =2x et Z—;(x, y) = 2y sont des fonctions
continues sur R?.

La fonction g définie sur R? : g(x,y) ~ xy? est différentiable sur tout R? cor‘;—i(x, y) =y? et

g—i (x,¥) = 2xy sont des fonctions continues sur R2.
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Le terme linéaire de la définition précédente s'appelle la différentielle de f :

Définition : a et b sont deux nombres réels fixés. Si f est différentiable en (a, b), alors la fonction
de deux variables : (h, k) — hZ—i (a,b) + k%(a, b) est appelée la différentielle en (a, b) de la

fonction f. Elle est notée df, ;) ou, abusivement, df.

Exempiles :

f(x,y) » x2 + y?, est différentiable en tout (x,y) de R?, sa différentielle en (x,y) est la fonction
df(x,y) : (h,k) » 2xh + 2yk. Par exemple en (1,3) la différentielle est df(1,3) = 2h + 6k.

g : (x,y) » xy? est différentiable sur tout R2. Sa différentielle en (x,y) est la fonction de (h, k) :

(h,k) € R? » y2h + 2xyk en (2,3) la différentielle de g est dg(2,3) : (h,k) € R? » 9h + 12k
Notations courantes :

¢ lafonction définie de R? dans R par : (h, k) = h est notée dx

e lafonction (h, k) » k est notée dy

e avec ces notations, on écrit : df = Z—idx + Z—idy
Exemples : la différentielle de f : (x,y) » x? + y? est df = 2xdx + 2ydy, ce qui signifie qu'il s'agit,
pour x et y fixés, de la fonction (h, k) » 2xh + 2yk.

g : (x,y) » xy? est différentiable sur tout R?, sa différentielle est : dg = y2dx + 2xy dy , ce qui
signifie que pour x, y fixés, la différentielle en (x, y) est la fonction de deux variables (h, k) :

(h,k) € R? » y%h + 2xyk.

La différentielle premiére indique une approximation d'une fonction par un polyndme de deux

variables de degré 1.

La différentielle seconde consiste d faire une approximation plus fine, a l'aide d'un polynéme du

second degré. On dira que f est deux fois différentiable en (a, b) € D si, quels que soient h et k,

telsque (a+ h,b+ k) €D,

fl@a+hb+k)=Phk)+rhk)

oU r(h, k) <o) |hl*+ [k|? et oU P(h, k) est un polyndme du second degré en h et k, c'est-G-dire

P(h,k) = a + Bh + yk + §h? + pk? + Ahk.

On montre facilement que les coefficients du polyndme P sont liés aux dérivées partielles de la

fonction f, et la définition peut s'écrire :
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Définition : fonction deux fois différentiable

Une fonction f de deux variables, définie sur un domaine D, est dite deux fois différentiable en

(a,b) € D si, pour tout (h, k) telque (a+ h,b+ k) €D :

of of 0*f azf o*f
fa+hb+k) = (ab)+h>(a, b)+k—+ 7 (a7 @ b) + k5o (a B+ RCOE

polynome du second degré a deux variables (h k)

——(a,b) + r(h k)

res te

avec r(h, k)(8,8)|h|? + |k|?

Propriété : pour qu'une fonction f(x,y) soit deux fois différentiable en un point (a, b), il suffit que

toutes les dérivées partielles premieres et secondes de f soient définies et continues en (a, b).

Exemple : la fonction g : (x,y) = xy? est deux fois différentiable sur R car elle admet sur tout R des

dérivées premieres et secondes continues (car ce sont des polynémes) :

of of 92 0 02f 02f
— 2. — . — 2y —0. — 9y —
o xy) =y*; ay (xy) = 2xy; 2 (xy) p (y*)=0; 3y2 (xy) = 2x; axdy (xy) =2y

Reprenons I'exemple des dérivées partielles premieres :
fy) =x*(y—1)
Fixons une valeur a f(x,y). par exemple f(x,y) = 50.
On a : f(x,y) =50 © x?(y — 1) = 50. Cet ensemble est une courbe du plan R?, d'équation

C e . 2
x2(y — 1) = 50, ce qui s'écrit encore : x ¢0e’ry=;+1

Graphiguement, fixer f(x,y) = 50 revient a ne retenir que les points
a l'intersection de la surface z = f(x,y) et du plan z = 50. Il s'agit de

la courbe rouge.
L'équation de cette courbe, dans le plan z = 50, est x2(y — 1) = 50.

Dans le plan, la courbe d'équation x%(y —1) = 50 est appelée

courbe de niveau 50 de la fonction f.
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Définition :

La courbe du plan f(x,y) = K, oU K est une constante, est appelée courbe de niveau K.

On peut construire sur le plan (x,y) toute une série de courbes de niveau. Cela ne permet pas

seulement de représenter le lien entre x et y pour f(x, y) fixé, mais aussi de représenter sur un plan

toute la structure de la surface z = f(x,y). En effet, plus les lignes de niveau se resserrent, et plus

f(x,y) croit ou décroit rapidement. On arrive ainsi avec des courbes planes & se faire une bonne

idée de la surface z = f(x,y).

Ici, les lignes se resserrent pour les grandes valeurs d'x, cela correspond au graphique précédent,

ou z croit ou décroit plus rapidement pour les grandes valeurs d'x.

Courbes de niveau f(x,y) = k pour différentes valeurs bRl | k=8000
de k. En rouge, la ligne de niveau 50 du graphique ci- j ‘
joint. il ‘
z k=10 10\ k=1 000
a8 | 50¥\_\_
: U
‘*‘NAQ\\ﬁ:iUT .‘0 ) /ﬂ/—
20
k =-800

On se représente mieux la surface avec de nombreuses
lignes de niveau :

1

Un autre exemple : f(x,y) = G5Ol

8 000

52
e A‘_‘_’___--h\\-\

b e i f(x.y)

/27 \
) ]

\ / I
25, 10 A7

-2\“ \\\ —,// a

Les lignes de niveau indiquentunpicenx =5,y =1... Que voila !
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Remarque : sur les graphiques précédents, on peut remarquer que les lignes de niveau ne se
croisaient pas. En fait, c'est une propriété générale, dont la preuve, trés simple, fait I'objet du Ter

exercice.

Propriété : Pour une méme fonction, des courbes de niveau différentes n'ont pas d'intersection

Comment citer ce cours ?
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