Etude locale d’une fonction

Ce cours vous est proposé par Odile Brandiere, Université de Paris Sud 11, UFR Jean Monnet et

AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.

Exercices corrigés

Exercice 1

I Consigne

Soit f(x) = In(2x + 3) pour x = —1.

1) Donner une majoration de f'(x) et en déduire une majoration de In(2x + 3) par un polyndéme

de degré 1 sur [—1; +oo].

2) Donner alors une majoration de n(3).

I Correction

2
2x+3°

1) f est définie et dérivable sur [—1; +o[ et f'(x) =

Sur[—1;+oo[,2x+3 210<——<1let0<f(x)<2.

D'aprés la premiére conséguence du cours,

Pourtoutx € [-1;4o[, 0 < f(x) — f(—1) <2(x+1) et puisque f(—1) =0
0<sf(x)<2x+2

2) Pour x = 0, la derniere inégalité donne : In(3) < 2.
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Soit f(x) =+V3x + 4 pour x = 0.

1) Montrer que pour tout x et y positifs :

)~ FO Sl

2)Montrer que pour tout x > 0,

£~ 4 < 2lx—4

Correction

1) f est définie et dérivable sur [0; +oo] et f'(x) = ﬁ

1
V3x+4

Sixe 0400 3x+42 4V T422, <zeto<f(¥)s<

»-P.IUJ

D'apres la deuxieme conséquence du cours, on en déduit que pour tous x et y strictement
positifs, |[f(x) — fFY)I < zlx —yl. On remarque que l'inégalité reste vraie si x ou y ou les deux sont

nuls.

2) En remarquant que f(4) = 4 et en utilisant la derniere inégalité a x = 4, on obtient

£~ 41 <3 lx—4

Soit f(x) = exp(—x? + 3x) + x sur [0 ; 3]. Monfrer que le théoréme des accroissements finis

s'‘applique et déterminer c graphiquement puis par le calcul.

Correction

f est définie, continue et dérivable sur [0; 3] et f'(x) = (—2x + 3) exp(—x? + 3x) + 1. En appliquant

le théoreme des accroissement finis on obtient :
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Graphiquement : | existe un point C(c; f(c)) de C(f) situé entre A(0;1) et B(3;4), oU la tangente &
C(f) est parallele a (AB).

Graphiguement onlit c = 1.5

Parle calcul : f(3) — f(0) = f'(c)(3—0). Or f(0) = 1 et f(3) = 4. c vérifie donc (—2c +
3)exp(—c? +3c) + 1 =1, soit (—2c + 3) exp(—c? + 3c¢) = 0 et (—2c + 3) = 0 puisqu'une

. 3 . . .
exponentielle est non nulle, donc ¢ = > Ce qui confirme la lecture sur le dessin.

: . 1 1/x . 1o/ 1
50|en’rg-xl—>x2e e’rf-xl—>2e +5x.
1) Montrer que g est une bijection de [1; +o[ dans un intervalle I que I'on déterminera.

2) Montrer que pour tous x et y de [1; +oo] :

e —

L
nyl

IfG) = fl <

Correction
1) Si g(x) = el/%, g est définie et dérivable sur [1;+w[ et g'(x) = —el/* — Zel/%,
Sur[1;+oo], g'(x) < 0 et g est une bijection décroissante de [1;+o[dansI =] 0; e] (en effet f(1) =

eet lim g(x)=0puisque lim == lim —=0et lim e/* =1).

X—+00 X—+00 X X—+o00 X X—+00
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2) f est définie et dérivable sur [1;+w[ et f'(x) = ——el/* +-= -~ g(x) +.

Orsur [1;+0[, 0 < g(x) e, donc —S<—2g(x) <O et =< f'(x) <

N | =

Or 12;9 ~ —0.86, donc |f(x)| < e;—l et en appliguant la deuxieme conséquence du théoreme des

accroissements finis,

e—1| |
2 XY

lf() = fFI <

Déterminer les D.L. au voisinage de 0 et a l'ordre 4 des fonctions suivantes :
1) fix »V1—x2

2) f:x Hln(%+x)

3) frix mexp(x?+x+1)

4) fix o 2%+

Correction

1) Posons u = —x2. Si x est voisin de 0,u aussi et on a d'aprés le cours (1 +u)/2 =1 +%u — %uz +
u?e(u) avec lirr(l)s(u) = 0. En remplacant u par —x2, on obtient : V1 —x2 =1 —%xz —%x‘* + x*e(x)
u—

avec limes (x) = 0.
x—0

2) In (%+ x) =In (%(1 + 2x)) = ln%+ In(1+ 2x). Or u=2x est voisin de 0 puisque x l'est et en
remplacant x par u dans le D.L. de I'encadré du cours :

In(1 4+ u). Et en remplacant u par 2x :

In(1 + 2x) = 2x — 2x? + §x3 —4x* + x*e(x) avec Lig(l)s(x) =0.Etln G + x) =—In2+2x —2x?+ §x3 -
4x* + x*e(x).

3) exp(x? + x + 1) = eexp(x? + x). Et si on pose u = x% + x, u est voisin de 0 puisque x l'est et en

remplacant x par u dans le D.L. de I'encadré du cours :
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2 3 4
ev=14u+ u?+ %+ Z—4 + u*e(u) avec lim e (w) = 0. Ef en remplacant u par x2 + x
u—

(x%2+x)% | (x%+x)3 n (x2+x)*
2 6 24

exp(x?+x) =1+ (x*+x) + + x*e(x) avec ling)s (x)=0.
X—

En ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal d 4 dans la partie réguliere, les autres
rentrant dans le reste :

7x3  25x*
6 24

7x3 25x4)

4 2 — 32 | 7xd
+ x*e(x) et exp(x +x+1)—e(1+x+ T ”

2
exp(x? 4+ x) = 1+x+%+
x*e(x).

4) 2¥+1 = 2 x 2% = 2¢*I"2 Posons u = xIn 2, u est voisin de 0 puisque x I'est et en remplacant x par
u dans le D.L. de I'encadré du cours :

2 3 4
ev=1+u+ u?+ u?+ 12‘—4 +ute(u) avec lim ¢ (u) = 0. Et en remplacant u par xIn2
u—

2 3 4
in2)” | 2y G2l 4 s4e(x) avec lime (x) =0, et 271 =2x2* =2+
xX—

2 =e*"2 =1+4+xIn2+
2 6 24

(n2)® 5  (In2)*

(2In2)x + (In2)%x2 + —x+ Tx‘* + x*e(x).

Donner un D.L. & I'ordre 2 au voisinage de 0 de x - In(1 + e%).

Correction

2
Pour x voisin de 0,e* =1 +x + % + x2g(x) avec lim e (x) = 0.
xX—

2 2
In(1+e*)=In <2 +x+x7+xzs(x)>. Posons u = x +x7+x2.»:(x), si x est voisin de 0, u aussi et

In(2+u) =In (2 (1 + %)) =In2+In (1 + %) et puisque % est voisin de 0, on peut remplacer x por%

u u

dans le D.L. du cours et In (1 + %) =2 ?2 +u?e(u) avec Lirr(l)g (u) = 0. Et enremplacant u par x +

x; + x2¢(x), on obtient :

2 2 2
<x+x7+x2£(x)> <x+x7+x2£(x)>

In(1+e*)=In(24+u)=In2+ > 5

+ x2%¢e(x) avec lirrés (x) =0. On ne garde
xX—
pour la partie réguliere que les termes de degré inférieur ou égal a 2, les autres rentrant dans le

2 2 2
reste :in(1+e*)=In2 +§+x7—%+x2£(x)=ln2 +§+%+x2£(x).
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1) Donner le D.L. & l'ordre 2 et au voisinage de 1de g : x » 1+ (x — 1)e* 1.

2) Donner un D.L. a l'ordre 2 et au voisinage de 1 de f: x » In(1 + (x — 1)e*™1).

3) Soit h la fonction définie par h(x) = % et h(1) = 1. Montrer que h est continue et dérivable en

1.

Correction

1)Posons x =1+ h.g(x) = g(1+ h) =1+ he®. Et puisque h est voisin de 0 lorsque x est voisin de
l,eh=1+h+ h; + h%e(h) avec glirrés (h)=0.Etgl+h)=1+h+h*+ h; + h3e(h) (Le terme d'ordre

3 rentre dans le reste d'ordre 2) g(1 + h) = 1+ h + h% + h2s(h).

Onadonc:gx) =14+ x—-1)+ (x—1)?+ (x—1)%e(x — 1) avec lirqs(x—l) =0.

2) Utilisons toujours le méme changement de variable : f(1 + h) = In(1 + he") = In(g(1 + b)) et en

utilisant le résultat précédent : f(1+ h) = In(1 + h + k% + h%e(h)).

Posons u = h + h? + h?e(h), u est voisin de 0 puisque h I'est et en remplacant x par u dans le D.L.

du cours :

n(l+uw) =u-— ”72 + u?e(u) avec liné e (u) = 0. Puis en remplacant u par h + h? + h?e(h), on obftient
u—

(h+h2+hzs(h))2
2

f(1+h) = (h+h?+h%e(h)) - + h2%e(h) avec lim e (h) = 0. Et en ne gardant que les

termes de degré inférieur ou égal a 2, les autres rentrant dans le reste d'ordre 2: f(1+h) = h+

P+ hZe(h). Soit f(x) = (x = 1)+ E 4+ (x - D2e(x — 1) avec lime (x— 1) = 0.

3) h est continue en 1 si ef seulement si lirr}h(x) = h(1). Or lin}h(x) = lin}M = lin} ((x -1+
x—> x> X xX—

—-1x—1

(x-1)
2

G 4 (- 1)%e(x - 1)) lim h (x) = lim (1 + 2 (r— De(x — 1)) =1=h(1). Et h est bien

continue en 1.

h(x)—h(1) h(x)-h(1) _

h est dérivable en 1 si et seulement si lim
x-1 x—1

existe et est finie. Or liT‘rll
xX—

<1+(x2;1)+(x— 1)£(x—1)>—1

lim =lim (1 +e(x — 1)) =1 h est donc bien dérivable en 1 et h'(1) = S
x-1 x-1 x—1 \2 2 2
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e*—x—1

Calculer ¢ l'aide d'un D.L. adéquat, lim—2

Correction
2
D'aprésle D.L. du cours, e* =1+ x + x? + x2%¢(x) avec lirrols (x) =0.
xX—

2 2
x 2 x 2
1+x+—+x%e(x)—x—-1 —+x%e(x) 1 L eX—x—1
2 ——=lim-+ e(x).Et im——=
x—0 2 x>0 X

. eX—x—1 . .
Donc lim = lim = lim
x-0 x? x—0 x? x-0

N |-

1) Déterminer le D.L. a lI'ordre 2 et au voisinage de 1 de x - xInx.

xInx

2) En déduire lim
x—-1

x2-1"

Correction
1) Posons x = 1+ h (x est voisin de 1, donc h est voisin de 0). D'apres le cours puisque h est voisin

de 0,In(1+h) = h — “7 + h2e(h) avec lim e (h) = 0. Et

(x—1)?
2

xlnx = (1+h)In(1+ k) = (1+h)<h—h;+h2£(h)> =h+% +h%(h) ou xlnx=(x-1)+ +

(x —1)?%e(x — 1) avec lin}?, (x—1)=0.
x—

12
. xlnx . (x—1)+ﬁ+(x—1)zs(x—1)
2) li = 2
x>1x2-1 x51 x2-1
. xInx . 1+(x;1)+(x—1)s(x—1) 1
lim = lim ==,
x—>1x°-1 x—-1 x+1 2
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Soit f: x » et/ *Vx2 — 1.

f()

1) Déterminer un D.L. d'ordre 3 de — au voisinage de +oo.

2) En déduire que C(f)admet une asymptote oblique quand x — +oo.
3) Etudier la position de C(f) par rapport & cette asymptote.

4) Faire de méme pour x - —oo, sans recommencer tous les calculs.

Correction

1) Posons h = (SI x est voisin de +o, h est voisin de 0F). e/*Vx2 — 1 = e

\/1—h2 (car h >

0).

19 _ pf (%) = e"V1 — h2. Or puisque h est voisin de 0.

X
=1+h+ h; + %3 + h3e(h) avec ;lf"(%‘g (h) = 0etV1—h2 = (1 - h?)2etenremplacant x par h? et

m par % dansle 2¢me D L. 'encadré du cours, V1 —h2 =1 — h; + %4 + h*e(h) avec }lirr(lJ e(h) =0.D'oU
h1—h2 = (1 +h+ h?z + %3 + h3s(h)) (1 - h; + %4 + h4s(h)>, et en ne gardant que les termes de

degré inférieur ou égaux A 3 dans la partie principale, on obtient le D.L. d'ordre 3e"V1—h2 =1+

h+ +h3 (h). E’rf(x)_1+ ~+—+=e(3)avec lim £(3)=0.D'00 f(x) =x + 1+ +=2(3).

6x3 X—+0o

2) On en déduit que lim (f(x)— (x+1)) = Jim (i+izs(l))=0. Et donc que la droite
x—+00 x X

6x2

d'équation y = x + 1 est asymptote oblique & C(f) quand x tend vers +oo.

) f)—(x+1)= é + xizs(x) > 0 au voisinage de 4o puisqu olors—s( ) est négligeable devant

6—)1(2. C(f) est donc au-dessus de I'asymptote quand x tend vers +oo.

4) Quand x tend vers —o, le calcul est frés semblable, mais h tend vers 0~ et

—hvV1 — h2. Et % = hf (%) = —e™/1 — h2. Ensuite les calculs restent valables e’r% = - (1 ot —+

6x3

ig(i)) avec lim gG):O. D'ou f(x)——x—l————s(%). Ainsi C(f) admet la droite

x3 X—+00
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d'équation y = —x — 1 comme asymptote quant x tend vers —co et la courbe est en dessous de

l'asymptote.

Eneffet lim (F(0) - (—x - 1) = lim (-L-Ze(}))=0etfeo-(x-D=-Z-2e(}) <0au

x—>+00 6x2 x2 x2

voisinage de —oo,

Soit f : x = V4x3 —12x pour x > 3.

f()

1) Déterminer un D.L. d'ordre 2 de = au voisinage de +».

2) En déduire que C(f) admet une asymptote obligue quand x — +oo.

3) Etudier la position de C(f) par rapport & cette asymptote.

Correction

) Va1 = i (1-2) = Va1 2 = Vi (1-2) donc 22 = 43 (1 - 2) "

Posons h =% (h est voisin de 0 puisque x tend vers +oo ) et ¥= hf (%) = 34(1 - 3h?)'/3. En
remplacant x par —3h? et m por% dans le 2¢me D L. I'encadré du cours, on obtient (1 — 3h?)1/3 =
1—h? + h?e(h) avec lime (h) = 0. Bt L2 = hf (3) = V&(1 — 3h2)'/% = V&(1 — h? + h2e(n)) = V2 (1 -
1

1 1 . 1
=tz s(;)) avec xl_IHIOO € (;)

x2
2) On en déduit que f(x) = Vax —%+ %SG) et xlirpw(f(x) —Viax) = Jim (—% + %EG)) = 0. Donc
y = V4x est asymptote oblique & C(f) quand x tend vers +oo.

3) f(x) — Vax = ——+ s( ) < 0 guand x fend vers +oo puisqu'alors = s( ) est négligeable devant

—%. Et C(f) est en dessous de I'asymptote au voisinage de +oo.
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Soit f: x> (x—2)exp (xz—_xl)

f(x)

1) Déterminer un D.L. d'ordre 2 de ——au voisinage de +oo.

2) En déduire que C(f) admet une asymptote obligue quand x — +oo.

3) Etudier la position de C(f) par rapport a cette asymptote.

Correction

1) Posons h =% (h est voisin de 0 puisque x tend vers +o) alors f(x) = (x — 2) exp (xz—_xl) = f(%) =

(% — 2) exp G - g) et % = hf (%) = (1 - 2h) exp G - g) = (1 —2h)e?e "2 En remplacant dans le

4tme D | de l'encadré du cours x par —h/2 qui tend bien vers 0, on obtient :

e2 =12+ 4 nZe(h) avec lime (h) = 0.

2x  8x2

D'ov hf (5) =\/E(1—2h)<1—§+%2+hzs(h)> =\/E<1—%+%+hzs(h)> et %"):JE(1—3+1+
1 1 . 1
;g(;) avec xl_l)ﬂ)g(;).

; x—>+00 x—+00 \8x

2) On en déduit que f(x):ﬁ(x—§+%+%a(l)> et lim <f(x)—<x/§(x—§)))= lim (i+

X

%3(1)) = 0. Et C(f) admet la droite d'équation y = \/E(x —g) comme asymptote quand x tend

vers +coo.

2 8x X X

3) f(x) — (x/E (x - 5)) =24 %s (1) > 0 au voisinage de +coo puisque %s (1) est négligeable devant

% sur ce voisinage. C(f) est au dessus de I'asymptote quand x tend vers +oo.

Soif I'expression f(x,y) =xlny — (y— 1) ilnx—y + 1.

Etudier le signe de f(x,y) pour x et y voisins de 1.
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Correction
Posonsx =1+ hety =1+ k. hetksontvoisins de 0 lorsque x et y sont voisins de 1.

fO,y)=fA+h1+k)=0+h)In(1+k)—k-In(1+ h)— k. D'autre part d'apres le cours : In(1+
k) =k~ + k2e() avec lim e (k) = 0.

In(1+h) = h—" + he(h) avec lime (k) = 0. Bt f(1+h1+k) = (1+h)<k—%2+kzs(k)>—k(h—
h;+ h%(h)) — k. Et en ne gardant dans la partie principale que les termes d'ordre inférieur ou
égaux A 2 pour obtenirun D.L. & I'ordre 2 :

fA+h1+k)= —k; + reste (le reste est négligeable devant —k;).

Ainsi f(x,y)=f(1+h1+k)= —%Zs 0 pour x et y voisins de 1.

Comment citer ce cours ?
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Cette ceuvre est mise d disposition dans le respect de la législation francaise protégeant le droit

d'auteur, selon les termes du contrat de licence Creative Commons Attribution - Pas d'Utilisation
Commerciale - Pas de Modification 4.0 International (

). En cas de conflit entre la législation frangaise et les termes de ce contrat de licence,
la clause non conforme a la législation francaise est réputée non écrite. Sila clause constitue un
élément déterminant de I'engagement des parties ou de I'une d'elles, sa nullité emporte celle
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