Dérivation d'une fonction de R dans R

Ce cours vous est proposé par Odile Brandiere, Université de Paris Sud 11, UFR Jean Monnet et

AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.

Exercices corrigés

Exercice 1

I Consigne

Pour chacune des représentations graphiques de la fonction f suivantes, préciser 'ensemble de

définition de f, les réels ou f est continue et I'ensemble de dérivabilité de f.

o =y

1 2)

3 )

AUNEGe

L’université numeérique
Economie Gestion




Correction

(1) f est définie, continue et dérivable sur R (f est constante et égale & 2).

(2) f est définie sur R, continue sur R\{2; 5} et dérivable sur] — oo; 2[U] 2; 5[U] 5; +o.
(3) f est définie, continue et dérivable sur R\{1} =] — o; 1[U] 1; +oo[.

(4) f est définie, continue et dérivable sur R.

(5) f est définie et continue sur R et f est dérivable sur ] — oo; —2[U] — 2; 2[U] 2; +oo.

(6) f est définie, continue et dérivable sur R.

Soif f:te|t+1|+|t—3|letg:a- EQRa—1)+2poura € [-1;2].

E(a) désigne la partie entiere de a, c'est a dire I'entierimmédiatement inférieur ou égald a : E(a)
<a<E(a)+1, E(a) EN.

1) Faire une représentation graphique de chacune des fonctions f et g.

2) Préciser leur ensemble de définition, les points oU elles sont continues et leur ensemble de
dérivabilité.

Correction

1) Pour faire une représentation graphique de £, il faut d'abord exprimer f sans valeurs absolues.

Pour cela, le plus simple est de faire un tableau.

On utilise la propriété suivante :
|[A(x)| = A(x) si et seulement si A(x) = 0 et
[A(x)]| = —A(x) si et seulement si A(x) < 0

Parexemple |[t+1|=t+1pourt=>—-let|t+1|=—-t—1pourt < —1.
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t o -1 :13 40
|t+1] -1-1 I t+1
|t-3] -t+3 -t+3 t-3
f(t) -2t + 2 - 2t-2

/aN\ /a\

D'ou la représentation graphique :

-

o

)

Pour faire la représentation graphique de g, on peut remarquer que : g(—1) = E(-3)+2=-3+

2 = —1. Si a augmente, tant que 2a — 1 sera inférieur & —2, g ne changera pas de valeur. Donc
pour a € [-1;-1/2[, g(a) = —1. De méme g(— %) = E(-2) + 2 = 0 ef tant que 2a — 1 sera inférieur

a —1, g ne changera pas de valeur. Donc pour a € [—1/2;0][. Et ainsi de suite :

Poura €[0; 1/2[, g(a) =1, poura €[1/2; 1], gla) =2, poura €[1; 3/2[,g(a) =3, poura €
[3/2; 2, g(a) = 4 et g(2) = 5.

D'ou la représentation graphique :

yA

v

] —= ¥
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2) f est définie sur R et d'apres la représentation graphique f est confinue sur R. Mais C(f)
n'‘admettant pas de tangente aux points d'abscisses —1 et 3, elle n'est pas dérivable en —1 et 3.
Ailleurs, il n'y a pas de probleme puisque f est affine sur des intervalles ouverts. L'ensemble de
dérivabilité de f est] —oo; —1[U] — 1; 3[U] 3; +oo].

g est définie sur [-1; 2] et d'apres la représentation graphique g est continue sur

R\ {—%; 0;%; 1;%; 2}. g ne peut étre dérivable en un point de discontinuité et en —1, puisque —1
n'est pas dans un intervalle ouvert contenu dans D(f). Ailleurs il n'y a pas de probleme puisque

g est constante sur des intervalles ouverts.

Donc g est dérivable sur R\ {—1; -10;3; 1;%; 2} (c'est une réunion d'intervalles ouverts :

oot ofulor 2

Soit f : x » —2x3 + 12x — 10.
P et Q sont les points de C(f) d'abscisse respective —1 et 2.

Trouver les points de C(f) ou la tangente est parallele a (PQ).

Solution

Le coefficient directeur de la tangente T a C(f) en M(x, f(x) ) est f'(x) puisque f est dérivable
sur R. Donc T et (PQ) seront paralleles si et seulement si f'(x) et le coefficient directeur de (PQ)

sont égaux.

P a pour coordonnées (—1; —20) et Q a pour coordonnées (2;—2). Le coefficient directeur de

(=2)-(-20)

(PQ) est donc D

= 6. Les abscisses x des points cherchés vérifient donc f'(x) = 6, soit

—6x2+12=6.D'oU x =1 ou —1, et les points de C(f) ou la tangente est parallele & (PQ) sont

P(—1;-20) et N(1;0). On remarque ici que (PQ) est la tangente a C(f) en P.
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Considérons la parabole P d'équation y = —2x2? + 3x + 1 et la droite Dm d'équation y = mx + 9,

oU m est un parameétre réel.

Déterminer les points de P ou la droite Dm est tangente & P (on donnera les valeurs du parametre

correspondantes).
Correction
y=mx+9
Dm est tangente & P en M(x,y) si et seulement si y=-2x24+3x+1 soit
m = f'(x)
(—4x+3)x+9=-2x2+3x+1 24 42
y=mx+9 . On obtient { x_ .. ., c'est-a-dire { i . Les deux points
m=f’(x) m_f(x) m—f(x)

cherchés sont donc A(—2;-13) et B(2;—1), ils correspondent respectivement aux valeurs m =
f'(-2)=11etm = f'(2) = 5.
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x3—x2+3x+5
x2+3

Soit f la fonction définie par : x —
1) Etudier la position de €(f) par rapport & la tangente en A(1,2).
2) Déterminer le point B de C(f) ou la tangente est paralléle & la droite § d'équationy = x — 1.

3) Déterminer les points d'intersection de C(f) avec (0x) et les tangentes a C(f) en ces points.

4) Déterminer la tangente a C(f) en D (—3, - ?) puis étudier la position de C(f) parrapport cette

tangente au voisinage de D.

Correction

1) En A(1,2) la tangente a C(f) a pour coefficient directeur f'(1).

x%—2x+3)(x2+3)—2x(x3—x2+3x+5) _ x*+6x2-16x+9
(x2+3)?2 T (x243)2

Calculde f'(x): f'(x) = ¢

et £'(1) = 0.

En A la tangente a C(f) est donc horizontale et a pour équation y = 2.

x3—x2+3x+5

Etudions la position de C(f), d'équation y = —— ., — par rapport a la tangente T a C(f) en A4,

d'équation y = 2. Si M et m sont les points respectifs de C(f) et de T d'abscisse x, ils sont I'un au-
dessus de l'autre, il s'agit de savoir lequel est au-dessus. En étudiant le signe de la différence de

leur ordonnée, on aura la réponse.

x3—x2+3x+5

L'ordonnée de M est yy = ———

et celle de m est y,,, = 2.

x3—x2+3x+5 _ (x-1)3
x2+3 T x2+3

Yy — Vi = Donc si x> 1,y — v > 0 et C(f) est au-dessus de T. Ef si x <

1,ym — ¥m < 0 et C(f) est en dessous de T. On dit que A est un point d'inflexion (C(f) traverse la

tangente), cette notion sera introduite dans la lecon 6.

2) Déterminons B(x,, f(x,)) oU la tangente est paralléle a 6.

B existe si et seulement si f'(x,) = 1 (on égalise les coefficients directeurs des 2 droites).
Soit xg + 6x3 — 16xy + 9 = x¢ + 6x2 + 9. La seule solution est x, = 0.

Il existe donc un seul point B solution c'est B(0;5/3).
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3) € d'abscisse x, est un point d'intersection de C(f) et de (0x) si et seulement si f(x,) = 0, c'est-
a-dire x3 — x2 + 3x, + 5 = 0. La précédente équation équivaut & (x, + 1)(x3 — 2x,+ 5) = 0. 1In'y a

donc qu'une solution : x, = —1 et €(—1,0) est le seul point d'intersection de C(f) et de (0x).
D'autre part f'(—1) = 2. La tangente a C(f) en € a donc pour équation 1y = 2(x + 1)
4) f'(-3) = 4/3, latangente T' & C(f) en D a donc pour équation :

(x+3)2(1-x) Donc

y = %(x +3)— ? Etudions la position de C(f) par rapport a T’ : f(x) —%(x +3) = 3G743)

au voisinage de -3, f(x) — g (x+3)=0et C(f) est au-dessus de T'.

0

d,

In(x? .
n(xx+1) six#0

f(0)=0

f&) =

Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f définie par

Correction

La fonction f est évidemment continue sur ] — oo; 0[U] 0 ; +o[, le probleme se pose en 0. lin(l)(x) =
X—

2 2,14 2
lim In(x?+1) — lim In(x?+1)-1n(0%+1)

x—0 x x—0 x-0

, c'est le nombre dérivé de x ~ In(x? + 1) en 0. Or cette fonction est

2x

dérivable sur R et y admet pour dérivée x — T

le nombre dérivé en 0 est donc 0. Et iin&f (x) =
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0=f(0); f est bien continue en 0. De méme d'aprés les théoremes sur la dérivation, f est

dérivable sur ] — o; 0[U] 0 ; +o], le probleme se pose en 0. Cherchons sile nombre dérivé de f en

— 2
f(X)_f(O) — lim In(x*+1) — lim

In(X+1) (
x—0 x-0 X X-0

0 existe : lirré en posant X = x? et en remarquant que x - 0 si et
xX—

In(X+1) f)-f(0) _
X -0

=1 (c'estle nombre dérivé de X - In(X + 1) en 0). lin(l)—
X—

seulementsiX — 0).Or lim
X-0 x

1 et f admet donc un nombre dérivé en 0 qui vaut 1. f est dérivable en 0 et C(f) admet pour

tangente a l'origine la droite d'équation y = x.

Calculer les fonctions dérivées de f dans les cas suivants, aprés avoir précisé I'ensemble de

dérivabilité.

Nf@=mhy  A@W=VTTE W= 4=

5) f() = = 6) f(x) = /G2 = 97 7) fG) = (4x =126 -2 8)f() = E9)
Flx) = V’gj’;jl 10) £(x) = (5x% — 3x + 5)° 1) FG) =e 3 12) f(x) = xIn|x — 1
13) fx) = 25 14) f(x) = (x + Inx)® 15) £(x) = In(Inx) 16) f(x) = 2%

17) fx) =xeVs 18) f() = DB 19) £ = xF 20) f(x) = 3%

Correction

1

) f@) = = (P =272 D'(A) = R{(-VZVZ} ef f'(x) = ~2(x* = )3 x 2x =

—4x

2-2°
2) f(x) = V2= 3x = 2= 302 D'(f) =] —oo;2[ et f/(x) =5 (2= 30) V2 x (=3) = ==

1

3) f(x) = \/;Tl = w% = (x+ 1)7V2D'(f) =] - L+oo[ et f/(x) = —5 (x + 1)73/2 = zJ(a_ch—1)3'

4) f(x) = Vx% = |x|. D'(f) =] — o0; O[U] 0; +oo].
Sur]—oo; 0, f(x) = —xet f'(x) =—1.

Sur]o;+oof, f(x)=xet f'(x) =1.
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5) () = iz = (r= DTS D(f) =ioof o () = 1 — D7 = =
6) f(x) = /(2 —4)3 = (x? — 4)*/2. D' (f) = {x/x? — 4 2 0} =] — 00; —2] U [2; +0[ et f'(x) =
%(;vc2 — )2 x 2x = 3xVx% — 4.

7) FG0) = (dx — 1)2(6 — x)%. D'(f) = R et f'(x) = 2(4x — 1) X 4 X (6 — x)? + (4x — 1)? X 3(6 — 2)? X
D
f'(x) =8(4x —1)(6 — x)® — 3(4x — 1)%(6 — x)2.

1
\/§+x2—(x+1)(m+2x) _ x—2x%E-1-4xVx

x+1
= .D'(f) =]0; tf'(x) = = .

8) f(x) \/;_'_xz (f) ]0 +OO[ S f (x) (\/;_'_xz)Z 2\/;(\/3?_'_9(2)2
9) f(x) = ”;:22’)‘:1 = (|:21)|2_ D'(f)=R\(-L;2} etsix <1, [x+1] = —x— 1 et f(x) = 755, clors

, (=22 +(xe+1)x2x(x—2) _ x+4
f1e0) = -2 = o2
Six>1lx+1] = x+1et f(x) = =21, qlors f/(x) = E2-taxxs) _ —x—4

Xz A= 10 = f1x = 2" Ity

10) f(x) = (5x* = 3x + 5)°. D'(f) = Ret f'(x) = 6(5x* — 3x + 5)° x (10x — 3)
= (60x — 18)(5x% — 3x + 5)°.

1) f(x) = e73**1. D'(f) = R et f'(x) = —3e~3%+1,

12) f(x) = xInlx = 1. D'(f) = R\{1} et f'(x) = Inlx — 1| + =

2-2In|x|
x2

13) f() = 25 = 20 pr(p) = R et £/ () =

14) f(x) = (x + Inx)5. D'(f) =]0; +oo[ et f'(x) = 5(x + Inx)* x (1 + %)

15) f(x) = In(Inx). D’(f) = {x: Inx > 0} =]1;+oo[ et f'(x) = : 1

Inx xinx’
16) f(x) = 2%, f(x) s'écrite*™2 D'(f) =Ret f'(x) = e*™2xIn2 = (In2)2*
17) f(x) = xe/*. D'(f) = R* et f'(x) = e/* —%el/x =el/x (1 —l).

X

2
2x—1

_ o lex=1)(-x)| _ 1 _ 11 ! = —
18) f(x) = InfE20 = inj2x — 1] + Inf1 — x| = Inl3x + 11. D'() = R\ {-3:3; 1} et f'(0) =
1 3

1-x  3x+1°

19) f(x) = x* = e*"*_D'(f) =]0; +oo[ et f'(x) = e*"*(Inx + 1) = x*(Inx + 1).

Mathématiques 1, Odile Brandiere,


http://aunege.fr/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

20) f(x) = 3%x3, f(x) s'écrit (e*3)x3. D'(f) = Ret f'(x) = (e*"3xIn3)x3 + (e¥*"3)(3x?) =
(In3)3%x3 4 3% (3x2). f'(x) = (In3)3% %3 4 3%+1x2

1) Donner les dérivées successives des fonctions suivantes :
f: x»x™(neNparametre).

g: xv (ax+b)" (a € Rxb € R,neNparametres).

h: x » e (a € R * parametre).

;e s 53 1
2) Calculer la dérivée n'™ de l: x » ~pourx #0.

Correction

1) Pour tout réel x, f'(x) =nx™ L f"(x) =n(n—Dx™" 2 ... fPx) =n(n-1)..(n—p+Dx"Psip <

n,

™ (x) =n! (notation:n!=n(n—-—1Dn—-2)..3 x2 x1etsip>n,fP(x) =0.
g’ (x) =alax+b)"1,g"(x) = a’*n(n—1)(ax + b)" 2

gP ) =a’Pn(n—1)..(n—p+V(ax+b)" Psip <n

g(”)(x) =aPnletsip> n,g(p)(x) =0.

h'(x) = ae™, h"(x) = a?e™ .....h™(x) = a™e?.

2) Pour toutréelx #0:

n
xn+1

U(x) = —2,1"(x) = 5,1®@) = - et en itérant 1M (x) = (-1) (on peut aussi vérifier ce

résultat par un raisonnement par récurrence).

Une production mesurée par Q est liee a un facteur de production a, qui est lui-méme lié a un

autre facteur de production b > 0.

1
b3-2b2+3b+1"

Ondonne Q = Va2 eta =
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Sachant que la production marginale est définie par la dérivée de la fonction de production Q,

calculer cette production marginale en fonction de b.

Correction

En utilisant la formule des dérivées de fonctions composées, pour toutb > 0 :

d d(a?/?) _ da ' 1 o2 —(3b%2-4b+3)
do _ d@’?) o da _ (g2/3) (i) =2a i x S )
db da db b3-2b2+3b+1 3 (b3-2b2+3b+1)2

2 (3b%2—4b+3)¥D3—2b2+3b+1
3 (b3—-2b2+3b+1)2

. dQ _
SO”E;——

(En effet pour tout b > 0, a et a?/3 sont dérivables car b3 — 2b? +3b + 1 > 0.

D'autre part a=1/® = b3 —2b2 +3b + 1).

Soit f: xm %+ 1. Déterminer deux ensembles A et B tels que f soit une bijection de A vers B.

Déterminer f~1 et (f71)’ en précisant 'ensemble de dérivabilité.

Correction
Résolvons I'équation y = % + 1 oU y est unréel donné et x l'inconnue.
L'équation équivaut a yx? = 4 + x? (en effet x = 0 n'est pas solution), soit

x*(y—1)=4.Siy=1,iln'y apas de solution (I'équation s'écrit 0 =4 )siy =1, onax? = il ce

qui n'est possible que siy > 1 (carx? =0). Dans ce cas, x = + 2=+ etll y a deux solutions

y-1 Jy-1

opposées f n'est donc pas une bijectionsix e R*ousiy < 1.

Parcontresix e R+xefsiy>1, x = et f est une bijection de R +* dans |1, +ool.

2
Jy—1
Donc f admet une fonction réciproque f~1de 1, +oo[ dans R +*: y » — \/_ qui est dérivable sur
]1; +oo[ puisque f I'est sur R +* et que f’ est non nulle.

;0\
1 x3 < y—l) B 1

8
fx) = 3 donc f1(y) = ﬁz T _

8 8  -DfH-1

x3
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Calculer les dérivées & droite et & gauche de la fonction f en x,, et dire si elle est dérivable en

ce point.

fixm|x2+x—-2|+|x+1lenx,=-2,—1et 1.

Correction

Avant de calculer ces nombres dérivés, exprimons f(x) sans valeurs absolues suivant les valeurs

de x et réunissons tous ces résultats en un tableau.

Remarquons d'abord que x?2+x—-2=(x—-1)(x+2) et que x?+x—2>0 si et seulement si

x €] —0; —2] U [1;+o[ et x?2 + x — 2 < 0 si et seulementsix € [— 2; 1].

! | I [ 1
X e 2 . 1 +o0
2+x-2| | x24x-2 | -x2-x+2 | -x2-x+2 | x%+x-2
|x+1] -x-1 -x-1 x+1 Xx+1
f(x) x2-3 -x2-2x+1 | -x2+3 x2+2x-1
1 /2
—f(- —x2— - -
Nombre dérivé & droite en —2: lim 9Dy, &-2ml—1 o, 204D iy y =2 =
x——2+ x—(-2) x—-2%+ x+2 x—>—2%F  x+2 X2t
fa(=2).
—f(- 2_3)— —
Nombre dérivé & gauche en —2: lim [27E2 iy =971y GO i x—2 =
x—-—2— x—(-2) xXx—>-2" xX+2 xXx——=2" x+2 xXx—-2"

—4 = f3(=2).

f admet donc des nombres dérivés a droite et @ gauche en —2, mais ces nombres dérives sont

différents, f n'est donc pas dérivable en —2. Par contre C(f) admet des demi-tangentes a

droite et & gauche en (-2;1), de coefficients directeurs respectifs 2 et —4.

Nombre dérivé a droite de —1: lim

fa(=1).

Nombre dérivé a gauche de —1: lim

x—->—1"

lim —x—1=0=f'(—-1).

x->=1"
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= lim

x—>=1"
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(—x%2-2x+1)-2 _

x+1
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f admet donc des nombres dérivés a droite et  gauche en —1, mais ces nombres dérivés sont
différents, f n'est donc pas dérivable en —1. Par contre C(f) admet des demi-tangentes a

droite et & gauche en (—1; 2), de coefficients directeurs respectifs 2 et 0.

- 2 —1)— —
Nombre dérivé & droite de 1 : lim LT _ pp &o2x=D=2 ) G4DCD _ 43— g =
-1+t  x-1 x—1* x—1 x—-1* x-1 x—-1%
fa(D).
— — 52 — —1— —
Nombre dérivé ad gauche de 1: lim SO _ g SAD2 g SEOED iy 1= —2=
x—1"  X— x—1" x— x—1~ x—-1 x—1"
fa(1).

f admet donc des nombres dérivés a droite et  gauche en 1, mais ces nombres dérivés sont
différents, f n'est donc pas dérivable en 1. Par contre C(f) admet des demi-tangentes a droite

et & gauche en (1; 2), de coefficients directeurs respectifs 4 et —2.

f0)=0

Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f définie par Pl . .
flx) = — Six= 0

Faire un dessin au voisinage de l'origine.

Correction

f est définie sur R+ et est évidemment continue sur ] 0; +oo[, le probléme se pose a droite de 0.

lim f (x) = lim AL (Toute puissance de x « I'emporte sur son logarithme» en 0) lim f (x) =
x—-0* x—-0t x+1 x—-07F

f(0), f est donc continue & droite de 0.

f est dérivable sur ] 0;+oo[, d'apres les théoremes du cours, 10 encore le probleme se pose &

LOOZIO) _ g XXy XX f est donc dérivable & droite de 0, et C(f)

=1
x—0 x—0+ x(x+1) x—0+ (x+1)

droite de 0. 1i%1+

X—>

admet a droite de I'origine, une demi-tangente horizontale.
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7] —

flx)=(x— 1)ln(x7_1)six =1
f()=0

Déterminer I'ensemble de définition de f. f est-elle continue en 1 (justifier). Etudier la dérivabilité

Soit f la fonction définie por{ et C(f) sa représentation graphique.

de f en 1. Que peut-on en déduire quant a C(f) ¢ Faire un dessin au voisinage de (1,0).

Correction

f est définie en 1 et pour x # 0 et |oourxT_1 > 0.D'oU D(f) =] — o0; O[U [1;+oo].

lim £ () = lim (= DIn(*7) = lim (c= DIn(x = 1) = (x = DInx = 0 = (1. (x -1 « l'emporte sur
son logarithme » en 1).

f est donc continue & droite en 0.

Etudions la dérivabilité de f & droite de 1 :

(x—1) ln(xT_l)

lim = lim In (%1) = +oo. f n'est donc pas dérivable a droite de 1, mais C(f) admet une

x->1* x—-1 x-1*

demi-tangente verticale & droite de (1,0).
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