Dérivation d'une fonction de R dans R

Ce cours vous est proposé par Odile Brandiere, Université de Paris Sud 11, UFR Jean Monnet et

AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.
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Objectif de la legon : Cette lecon est un outil fondamental pour I'étude locale des fonctions qui

sera abordée dans les lecons 5 et 6.

L'objectif en est : une fonction f étant donnée, savoir déterminer son ensemble de dérivation
Df’, savoir déterminer la fonction dérivée f' de f (étre capable d'appliquer tous les théoremes
du cours permettant ce calcul, en particulier celui concernant les fonctions composées). Prendre
linitiative d'étudier le nombre dérivé de f aux bornes de Df’. Connaitre les liens entre nombre
dérivé (éventuellement & droite et & gauche) et tangente a la représentation graphique (savoir

écrire une éguation de tangente ou de demi-tangente).

Remarque : L& encore cette lecon contient beaucoup de rappels de notions étudiées en lycée

et certaines sont approfondies.
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Notation : On utilisera souvent la notation x, pour désigner une valeur de x que I'on fixe.

Soit fune fonction de R dans R, Df son ensemble de définition et x, un point d'unintervalle ouvert

I inclus dans Df. Dans toute cette lecon, I désignera toujours un intervalle ouvert

(I =] —o0; b[ouU | a; b[ ouU |a; +of ).

f(xo+h)—f(xo)
h

Définition : f est dérivable en x, de I si et seulement si ;lirr& existe et est réelle. Cette

limite est appelée nombre dérivé de f en x, et se note f'(x,).

Remarque : on a aussi f'(x,) = lim FeO-f o)

X—Xg X=Xo

Il est parfois utile de savoir reconnaitre en une limite un nombre dérivé. Il faut alors déterminer x,,

et f.x,, n'est pas difficile a frouver puisqu'il est sous le symbole limite.

li fF(x) — f(xo)
m--———-
XX X — xo

D'autre part, une fois x, déterminé, il faut que figure au dénominateur x — x,, la quantité restant
, . , .. . , TN . N
au numérateur doit alors s'‘annuler en x; (la limite a une forme indéterminée 5 1), il reste a la

mefttre sous la forme f(x) — f(x,).

Af(xo)

y» ,Af (xy) représente ici I'accroissement de f(x) quand x

On note aussi parfois f'(x,) = Alimo
X—
augmente de h(=4x = x — xg) en xg : Af (xo) = f(xo + 4x) — f(xg).

Notation différentielle : f'(x,) = (ﬂ) , 0U df (x) = f'(xg)dx.
Xo

dx

Attention : ne pas confondre df et Af :

Af (xg) = f(xo + Ax) — f(xg) et df (xg) = f'(x)dx. Ces quantités sont « v voisines » si dx = Ax = x — x,
est « proche » de 0 et parfois on approxime l'une par I'autre mais il y a une erreur qu'il faut alors

savoir évaluer ou du moins majorer en valeur absolue. Ceci sera développé dans la lecon 5.
Néanmoins Af et df sont de méme signe comme nous le verrons dans la legon é.

En économie, on étudie souvent le signe de df, qui est en général plus simple a calculer, pour

en déduire celui de Af.
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La tangente T & une courbe C en M est la droite limite de (MyM), quand M se rapproche de M,
(aussi bien par la droite que par la gauche) tout en restant sur la courbe €. Cette droite n'existe

pas toujours.

YA »
AR \U‘r/_\ c
) A __,_,_9-—-_ hoy yof =~ _Fz ______ I \
Py \ ‘/‘/ 1 \ :
= ~ o 1 - %

i1t

 —
a 7

C n'admet pas de tangente en M,

En fout point de C il existe une tangente

C n'a pas de tangente en M, En tout point de C il existe une tangente

On remarque que, pour que T existe en un point M, de C(f), il est nécessaire que f soit continue

en X0-
Tangente a la représentation graphique de f en un point M, de C(f)

Quand T existe, T est la position limite de (MM,) quand M(x,f(x)) parcourt C(f) en se
rapprochant de M,.
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fixA

'/i.\'l“

Le coefficient directeur de (MM,) est %
—A0

Puisque f est continue en x,, M se rapproche de M, si et seulement si x tend vers x,.

Le coefficient directeur de (MM,) tend alors vers celui de T, s'il existe (c'est-a-dire, T est non

verticale).

D'ov le coefficient directeur de T = lim Z27/00) f'(x0).

x-xg X—Xo
Ainsi, si T existe et a un coefficient directeur, f admet un nombre dérivé en x, et réciproquement.

Et T est la droite passant par My (x,, f (x,)) et de coefficient directeur f'(x,), son équation est donc

vy = f(x0) = f'(x0)(x — x0).

Théoréeme 1 : La représentation graphique de f admet une tangente non verticale en

My(x0, f (x0)). si et seulement si f est dérivable en x,.
Son coefficient directeur est alors f’(x,) et son équation est de la forme :

¥y = f'(x0)(x — x0) + f(x0)

Propriété : Si f est dérivable en x, alors f est continue en x,.

Preuve : Si f est dérivable en x,,

lim L0/ f'(x) et f—(x;_f(x") = f'(xo) + &€(x — xo) avec lim & (x — xy) = 0.
0 —Ao

X-Xq X—X X X—Xq

Donc f(x) = f(xo) + (x — x0) f"(x0) + (x — xp)e(x — x¢) et xll_gclof (x) = f(x0)
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En effet, en un point de discontinuité, la courbe ne peut pas admettre de tangente.

.l.

fixa)

o0 ' Xo X

C(f) n‘'admet pas de tangente en M,,, point de discontinuité.

Attention : Dérivabilité = continuité. Mais la réciproque est fausse.

e Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, on dit que f est dérivable sur I si et
seulement si elle est dérivable en tout point de I.

e L'application qui & x de I associe f'(x). le nombre dérivé de f en x, s‘appelle la fonction

dérivée de f surl (ou dérivée de f surl), notée f' ou %.
f’(x) : I-> R
x - f'(x)

On pourra définir ' sur une réunion d'intervalles ouverts ou f est dérivable.

Remarque : on notera bien la différence entre nombre dérivé et fonction dérivée.

)

Voici un dessin permettant de bien comprendre

/
Y
!
'
W Y
N o coefficient directeur
o egala 11/4
¥
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Nous admettrons les résultats suivants :

D(f) R R R R* [0, +oo] R R

f(x) C (cte) ax+b x™ (n € N) 1 Vx sinx cosx
x

D'(f) R R R R* 10, +oo] R R

f(x) 0 a nx™1 -1 1 cosx —sinx
x2 2\x

D(f) IR\{E + kn} keZ R+* R* R

2

f(x) tanx Inx In |x| e*

DU | R\E+kn}ken R-+* R* R

f'(x) 1+ tan’x 1 1 ex

x x

R* (fous les réels sauf 0)
R** (tous les réels >0)

D(f) désigne I'ensemble de définition de f et D’(f) 'ensemble de dérivabilité de f, c'est-a-dire

les valeurs de x pour lesquelles f est dérivable.

Attention : D'(f) n'est pas toujours I'ensemble de définition D(f") de I'expression donnée par f’,
en tous cas ce n'est pas ainsi qu'on détermine D'(f).

Théoréeme : Si f et g sont deux fonctions dérivables sur I, alors f + g, f.g et af (a € R) sont

dérivables surl, etona:
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Fonction f+g fg af (a € R)

Dérivée f+g fg+rg af’

Si de plus g est non nulle sur I,i,g et g"(n € Z (ensemble des entiers relatifs)) sont dérivables sur

Ietona:
Fonction 1 f g"
g g
Dérivée g f'g +fg' ng"'g
g gt

. . . . 1 . N . . N
Remarque utile : On sait que sin € N, x™ = — et d'apres les résultats ci-dessus, pour x € R*, la

nxn’l

x2mn

s . 7 1 . . s o s
dérivée de s est — = —nx~""1, Ainsion a: pour tout n € Z*, la dérivée de x™ = nx™ 1.

;. 1 . . Ve . 1 _ Ve .
Par exemple pour dériver = il sera plus astucieux d'écrire ==X 3 et d'utiliser la formule ci-dessus

-3
x4

.. s . s 1 -
avec n = —3. Ainsi la dérivée de = est, pourx # 0,—3x* =

Théoréme : Si f est dérivable sur I et si g dérivable sur I, alors g o f est dérivable sur I et on al:

vxel (gof)(x) =g (f(x) f'(x)

Notation différentielle :Sih =go fetsiy = f(x): (%) = (Z—i) . (Z—z)

Rappel de la legon 1 : Une application f est une bijection de A4 dans B si et seulement si tout
élément de y de B a un et un seul antécédent par g dans A. C'est-O-dire que pour tout y de B

donné, I'équation y = f(x) a une seule solution x dans A.

On définit ainsi une nouvelle fonction y » x de B vers A telle que y = f(x) (a tout y on associe son

antécédent).

On note x = f~1(y) - f~1 s'‘appelle la fonction réciproque de f.Pourx e Aety € B :

(y=f@) e (x=r"10)
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Pi

AN

fv)=xe A v=f(x) € B

N A

f

Si f est dérivable en x, appartenant & 4, on peut se poser la question de savoirsi £~ I'est en

yo = f(x,) de B. Essayons de calculer le nombre dérivé de f~1 en y, :

(F () = Jim L0200 = im 23— (avec y = £(x) et yo = f(x0))
Or x - x, si et seulement siy - y,, d'ou (f 1) (y,) = JETO% = f,(lxo) = f,(f_ll(yo)). Et donc
P =y siffef 170
flof™t
Conséquence importante : (Vx) = W

Démonstration : (peut étre sautée)
Soit f : Rt - R*et n € N (ensemble des entiers naturels sauf 0)
XX

f est une bijection et f'(x) = nx™ . Donc f admet une fonction réciproque f~! définie sur R*.

On la note Vii:
y=x"ex="1fy
Donc poury # 0, f'o f~1(y) # 0 et f~1 est dérivable. D'apres la formule précédente :

C'est bien le résultat annoncé.
1
T
n(Vy)

Ce résultat est difficile a retenir tel que. Par contre I'écriture d I'aide d'exposants fractionnaires,

(Vp) =

nous conduit & une formule simple et connue.
Exposants fractionnaires : Cette écriture permet une manipulation plus commode des racines.

1 , .
Pourx >0, on note Vx =x"etx™ = — on écrit alors

Pour x > 0, ¥x? = (Vx)' = xP/"(n € N*,p € )
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Et on remargue alors que pour r € Q (ensemble des fractions) (r s'écrit alors de fagon unique

sous la forme d'une fraction iréductible £),

Pour x > 0(x")" = rx"1

Cette notation d I'aide des exposants fractionnaires est trés pratique, en effet toutes les regles
(y compris les regles de dérivation) sur les exposants entiers restent valables avec les exposants

fractionnaires (pour x > 0 ).
Demémesif>0etsireQ: (f7) =rfr1f".

Sirn'estpasentieretsir > 1, D'(f")={x € R/x € D'(f) f(x) =0}, etsir<1,D'(f") =
{xeR/xeD'(f) et f(x) > 0}.

Soit f une fonction dérivable sur I. Si f' est elle-méme dérivable sur I, sa dérivée est appelée

dérivée seconde de f et est notée ' ou f@.
On dit que f est deux fois dérivable sur I. En itérant on obtient :

e fB), dérivée de f" est la dérivée troisitme (ou d'ordre 3) de f... etc
o f™ dérivée de f™ D est la dérivée niéme (ou d'ordre n) de f.

e . ff®, .. f™ sontles dérivées successives de f.

Plus le coefficient directeur d'une droite est grand en valeur absolue, plus la droite se rapproche
de la position verticale. Une droite verticale n'a pas vraiment de coefficient directeur mais on

peut considérer que son coefficient directeur est infini.

f(xg+h)—f(x0)

p = +mw(ouU —») f n'est pas dérivable en x,, néanmoins, C(f) admet une

AuUssi, si lim
h—0

tangente verticale en My (x,, f (x0))
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Soit f une fonction définie et continue a droite ou d gauche de x, (mais & priori non dérivable

en x).

fix}

i)

Dans les quatre cas de figures évoqués par le dessin, f n'est pas dérivable en x, et C(f)

n'‘admet pas de tangente en Mo(xo;f(xo)). Par contre les droites du dessin nommeées T, et T,

apparaissent comme tangentes & gauche ou a droite de M, et comme des positions limites de
cordes [My; M], quand M se déplace sur C(f), mais d'un seul coté de M,, c'est-a-dire pour des

valeurs de x plus petites que x,, ou plus grandes que x,. Ces droites T, et T, s'‘appellent

respectivement des demi-tangentes d gauche et a droite de M,. Lorsqu'elles existent et qu'elles

sont non verticales on dit que f admet respectivement un nombre dérivé a gauche et a droite,

ces nombres dérivés sont égaux aux coefficients directeurs des demi-tangentes.
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Ainsi, si nous revenons & notre dessin :

Pour (1), f admet un nombre dérivé en x, & gauche égal & 1 et & droite égal & -1

Pour (2), f admet un nombre dérivé en x, a droite égal a 2

Pour (3), f admet un nombre dérivé en x, G gauche égal a0

Pour (4), f admet un nombre dérivé en 0 & droite égal & -2.

Définifion : Si lim [ G)

X—Xq 0

existe, on dit que f est dérivable & droite en x,, ou que f admet un
nombre dérivé a droite en x, et on note f;(x,) :

f&) = fxo)

1(xg) = lim
fd( 0) x-x% X — Xy

(Rappel : cette limite est calculée pour x > x,, et seules les valeurs de f(x) pour x > x,

interviennent).
Ici x, peut étre une borne de Df.

Interprétation géométrique : Un point M de la courbe C(f) d'équation y = f(x), est situé a droite

du point M, de C(f) si et seulement si l'abscisse x de M est supérieur & I'abscisse x, de M,.

Le coefficient directeur de [M,; M] est M, et quand x tend vers x, en restant supérieur &

X—Xg
X0, M se rapproche de M, par la droite et [My; M] tend vers la position de demi-tangente &

droite & C(f) en M,.

Ainsisi lim L0/ existe, cette demi-tangente existe et admet pour coefficient directeur

X=X
x—>x3’ 0

fa(xo). Son équation est 1 y = f; "(x0)(x — xo) + f(xy) Qvec x > x,.

v

paei]

fxn)

On obtient des résultats analogues en considérant les valeurs de x inférieures d x,.
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Définition : Si 1im LX)
0

x—)xa X=X

existe, on dit que f est dérivable d gauche en x,, ou que f admet un

i
Sxo X—Xg

nombre dérivé a gauche en x, et on note f;(x,) = lim f)-7 o)
xX—Xg

Et si lim f—(")jﬁ (o)

X-Xg  X—Xo

existe, la demi-tangente a gauche & C(f) en M, existe et admet pour

coefficient directeur fg’'(x,).

Son équation est 1y = f;(xo) (x — x) + f(xp) Avec x < x,.

[&)]

fix)

Tous ces résultats se prolongent si ces limites sont infinies :

Si lim+w = +00 0U —o0, C(f) admet une demi-tangente verticale & droite en My(xo, f (x0)).
X—=Xq —Ao
et lim_w = +00 OU OU —0, C(f) admet une demi-tangente verticale d gauche en
X—Xg —Xo
M, (xo,f(xo)).

Si f est définie en x, et admet des nombres dérivés a droite et & gauche distincts (éventuellement

infinis) en x,, f n'est pas dérivable en x, mais C(f) admet deux demi-tangentes distinctes en

Mo(xo:f(xo))-

On dit que My(xo, f (x,)) est un point de rebroussement de C(f).

(&7}

fixn)

-
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Comment citer ce cours ?

Mathématiques 1, Odile Brandiére, AUNEGe ( ), CC-BYNC ND
( ).

(@0l

Cette ceuvre est mise a disposition dans le respect de la Iégislation francaise protégeant le droit

d'auteur, selon les termes du contrat de licence Creative Commons Attribution - Pas d'Utilisation
Commerciale - Pas de Modification 4.0 International (

). En cas de conflit entre la Iégislation francaise et les termes de ce contrat de licence,
la clause non conforme a la législation francaise est réputée non écrite. Sila clause constitue un
élément déterminant de I'engagement des parties ou de I'une d'elles, sa nullité emporte celle

du confrat de licence tout entier.
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