Limites, continuité

Ce cours vous est proposé par Odile Brandiere, Université de Paris Sud 11, UFR Jean Monnet et

AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.

Exercices corrigés

Exercice 1

I Consigne

Calculer les limites suivantes et conclure :

\/_2
lim (x2—1+%>

x-0%

\/_2
lim (x2—1+%>

x—0~"

I Correction

Six—>0+,x>Oe’er2=xe’ri2=f=1. Donc lim x% — 1+ =0,
x x x—0% x
Six>0",x<0etVx =—xe’riz=_—x=—1. Donc lim x2—1+i2=—2.
x x x—-07t x
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Cet exercice est une préparation a Il'utilisation des développements limités. g est une fonction

définie sur R, dont on sait uniguement que lirr(l)g (x) =0.
X—

Soit f définie sur R par: x € R~ f(x) = 2x — 3x2 + x%2g(x).

R 19 six #0
Soirr définie surRpar:x e R o r(x) = { x
2six=0
1) Etudier lim r(x), puis lim 2",
x -0 x -0 X
2) r est-elle continue en 0 ¢ est-elle dérivable en 0 2

3) On pose, pour tout réel x,u(x) = x + x2. Montrer que f(u(x)) = 2x — x2 + x2h(x), oU h est une

fonction telle que }Cin% h(x) =0.

Correction

2442
1) limr (x) = 23 _ i 2 — 3x+xg(x) =2
x—0 X x—-0

lim r(x)-r(0) - lim (2-3x+xg(x))-2
x—-0 X x-0 x

=lim -3+ g(x) = —3.
x-0

w = —3. r est donc bien

2) lirr(l)T(x) =2 =1r(0), donc r est bien continue en 0. r'(0) = lir%
X— xX—

dérivable en 0 et le nombre dérivée de r en 0 est —3 .

3) f(u(x) = 2u(x) — 3u2(x) + u?(x)g(u(x)) = 2(x + x2) = 3(x + x3)? + (x + x2)?g(x + x?),

flu(x)) = 2x 4+ 2x% — 3x? — 6x% — 3x* + (x + x2)?g(x + x2),

fu(x) = 2x —x? + x2(—6x — 3x2 + (1 + x)?g(x + x?)). Or }Cirr(l)(l +x)?g(x+x2) =0 et la derniére

parenthese est de la forme h(x) avec }Ci%h (x) = 0. D'ou le résultat.
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1) Trouver un contre-exemple qui prouve que f; ~ g; au voisinage de 0O et f, ~ g, au voisinage

de 0 n'implique pas forcément que f; + 5 ~ 91 + 92

2) Définissons la fonction h sur] —2; +oo[ par: x €] — 2;4+o0[ » h(x) = In(2 + x)). Que vaut h(0) 2
Que vaut h'(0)2

In(2+x)-Inx

3) En déduire la valeur de la limite suivante lirr}) . Trouver un équivalent simple en 0 de
X —

In(2+x) —In2

Correction
1) Parexemple si f;(x) = x + x2 + x, f,(x) = —x — x?%, g, (x) = x + x%et g,(x) = —x.

On a bien f;~g; au voisinage de 0 et f,~g, au voisinage de 0. Par contre f; + f, ~x* et g; + g, ~
x% donc f; + f, n'est pas équivalent a g; + g,.

2) h(0) =In2.K'(x) = —et '(0) = -.
In(2+x)-Ilnx

x/2

3) lim In(2+x)-Inx — lim h(x)—h(0)

x—0 X x—0 X

=h'(0) = 1 Donc lim =1etln(+x)—In2~=
2 x—0 2

1

—1

1) On cherche & prouver l'existence de lirr(l) —V""xl/z et a calculer cette limite.
x-0 —

a) Premiere méthode : On définit la fonction numérique g sur ]—1; +oo[par :

XE]-1;+oo[v—>\/%+X. Calculer g(0) et en déduire lirr(g@d I'aide d'une dérivation. Conclure : en
X—

déduire la limite initiale.

b) Deuxiéme méthode : Etudier (existence et calcul) la limite suivante : linél_— xxH a l'aide
xX—

des méthodes courantes rappelées dans le cours. Conclure : en déduire la limite initiale.

1 o o
2) Montrer que =" 1 — x au voisinage de 0.
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o o o o . 1 7 ,
_t- — 2
3) Quelle valeur approximative cela indique-t-il pour — ¢ Presentée seule, cette valeur

approximative n'est pourtant pas exploitable, pourquoi 2

Correction

1) a)g0)=1et llmg(X) L= g'(0).

_ 1/2 __1 32 _ _1 =_1 g-1 _ 1
gx)=A+x)"= et g'(x) (1 +x)” 5 (1+x)m,g "(0) Donc llm " >
L1
Ef lim 9D1 _ 1 soit hm‘/_ =1.
—EX -0 —x/2
o) li 1—Vx+1 (1—vx+1)(1+Vx+1) - lim L= (x+1) li -1 1
xl_r}(l) x xlr(l) x(1+v/x+1) xl_r>r(1) x(1+Vx+1) x_r}?) (1+Vx+1) - 2
oy E -1
Vil - o l-Vx+1 -2 1-Vx+1 Nzl _ A
Or -x/2 2 xVx+L  VxHl  x - bonc llm -x/2 ZX ( 2) =1

, R . .. 1
2) D'apres la question précédente Nez=lll 1~0— g

3) En posant x = 0.00028 et en appliqguant I'équivalent précédent peut-étre approximé

1
V1.00028
par1—0.0014 = 0.0086. En effet cette valeur approximative n'est pas exploitable caron n'en

connait pas la marge d'erreur.

Indiguer les ensembles de définition et déterminer les asymptotes aux courbes représentatives

des fonctions suivantes :

-l)f() x%+x—-2

2) g(x) = &

2x—x2

3) h(x) = xe~V/*,

Correction

1) Dy =] — 00, —1[U] — 1, +0o[ .
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On peut écrire f(x) sous la forme f(x) = x — ﬁ Donc xlir;lw(f(x) —x) = 0 et la droite d'équation
y = x est asymptote oblique en +o et —co.

xl_ir_ri_f(x)=+00(x2+x—2<0 etx+1-07) et xl_ir_r§+f(x)=—00(x2+x—2<0 etx+1-0%), la
droite d'équation x = —1 est asymptote verticale.

2) Dy =] — =, 0[U]0,2[U]2, +oo].

_ x2(1+2/x+1/x%) . 1+2/x+1/x*
hm g ()= xl—l>r-}1:100 x2(-1+2/x) x>t —1+2/x

La droite d'équation y = —1 est asymptote horizontale en +o et —co.

lim_g(x) = lim_ e j =—oo((x+1)2>0et2x—x% - 07)
llm g(x) = hm+ (;:1’32 = +oo((x + 1)? > 0 et 2x — x? - 0F).

La droite d'équation x = 0 est donc asymptote verticale).

(x+1)? 2 2 +
xl}n%_g(x)— lim m o =+oo((x+1)*>0eft2x—x*—>0")
llm L9(x) = m, (;;H) =—oo((x+1)2>0et2x—x*>>0),

La droite d'équation x = 0 est donc asymptote verticale).

3) D, =] — ,0[U]0, +0o].

hm h(x) = 4o (en effet lim —==0et lim e /*=1).

X—>+oo X X—+oo

: @ — -1/x — _ — -1/x __ —— A
xl_l)ripo0 . x1_1)r+nooe =1let hm L (h(x) —x) = hm x(e 1) = lim — 1 (on a posé
1
X=-- ).
Donc la droite d'équation y = x — 1 est asymptote oblique en +o et —co.
lim h(x) = —oo (en effet lim —-=+o0 et lim e /% = 4+ et 'exponentielle "'emporte sur x ").
x—>—-0% x-»-0t X x—>—0%

La droite x = 0 est donc asymptote verticale d gauche de 0.

lingﬁh(x) =0 (en effet lir%+ - % = —o et lin})+e_1/x =0), il n'y a pas d'asymptote a droite de 0.
xX—>— xX—o— xX-—
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Comment citer ce cours ?

Mathématiques 1, Odile Brandiére, AUNEGe ( ), CC-BYNC ND
( ).
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Cette ceuvre est mise a disposition dans le respect de la Iégislation francaise protégeant le droit

d'auteur, selon les termes du contrat de licence Creative Commons Attribution - Pas d'Utilisation
Commerciale - Pas de Modification 4.0 International (

). En cas de conflit entre la Iégislation francaise et les termes de ce contrat de licence,
la clause non conforme a la législation francaise est réputée non écrite. Sila clause constitue un
élément déterminant de I'engagement des parties ou de I'une d'elles, sa nullité emporte celle

du confrat de licence tout entier.
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