Limites, continuite

Ce cours vous est proposé par Odile Brandiere, Université de Paris Sud 11, UFR Jean Monnet et
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Objectif de la legon : Conndaitre les limites des fonctions usuelles aux bornes de leurs domaines

de définition.

Savoir reconnaitre les cas d'indétermination et déterminer les limites dans certains de ces cas.
Connaditre la traduction graphique des limites : les asymptotes. Reconnaitre une fonction
continue, en vue d'appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires et de chercher les valeurs

approchées de solutions d'une équation.
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Dans le cadre de ce cours, on vous demande uniquement d'avoir une noftion intuitive de ce
qu’est une limite : une fonction a pour limite L en asi f(x) s’approche de L, infiniment pres si L est

un nombre, lorsque x s'approche de a.
On ne vous demande rien de plus, et vous avez déjd rencontré cette notion au lycée.

Ce paragraphe n'est Id que pour vous permettre de clarifier cette notion et de I'approfondir. I
vous donne, 4 titre indicatif, quelques définitions rigoureuses, qu’on ne vous demande pas

d’apprendre.

Approche : limite finie en un nombre fini

Comparons les graphes de 2 fonctions, h et g, définiessur] — oo, 1[ U] 1,+400] :

_1 1
F0.8
H0.6
0.4
F0.2
15 1 s Y 15 R 05 U™ "ok 1
% il * E-0.2
r-0.4 F-0.4
Représentation graphique de h Représentation graphique de g

Ces fonctions ont clairement un comportement remarquable au voisinage de x =
1. Pour mieux|'observer, agrandissons le graphique au voisinage de x = 1.

Pratiguement, on construit un graphique sur un intervalle plus fin contenant 1.

1_
0.8
0.6
. 05
0.4 D,d-M
0o 0.2
0y082  0gb 09092 09 (MNi - ng2 08 0302 0% 1
X LT
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Visiblement les 2 fonctions n'ont pas le méme comportement. g(x) semble
s'approcher de la valeur 0,4 au fur et & mesure que x s'approche de 1.

05, 05

0.45

0.45

0.441 0.454

0.424

0.4 0.4

0.35

0.3

0,341 0,351

0.321

0308 o&4 u.éau}ieu.ez “0%6 1 035g 09 005 098 1

La situation est maintenant clairement la suivante : a mesure que x s’approche de 1, g(x)

s'approche, de plus en plus précisément, de la valeur fixe 0,4.

Plus précisément, sur le graphique, il apparait que :
g(x) approche de 0,4 avec une précision de 0,1, pour tout x de 10,8; 1[, g(x) approche de 0,4

avec une précision de 0,05 pour tout x de 10,9; 1 et de facon générale :

Quelle que soit la précision p que I'on se fixe, aussi fine soit-elle, g(x) approche 0,4 avec cette
précision, dés qu’on se restreint a un intervalle assez petit autour de 1. Dans une telle situation,

on dira que g a pour limite 0,4 en 1, on le note ainsi :

lim,_,; g (x) = 0,4 ou encore lim;g=0,4

Limite finie en un nombre fini : définitions

Définition : limite finie L en une valeur finie x, lim f (x) = L. L et x, désignent 2 nombres réels. On
X—Xq

dit qu'une fonction f, définie sur un domaine de définition D inclus dans R, a pour limite L, nombre
réel, en x,, lorsque : pour toute précision p > 0, il existe un intervalle I,, ouvert, suffisamment petit

mais pas vide, contenant x, ou borneé par x,, telle que pour toutx de D N1, L —p < f(x) <L +p.

On écrit limof (x) = Llorsque : pour fout p > 0, il existe a > 0 tel que pourtoutxde D N]x, — a,x, +
XX

alLL-p<f(x)<L+p.
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Limite infinie d’une fonction en une valeur finie

lim f(x) = +o0 xh_)r? fx) =4

X—Xg
Limite : +

Considérons la fonction g; définie sur R par: x € R" & g3(x) = xiz dont voici une représentation

graphique :

Sur le graphique, il semble que, d mesure que x s'approche de 0, la valeur g;(x) est de plus en

plus grande, et n'admet aucune borne.
Plus précisément :

e gs;(x) > 100desque —0,1 < x < 0,1
e gs;(x) > 10000 des que —0,01 < x < 0,01 et de facon générale,

e quelle que soit la borne A qu’on se fixe, aussi grande soit-elle, il existe un intervalle ouvert
I, contenant 0 tel que , pour tout x non nul de cet intervalle, g;(x) > A. (il suffit de

prendre, pour A > 0,1, =] —%.%[)-

On dit que li1]r}3(x) = +o0.
xX—

Définition : limite infinie en un nombre fini x,

Voici une premiere formulation intuitive ...

On dira ainsi que, pour un nombre x,, li@} f (x) = +oo (« f a pour limite plus I'infini en x, ») lorsque
X—>Xg

f(x) reste supérieure a toute borne choisie des qu'on se restreint, en fonction de cette borne, aux

valeurs x suffisamment proches de x,.

... et voild une définition plus rigoureuse, qui est Ia & titre de référence et qu'on ne vous demande

pas d'apprendre par coeur :
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f étant définie sur un domaine D, et x, appartenant d D ou en étant une borne, on écrit que

lim f (x) = +oo lorsque :

xX—Xg

Quel que soif le nombre A, il existe un intervalle ouvert I, centré en x,, tel que pour fout nombre
xdel,nD,f(x) > A.

Limite : -

On écrit que Jl{lir(l)f (x) = —o lorsque, —f a pour limite +o en x,, c'est-a-dire lorsque f(x) est plus

petite que n'importe quelle borne, dés qu'on se restreint & x assez proche de x,.

Exemple : la fonction g, : x e R - —xiz a pour limite —o en 0 : lir% gs (x) = —
X—

Limite finie L en + oo: lir+n fx)=L
X—+ 00

Définissons, sur [0, +o[ la fonction suivante : g, : x € [0,+oo [—> 1- ﬁ voici son graphe :

0.84
064/
0.4,
0.2

0 10 20 ; 30 40 &D
Les valeurs prises par g, (x) s'approchent de la valeur fixe 1,  mesure que x grandit.

Plus précisément, g, étant croissante, on peut affirmer :

e g,(x) approche 1 avec une précision de 0,1 dés que x > 9 (carpourx >9,1—-1/10< 1 —
L < 1)
e g,(x) approche 1 avec une précision de 0,05 dés que x > 19 (carpourx > 19,1 —-1/20 <
1
1-—<1)
1+x

e et de facon générale : quelle que soit la précision p > 0 qu'on se fixe, il existe une borne
Atelle que:1—p < g,(x) <1+ p pourtout x > A (il suffit de prendre A = p—il). On écrit

alors que g, a pour limite 1 en +oo : lirp g:(x)=1
X—+ 00
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Définition : On écrit qu'une fonction f admet une limite finie L en +o lorsque : pour tout p > 0, il
existe A e Rtelque pourtoutx > A L—-p<f(x)<L+p

Limite infinie d’une fonction en +00 ou — o

lim f(x) =40 oU —oo, lim f (x) = 40 OU —c0
x—+00 xX——00

Considérons la fonction gs : x € R » x2

e gs(x) reste supérieure a toute borne fixée, dés qu'on se restreint d x assez grand.
e g:=(x)> 100 pour tout x > 10,

e gs(x) > 10000 pour tout x > 100, et de facon générale, pour toute borne A > 0, il existe un
nombre a tel que : pour tout x > a, gs(x) > A ( il suffit de prendre a = VA )

On écrit lirll f(x) =+
X—+ 00

La fonction gg = —gs. prend des valeurs inférieures & toute borne fixée, dés que I'on se restreint

x assez grand : On écrit que lirp f(x)=—o0
X—+00

7
-104
-153
-204
-251
=30

Intéressons-nous & nouveau A gs : x € R » x?2, cette fois ci pour x < 0.
gs(x) est toujours supérieure a toute borne fixée, des que x est suffisamment petit :

e gs(x) >100des que x < —10,
e gs(x) >10000 des que x < —100,

e et pourtoute borne 4, il existe a tel que : gs(x) > A pour tout x < a (il suffit de prendre a =
—V/A4 ). On écrit que Jim f (x) = +oo

Mathématiques 1, Odile Brandiere, , 8
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30
25
20
15
10

Enfin, intéressons-nous a la fonction ge sur R, g¢(x) est inférieure a toute borne fixée des que x est

suffisamment petit.

e gs(x) <—100dés que x < —10,
e gs(x) < —oodésquex < -10,

o et pour toute borne A, aussi petite soit-elle, il existe a tel que : gs(x) < A pour tout x < a (il
suffit de prendre a = —VA ). On écrit que Jim f (x) = —oo

On écrit que lim f (x) = L*, a désigne un nombre, ou +o, ou —o, lorsque f a pour limite L en a et,
x—-a

de plus, f(x) est toujours supérieure A L dés que x est assez proche de a.

\ .\/f——ﬁ\\
i 0
a
X
Am f (x) = L*

limf(x) =L*Y,aeR
x—-a

On écrit que lim f (x) = L™, a désigne un nombre, ou +o, ou —», lorsque :
x—-a

f apourlimite L en a, et, de plus, f(x) est toujours inférieure a L dés que x est assez proche de a.

Mathématiques 1, Odile Brandiere, , 9
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>/

lim f(x)=1L"
limf(x)=L",a€R x—>+00
x—a

Soit f une fonction définie au voisinage de a, c'est-a-dire, sur un intervalle contenant ou borné

par a, sauf éventuellement en a.

On dif que lim f (x) = L lorsque la restriction de f aux nombres supérieurs a a, a pour limite L, et
xX—-a

que lim f (x) = L lorsque la restriction de f aux nombres inférieurs & a, a pour limite L.
x—-a

Exemple : voici la représentation graphique d'une fonction f : x]iltll’l_ fx) =11, xliTJ, fx)=1L2

|
L2 - 1|\,+‘—\---_.- \—\‘---—
I '
L1 - _‘l— __;"#.'_.-)TVJ\;\NE— ———————————
0 :
a X

Fonction puissance entiére positive, x € R—x™" ou n est un entier
strictement positif et a est un nombre réel

xl—IHloo x" =40 “\n pair
' y
Sin impair xl_i}mOo X" =—o0 1 _
/'2-3' ! X
Sinpair lim x™ = 4o o /
X——00 nimpair
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Fonction polynéme: x € R » a,x" + a,,_x™" 1 + -+ a;x + a,

Les limites en +o et —oo sont les mémes que celles du monéme de plus haut degré, a,,x™. Sia,, >

0, ce sont celles de x™. Si a,, < 0, il suffit de changer les signes.

Exemple : lil’_{l 14+ 7x%2—-2x3= lim —2x3 = —o0
X—4+00

xX—+00

Racine carrée, puissance réelle positive

X €E [0, +00[|—> Vx = x1/2 /,,f"f.
lim Vx = 4+ ¥ g
xX—+o00 ’,’
o i 104/
Et de fagon générale : Puissance réelle positive : x €] 0, +oo[- x?, . i
1000
avec b nombre réel strictement positif. lir+n xP = +oo K
X—400

lim x? =
x-0

- -~ [ < - — 1 .
Puissance entiére négative: x e R —» x ™" = o n pair
Ou n est un entier strictement positif.

-] 1
En0: lim — = +oo; si n est impair lim < = —oo, sin est pair lim L= too; n impair
x-0t x™ x—0~x™ x>0~ x™

. 1 . 1
En +owet —: lim —=1lim = =0;
x—>—00 X" x—>4o00x™

Puissance réelle négative x €]0, +oo[~ x?, avec b nombre réel négatif, non
entier

Une telle fonction a le méme comportement que les fonctions précédentes en +o et en 0% en

revanche le probléme ne se pose pas en 0~ et en - « puisque la fonction

n'est pas définie sur R.

En 0*: limx? = 4o 1N

x—0

En 40 : limx? = 0%

x—0
Logarithme népérien : x €]0, +oo[~ Inx
Jig Ins) = e

lim In(x) = 4+ —
et (%) In x 14 T

. — 0
xll)rg)l+ xIn(x) =0

In(1+ x
lim 2D
x—0 X
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Exponentielle x € R — e*

lim e* = +o0;

X—+00
H00
. . _ exp ¥
lim e*= lim e™*=0;
X——00 X—+co ra0

e? =1, il arrive qu'au voisinage de 0 on ait & comparer e* — 1, qui R 1 R A

e*—1

tfend vers O, avec x. La limite suivante est alors utile : lirr(1) =1
X—

Sinus et cosinus

Elles sont définies sur R et n'ont pas de limite en +o et en —x : elles

oscillent entre 1 et -1.

cosx (en bleu)

Toutes les fonctions que vous rencontrerez cette année seront obtenues d partir d'opérations

simples sur des fonctions usuelles.

Théoreme : Si g est une fonction telle que lim g (x) = a (x, peut éfre un nombre, ou 4+, OU — ),
X—-Xg

et f définie au voisinage de a, telle que lim f (y) = b. Alors : lim fo g(x) =b
y—a X—Xq

Remarque : ce théoreme est cohérent avec la définition de la limite qui a été prise ici et qui est
communément enseignée maintenant. Dans d'anciens ouvrages, on peut frouver une autre

définition de la limite, pour laquelle ce théoréme s'exprime différemment.

Exempiles :

1. Cherchons “T 1/(1—x2%):
X—+00

Posonsy = g(x) =1—-x%, f(y)=1/y, alors 1/(1 —x?) = f(g(x))

lim (1 —x%)=-cwet lim 1/y =0, donc lim L — lim f=o0.
yo—® x

x—+00 S+oo1—x2 y—o>—y

2. Cherchons lim (Inx)?2
x—-0+
x » (Inx)? est la composée des 2 fonctions In et puissance 2 : x » Inx - (Inx)?

Or lim Inx = —o, et lim y? = 400, donc lir(r)1+(lnx)2 =400
xX—

x—0% y——00

Mathématiques 1, Odile Brandiére, , 12
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On considere ici deux fonctions f et g, telles que, chirr}lf(x) =L, et chirréf(x) = L,, a peut-étre un

nombre réel, +o ou —o. Les résultats sont détaillés dans les premiers paragraphes, puis sont

résumés dans des tableaux.

Addition : )lciircll(f(x) + g(x))

Si Ly et L, sont des nombres, alors : lim(f(x) + g(x)) = Ly + L,
x—-a
Si L, est un nombre, et L, = +00 ou —oo, alors : lim(f(x) + g(x)) = L,
x—a
SiL, =L =40 oU —oo, alors lim(f(x) + g(x)) =1,
x—-a

Si L, = +o et L, = —. Il s'agit d'une forme indéterminée, c'est-d-dire que cette information ne
suffit pas & déterminer s'il y a une limite. Il peut y avoir des cas pour lesquels il y a une limite finie,
infinie, ou pas de limite du tout. Nous verrons plus tard comment essayer de lever cette

indétermination.

Exemple: lim x*+x?+2x+1=+0 lim —x*+4+2= -0, lim —x*—x3=—0 aqussi. Mais, en
X—+00 X—+00 X—>+00

utilisant la regle : la limite en +o0 d'un polyndme est celle du terme de plus haut degré, il apparait

que :

lim (x*+x2+2x+ 1)+ (—x*+2)= lim x?2+2x+1 =+

X—+00 X—+00

Alors que lirp (x*+x2+2x+ 1)+ (—x*—x3) = lirp (—x3+x24+2x+1)=—-
xX—+00 X—=+00

Produit : lim f(x)g(x)

SiL,eRetL, e Ralorslimf (x)g(x) = LiL,
x—-a

Exemple : lirp Q2+1/x)=2, lirP (e7®)=0,d'ou lirP 2+1/x)e*=2%x0=0
x—+00 xX—+00 X—+00

Si LLeERL;#0 et Ly=4o ou —owo . Alors )l(imf(x)g(x)=+oo si L, et L, de méme
->a

signe lim f (x)g(x) = —oo sinon.
x—-a

Exemple : 1. lim (2 + i) =2, lim —x? = —oo, d'oU lim —x2 (2 + %) =—o0

X—>+00 X—+ 00 X—>+00
SiL,=0etL, =40 ou —w:ils'agit d'une forme indéterminée. Cela ne suffit pas pour savoir s'il y
a une limite, ni ce qu'elle peut valoir. Il faut faire des calculs supplémentaires.

L1
2. lim = = +oo,
x—-0X

lim(3x2) = 0,

x—0

Mathématiques 1, Odile Brandiere, , 13
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lim 2 %% — = lim— = 0
lim2x* 7 =lm -5

X

Quotient : lim — 1G0)

x—a 9(x)

SiL,€eRetL, €R L, # 0 Alors im 22 = 11

x-agdXx) L

2+1/x _ 2

Exemple : hm (2 +1/x) =2, llm (3 +1/x) =3,dou llm

—+00 3+1/x 3

SiL, eERetL,=+0wou—ow Alorslimi®Z =0

x—-agx

2+1/x

Exemple : hm (2 +1/x)=2et hm x? = 400, d'OU lim =0

X—>+00 x2

LLERL, #0
Si{ oulL; =+00 ,etL,=0%u0"
oul; = —
Alors limZ% = oo si L, et L, de méme signe, —oo sinon

x—-a g(x)

1

Exemples : 1. lim 2+——2e’r hm %—0‘“ d'ou lim 2F= lim (2+%)x2=+oo

x—+00 oo X X—+ 00 x—z X—+00

2. lim (3x) = +o et lim 1=0%, doU lim == = lim 3x2 = +
X—+00 X—+00 X x—>+00 1/x X—+oco

Dans tous les autres cas :

e 2 limites infinies,
e L;,=0
e Ou L, =0 sans que I'on puisse préciser 0*ou 0-,

Il s'agit d'une forme indéterminée.

Il peut y avoir une limite finie, ou infinie, ou aucune limite ... Pour le savoir il faut procéder & des

calculs supplémentaires.

Exemples de cas de formes indéterminées lim —= [@).

x—x9 9(0°
f(x) =1/x,9(x) =1/x% x, =+, indétermination de type " llml—teo "ici lim 22 = lim (x) = 4,
mite 0 X—>+oog(x) X—+00
_ 5 _ _ .z . w limite 0, . . &) o 1
fx)=1/x*,9(x) =1/x, x,= +oo, indétermination de type Tmiteg ' |CI XEng(x) xl—l>£—noox =0,
f(x) =e* g(x) = e, x, = +oo , indétermination de type * 2 ici llrp % lirf e *=0,
o] —400 X—+ 00

f(x) =e?,g(x) =e*, x, =+ ,indétermination de type “ 2", ici hm g(x) = lim e* =400
X—+ 00

[o¢]
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Résumé de ces résultats

lim f limg lim fg
+00 QU -0 . . .
nombre # 0, +o0 ou - @ +00 ou -o0 suivant la régle des signes
0 +00 QU - 0 Forme indéterminée
lim f Limg lim(f+g)
Nombre +o0 +00
Nombre - o0 -0
+00 +00 + o
- a0 - o0 -0
+a0 - Forme indéterminée
lim f limg Iimg
+ - - p .
nombre # 0 0 oul +o0 ou -oo suivant la régle des signes
nombre +00 QU - %0 0
+00 OU - 0", 0", ou nombre #0 +o0 ou -oo suivant la régle des signes
0 0,0 ou Forme indéterminée
nombre, +e0 ou -0 0 (mais pas 0" ou 0") Forme indéterminée
+00 QU - © +00 QU - 0 Forme indéterminée

Comparaison des fonctions usuelles a I'infini et en O

Il arrive que deux fonctions aient méme limite 0, + f, ou — f, en une valeur x,, mais que I'une

d'entre elles tende a étre infiniment plus grande que I'autre. C'est ce que nous apprendrons les

propriétés de comparaison de fonctions dans ce paragraphe.

Pour les exprimer simplement, posons une définition :

Définition : f(x) <, g(x)

e §i hm f(x) = hm g (x) =+ et quelim —= fx)

xoxp 900

d' ordre mferleur o g au voisinage de x,, et on le note : f(x) K, g(x).

fx)
gx)
d' ordre superleur d g au voisinage de xo etonle note : f(x) Ky, g(x).

e Si llm fx)= llm g(x) =0 et que llm

= 0 on écrit que f(x) est un infiniment grand

=0, on écrit que f(x) est un infiniment petit

Dans les 2 cas, cela signifie que f(x) tend & devenir infiniment plus petit que g(x) lorsque x

tend vers x,.

&
e

= 1ondit que f et g sont équivalents au voisinage de x,, on le note : f(x)~,, g(x)
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2x3+x% . @_. (2x2-30)(x-1)? _ .. (2x2-3x)(x—1)

(x-1)2" x519(x)  x51 (x-1)(2x3+x2) ~ x51  (2x3+x2) =0 donc

Exemples: 1. f(x) =
f(x) < g(x).

2x%-3x
ety =

@x3+x)(x-1) _ 4. x@x+1D)(x-1)
(x-1)2(2x2-3) ~ x50 (x—1)2(2x-3)

L@ _
2.t = im(

= 0. Donc g(x) K, f(x).

3 lim L@ gy @m0eo? 2 ()(m)

T xotoo g(X) | xodoo (x—1(2x3+x2) | xotw 2x4(1-3)(143)

=1.Donc f(x) ~,e g(x).

Comparaison des puissances

Observez les représentations graphiques de quelques fonctions puissances : en +, elles tendent
toutes vers 4o, mais plus I'exposant est grand, plus elles tendent

rapidement vers l'infini.

Pour exprimer ceci plus rigoureusement, on étudie le rapport de ces %9

fonctions :

.
Pour a < b: lim x—b = lim x*? =0 puisque a — b < 0. C'est-a-dire que

X—>+00 X X—>+ 00

lorsque x tend vers l'infini, x¢ tend & devenir infiniment plus petit que x?. On I'écrit : x* <, xP.

Remarque : ceci est vrai aussisia < b < 0.

b
En 0, I'ordre estinversé :poura < b :lin& %:,l}"é xP=% = 0, c’est x? qui tend a devenir infiniment plus
xX— —

petit que a, on I'écrit : x? «, x¢

Conséquence : dans un rapport de deux fonctions puissances, la limite en +oo et la limite en 0*

sont imposées par la plus grande puissance.

3
C'est-a-dire que lim L= 400 = lim x3 - +o00,
2
X—>+00 X X—+0o

x3

x—>+00 X x—>+o00 X

. x3 . 3

lim —=0= lim x°,
x—0* x2 x—0t

. 3 . 1 . .. ~ . .

lim x—s = +o0 = lim = dans ces expressions, la limite est la méme que si seule la puissance la plus
x>0t X x—-0t X

grande était présente.

Quant d la limite en —o0 ou en 07, possible si a et b sont entiers, le résultat est le méme mis a part

qu'il faut tenir compte du signe et donc de la parité des exposants
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Comparaison entre une puissance entiéere et la fonction logarithme, [n

En +:

si a>0, lim x* =40 = lim In(x). Cependant, sur un graphique il apparait que x% tend

xX—+o0o xX—+oco

beaucoup plus rapidement vers +o que In(x).

% .

In x

0¥ 1p } El/f"’_f )

Comparaison de vx = x¥/? et de Inx Comparaison de x? et Inx

On peut le constater numériquement :

Prenez une calculatrice, et comparez In(x), x'/?, x? pour x = 100,10 000,1 000 000.

. Inx Inx
Pour les comparer, évaluer leurs rapports — , ——
X

x1/2°
Le résultat, que nous ne pourrons pas démontrer dans ce cours, est : pour touta > 0,Inx <, x%,

ce qui, rappelons-le, signifie lim — = 0,en 0*:sia > 0, on a: lim x* = 0%, et lim In(x) = —oo
x—+00 X x—0+ x—0+

Donc si on cherche une limite en 0% a l'expression : x%In(x), on se refrouve face d une forme
indéterminée. Cependant, dans ce cas, on peut lever lindétermination, c'est-a-dire trouver la

limite : lim x%In(x) =0
x—0%

. . -1 . . ;s
Preuve : il suffit de posert =1 /x, on a alors x*In(x) = t—i’t 11%1+ t = +oo, ef le résultat précédent
xX—

indigue que lim L?t =0, d'ou lim x*In(x) = 0.
to+4o00 t x-0t

Les deux résultats, en 0tet en +oose résument ainsi : dans un quotient ou un produit d'une

puissance et de In, c'est la puissance quiimpose la limite, en 0Tet en +oo.

Comparaison d’une puissance et d’une exponentielle

Le probleme ne se pose qu'en +o en —co,
Soient a, b deux nombres strictement positifs.
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En +oo:

lim x% = 400, lim e?* = +o00. On peut avoir a évaluer hm x— qui s'écrit aussi lim x%e~b*. ||

x—+00 xX—+0o x—+00

s'agit d'une forme indéterminée.

Comparons les représentations graphiques des fonctions

puissance et exponentielle : 20000 7 ex
Il Qpporcﬁ que, lorsque x jrend Vers +o0,e* tend vers l'infini plus 15000
rapidement que les fonctions puissances.
On peut l'observer numériguement : prenez votre calculatrice 10000+
et comparer e* a x? et x5. Pour x = 10, 100, 1 000. oo ”
Le résultat rigoureux, que nous ne pourrons pas démontrer dans X3
ce cours, est le suivant : pour tous a, b > 0 : x% <<, e?¥, c'est-a- o —
. xa 1
dire : lim == =0. X
x>+ e

En - : le probléme se pose si a est un entier (sinon la fonction puissance a n'est définie que sur
R+*). lim x% = 40 ou —o, selon que a est un entier pair ou impair.

x—+o00
D’'autre part, lim e?*=0 si b>0.
Xo—00
On peut donc avoir & évaluer xljlnwebx' il s'agit d'une forme indéterminée. Mais on peut lever
cette indétermination : xl_i)r_noo x%eb* =0,

Preuve : posonst = —x, on a alors : hm (t) = 400, et x%eb* = (—t)%e bt = Ct m ,ord'aprés le

P s s ta
résultat précedent, llm (i =0. Ces deux résultats se retiennent par la regle suivante : dans un

produit ou un quo’rlen’r d une puissance et d'une exponentielle, c'est 'exponentielle quiimpose
la limite en +oo0 et —oo,

Résumé des comparaisons entre fonctions usuelles

Ces comparaisons se résument ainsi : a, b désignent deux nombres réels tels que 0 < a < b.

En +o0 e e ™™ L K xTM KL K i & \/% infiniment petits (tfermes ayant pour limite 0 en +)

Inx < (Inx)? <.& (Inx)" K.&Vx € x € x? K x" K..«< e¥™ « eP infiniment grands (de limite en +o
et —oo).

En0F: . X3 Kx? Kx K VxKk1Kinx K (Inx)*> < (Inx)? < - K \/i; Kx—-1&Kx?«x3 L.

Remarque 1 : Attention | Rappelons que u(x) « v(x) au voisinage de x, signifie lim —— v _ .

x—xo V(x)

Les regles encadrées ici permettent donc, dans les cas concernés, de donner la limite d'un
quotient ou d'un produit, mais elles ne suffisent pas d elles seules, d justifier une affirmation portant

sur une somme ou une fonction composée. Cette erreur est malheureusement courante.

1er exemple d'application de cette remarque : pour étudier la limite en +o de la fonction f;: x €
R** b f,(x) = x2 — In(x), il ne suffit pas d'invoquer ces régles de comparaison, car il s'agit d'une
somme et non d'un produit.
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En revanche, on peut écrire, pour tout x de ] 0, +oo[ : fi(x) = x ( ln(x)) Alors le quotient

ln(x)

apparait dans I'expression et les regles précédentes permettent d'affirmer : In(x) « x? au

.. \ N . . l LN s
voisinage de +w, c'est-a-dire lim 22 d'ou lim
x—+400 X

x—+00

) 1,d'oU lim x (1—“;Lx))=+00.

X—>+00 2

2nd exemple d'application de cette remarque : pour étudier la limite éventuelle en +oo de la

fonction f, : x e R** - f,(x) = ln(e—

+1)

il ne suffit pas de se fonder sur une phrase du genre «

I'exponentielle 'emporte sur le Iogorifhme » OU « x I'emporte sur le logarithme d'x » qui ne
s'‘appliquent pasici caril y a une fonction composée de In et d'exp.

f> a 3 pour limite en +o0, voici une facon de I'établir : remarquons que pour tout x de R**, e3* <
3x 3x 3x
P4 1<e¥ +e¥, d'oin(e%) < In(e¥ + 1) < In(2e¥), d'oy M2 < M EeD) oy

Z <0<

In2+3x
x

in2

,d'003<f2(x)<—+3

En remarquant que lim (ln—2+ 3) =3,onadonc lim f,(x) =3
X—+00 X X—+00

(f, €étant toujours comprise entre la constante 3 et une fonction qui a 3 pour limite en +o0).

Remarque 2 : Qu'en est-il pratiguement 2 Dans les modeles économiques, on rencontre

frequemment des puissances de x ou des logarithmes. Les regles évoquées, qui font appel a des

limites en +oo, sont-elles valables aux échelles économiques 2 Si la variable x représente un

nombre d'individus, elle peut €fre au maximum de l'ordre de 1000 (le nombre de personnes

interrogées dans un sondage),

100000 (une ville moyenne ou la clientele potentielle d'une

entreprise) de 1000000 (une grande ville) de 5 a 10 Milliards (la population mondiale, a différentes

dates). Sila variable x représente une quantité de monnaie, elle peut atteindre au maximum un

ordre de grandeur d'un millier de milliards, c'est-a-dire 1012,

On peut remarquer que :

im ——=
x—>+00 (In x)?2

Comparaison Signification Application numérique
x &K e¥ en +ow X _0 0 < =< 0,001 dés que x > 10, la limite
X—>+00 ex € \ . s
est tres vite approchée
In (x) € x en +oo lim —— =0 0 <% < 0,001 dés que x > 10000, la
x—+o0 N x
I|m|’re est approchée pour un ordre de
grandeur raisonnable
Inx « (Inx)? en +oo Inx Inx il

(nx) _F< 0,01

faudrait se restreindre a x > exp(100),
d'oU x>2-10%3, ce qui est hors de
portée des données économigques.
On peut considérer qu'elles ne
permettent  jamais  d'approcher
précisément cette limite.

Pour avoirr 0<
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Utiliser ces résultats pour lever des indéterminations

Les problémes d'indétermination se présentent dans des sommes ou des quotients. La technique
est alors de systématiguement mettre en facteur le terme dominant, celui qui tend & devenir

infiniment plus grand que les autres, donné par la liste des comparaisons des fonctions.
Polynémes

La solution a été déja donnée : la limite en +o ou —x est celle du monéme de plus haut degré

: par exemple pour f;(x) = —3x? + 10x + 1, lirp filx) = lirp (—3x%) = -
X—+00 X—>+00

Fonctions rationnelles, c'est-a-dire quotients de polynémes

Pour chercher la limite en 4+ ou en - «, on se trouve face a une forme indéterminée du type
"o/ 00".. Pour la lever, on peut factoriser numérateur et dénominateur par la puissance de plus

haut degré.

—3x2+10x+1
4x2+2x3

e frlx)=

x% -3410/x+1/x? _ 1-3+10/x+1/x?
x3 4/x+2 T x 4/x+2

Pour tout x non nul du domaine de définition de f,, f,(x) = .nya
alors plus d'indétermination : au maximum un terme a pour limite 0, +c0, ou —. ICi : lirP fo (x) =
X—+00

0-==o.
2

—2x342x-1 _ . .
e f3(x) = === Pour chercher la limite en +w ou —o, on factorise par la puissance de
3 4x34+x2+1

plus haut degré x3.

. g ers . _ X3 —242/x?-1/x3 _ —2+2/x-1/x3 '~
Pour fout x non nul du domaine de définition de f : f3(x) = yEeyrey s vey ey D’ou
- =2 _
Jim £ =7 =-1/2

Somme de fonctions usuelles

On factorise encore par le terme dominant, qui n'est pas forcément une puissance. Il faut se

reporter a la liste de comparaison des fonctions usuelles.

e Soit f, définie sur 10, + o[ par f;(x) = x? — Inx + 1. On cherche la limite éventuelle en +oo,

de cette fonction. Il s'‘agit d'une forme indéterminée. La comparagison Inx <<, x?2
In(x)

indique de factoriser par x2. On écrit : pour tout x > 0f; (x) = x? (1 =t x_12)

Inx
— =

On a alors : 0= lim = d'oU lim (1—1“(’“)1):1 et lim x%=+o, donc lim_f; (x)=+o0
x—+0co

i

x—l>r+1:loo X xX—+00 X xX—+o0oo x% x? X—+0o0

e Soit fy définie sur 10, +oo[ par : fs(x) = x? — e**1. On cherche la limite éventuelle en +oo,
de cette fonction. La propriété x? <<, e* indique de factoriser par e*.

XZ

Pour tout x de R, f5(x) = ex( -1+ e—lx)

ex
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2
lim = =0= lim —x ef lim e* = 400, donc llm fs (x) = —o0
X—+o0 € X—+00 € X—>+00

Quotients utilisant des fonctions usuelles
Comme pour les fonctions rationnelles, on factorise numérateur et dénominateur par le terme

dominant, qui n'est pas forcément une puissance.

x—Inx
2+e2%

Soit fg définie sur] 0, +ool. fg(x) = On cherche llm fe (0).

D'apres les propriétés de comparaison des fonctions usuelles, Inx <<, x.On factorise donc le

numérateur par x. Au dénominateur, on factorise par e?* qui est le seul terme & tendre vers +o :

Pour toutx > 0:

Inx _
x—ﬁgoo B
Inx
I-=
(X =25 77776
I INTEYEYPRT
, X
li —x =
X—>too €

On peut maintenant utiliser les limites connues : lim = = 0, lim nx _ 0, 11m (2/e") =0, Donc

X—+o0 € xX—>+00 X

lim fg (x) existe et vaut 0 2=,
X400 1

“2X42e”
—2X+ -3x °

e Soit f, définie sur ]0,+oo[ f,(x) =
indéterminée du type " limite 0 / limite 0 .

" On cherche hm f7 (). 1l s'agit d'une forme

La comparaison e 3* <<, e % K, f, indique de factoriser par le terme dominant e™* au

e e ¥42 e *42
e 2% 1+e~% 1+e~x"

numérateur, e~ au dénominateur : f,(x) =

Maintenant, il n'y a plus d'indétermination : lim e* = +oo, hm (e *+2)=2, lirP 14+e™ =1,

X—+00

donc lim f; (x) = 4oo.
xX—>+00

Autres cas d’indétermination

. . . rd 5 rd mn l. .t 0 n
Fonctions rationnelles, formes indéterminées du type %

. .. L x3t4x2-2 , , .
Exemple : Y a-t-ilune limite en 1 G = ¢ (Remarquons que le numérateur et le dénominateur

ont tous deux pour limite 0).
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De facon générale, il s'agit de déterminer s'il y a une limite en a € R a la fonction f(x) = % ou P

et Q sont des polynémes, et P(a) = Q(a) = 0 (dans I'exemple a = 1). Puisque P(a) = Q(a) = 0, on
peut factoriser P(x) et Q(x) par x — a (cf. lecon 2, fonctions usuelles). Il suffit alors de simplifier par

x — a pour obtenir la limite.

x3+x2-2
)

—— Il s'agit donc d'une forme

Revenons d lI'exemple : On cherche s'il y a une limite en 1 &

indéterminée du type " limite 0 / limite 0 ", mais on peut factoriser numérateur et dénominateur
par (x — 1). Factorisons le numérateur : cherchons des coefficients b, c et d, tels que x3 + x> — 2 =
(x — 1) (bx? +cx +d) pour tout x de R. Ceci équivaut O 1x3 + 1x%2+0x —2 = bx3 + (c — b)x? +

(d — c)x — d pour tout x de R.

b=1
On résout donc Z:i B (1) donc la solutionestb=1,c=2,d=2d'ou
—d = -2

3 2_ — 2 2 3 2_
xP4a?-2 _ (- (xP+2x+2) _ x242x+2 oour tout x de R \{1;—1}, donc lin}x +x
X—

x*4+2x+2 5
x2-1  (x=1D(x+1) x+1 -

2 .
= lim =
x2-1 x—>1 x+1 2

Différence de racines carrées

On multiplie par la somme des deux racines carrées (la quantité conjuguée), cela permet de

faire apparaitre un polyndme et de frouver la limite.

Exemple : Cherchons (existence, valeur) liT Vx2—1—-+vx2+1
X—+00

(VxZ—1-Vx2+2)(Vx2—1+Vx2+2)

Pour fout x de [1,+oo[, Vx2 =1 —Vx2 +2 = (on a multiplié haut et bas par

VxZ—1+Vx2+2
7 5 _ x?-1-x2-2 . . e -3 . 7
Vx2—1++Vx2 + 1) = W (on développe et on simplifie) = xgrfw(Vx 1+
2 — T3 _ - ; 21 _+/~2 : -
Va2 +2) = 400, donc lim —=—=—===07, donc lim Vx? -1 —x? +2 existe et vaut 0.

On cherche une limite a une fonction en I'encadrant

entfre deux fonctions de limites connues.

f désigne ici une fonction numérique définie sur un

domaine D, a désigne un nombre, +o ou —oo.

u et v ont une limite L en a.

Si f est comprise entre u et v alors elle admet, elle aussi, L

pour limite en a.
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Par exemple, considérons la fonction f définie sur R" par :

Pour tout x de R*, f(x) = x%sin G) Cette fonction admet-elle une limite en 0 ¢ Cette question
peut paraitre ardue, car 91613(1)% = 4o et la fonction sin n'a pas de limite en 4+, mais on peut
remarquer que pour tout x de R*, —1 < sin G) <1, donc —x? < f(x) < x2. f est donc encadrée

par deux fonctions simples, dont on connait la limite en 0.

Cas d’une limite finie

Théoréme : Si il existe un intervalle I ouvert, contenant a (si a € R) ou borné par a (si a = +o ou

a=—w ) tels que pourtoutxdeINnD, u(x) < f(x) <v(x) et chingu (x) = )lcin%v (x) =L, alors f a pour

limite L en a.

Exemple : gardons I'exemple d'intfroduction : pour tout x de R*, f(x) = x%sin G) On cherche &

savoir si f admet une limite en 0. Alors pour tout x de R, u(x) < f(x) < v(x).

Icilintervalle I = R contient évidemment 0, D domaine de définition de f est R", u(x) = —x2, v(x) =
x?, et bien sOr }3”&“ (x) = ,lcir%v (x) = 0. On peut donc affiimer que chin(l)f (x)=0.

Cas d’une limite infinie

Pour une limite +oo, la fonction v est inutile, et pour une limite —oo la fonction u est inutile :

Siil existe un intervalle I ouvert, contenant a (sia € R) ou borné par a (sia = +© ou a = —x ) tels

que pourtoutx de InD, u(x) < f(x), et ,lcin}” (x) = 4o, alors f a pour limite +« en a.

Siil existe un intervalle I ouvert, contenant a (sia € R) ou borné par a (sia =+ ou a = — ) tels

que pourtoutx deInD, f(x) < v(x)etlimu (x) = +oo, alors f a pour limite +o en a.
x—-a

sinx

Exemples : 1. Déterminer par cette méthode lim . La fonction x € R* - sin(x) n'a pas de limite

X—>+00

en +oo (elle oscille infiniment) mais pour tout nombre x,—1 < sin(x) <1, d'ou :

sinx

e Pourtoutxde]0,4oo[:=1/x <

<1.
X

sinx

. lirp (1/x) = lirf (=1/x) = 0. Donc, d'apres le théoréme des gendarmes, lim =0
xX—>+00 X—+o00

X—=>+00 X

2. Déterminer lim 3e* + [4x — In(x)]?. Puisque pour tout x de IR [4x —In(x)]? = 0 (car c'est un

xX—+00

carré), on q,
e Pourtoutxde]0,+oH,3e*+ [4x —In(x)]? =3 e*

. lim 3e* = 4o

x—+00
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Donc, d'apres le théoreme des gendarmes, lirP 3e* + [4x —In(x)]? = +oo
xX—+00

Définition : Si lim f (x) = + ou - w la droite d'équation x = x, est asymptote verticale & la courbe

xX-Xg

représentative de f, notée C(f).

On obtient les différents cas de figures suivants :

y | y \ y
0 X, X /
xo x 0 % X> 0 X, X
/
f
XI_1)r)r3”_ f(x)=-o x]_l)]‘)rgu_ f(x) =+ xE)IEﬁ' f(x)=+o 111}{1n+ f(x)=-o
Définition

asymptote horizontale d la courbe représentative de f.

2 Si liT fx)=y, ou lim f(x)=y, avec y, €R, la droite d'équation y =1y, est
X—+00 X—>—00

On obtient différents cas de figures :

y y y \ y
Y — E— Xe l\'\ Yo /_\ TANP-N
/ \ —-"/ Yo \ ”
0 X 0 / x X 0 0 x
Yo N
Jm f(x)=yo | lim fx)=yo | lim_fx)=y; | lim fix)=yo | lim_ f(x)=yo
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Définition

La droite d'équation y =ax + b est dite asymptote oblique & la courbe représentative de f

lorsque xl_i)r+n°o(f(x) — (ax + b)) =0ou xl_i)r_noo(f(x) — (ax + b)) =0.

0 X

N

0

/

T

—

y

e
///

0

\\

lim (fix)-(ax+b))=0" lim (f{x) - (ax +b))=0" lim (f(x)-(ax +b))=10
X—>+o0 X—» -0 X—r+oo

lim (fix)-(ax+b))=0
X—»-00

Remarque : si lim (f(x) = (ax+ b)) =0*, ou lim (f(x) - (ax + b)) =0%, la courbe C(f) est au-

dessus de l'asymptote xlir_nm(f(x) —(ax+b)) =07, ou xlirpoo(f(x) — (ax + b)) =07, la courbe C(f)

est en dessous de 'asymptote.

Détermination d’'une asymptote oblique

On se pose le probleme de la détermination d'une asymptote oblique lorsque la limite de la

fonction étudiée, en 4+o0 oU —oo, VAUt 4+00 OU —oo,

On cherche

/ l ) N\
X—>tw X

PTII (69 I T (0.9

51xll)m°o X  Toou-«o 51xﬂ>qgw X @
elR

Pas d’asymptote oblique, on dit qu’il y a

une branche parabolique d’axe (Oy) l
on cherche

// xﬂ)n@@( f(x) - ax)

si xil)IEOO( f(x) - ax ) = +o0 ou -0
Pas d’asymptote oblique, on dit qu’il y a une branche
parabolique d’axe la droite d’équation y = ax

si xli)l}}m( f(x)-ax)=b IR

La droite d’équation y = ax + b est asymptote a la

courbe représentative de

Si de plus liIH ( f(x) - ax ) = b+ la courbe est au
X—>+e0

dessus de la droite
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f(x)

. . Fonction discontinue en x,
Fonction confinue

La fonction g a une discontinuité en x, : pour fracer son graphe il faut faire un saut, de a a b. La
fonction f n'a pas de discontinuité, on dira qu'elle est continue. Les fonctions que I'on rencontrera
seront trés souvent continues. L'intérét de cette notion est le théoréme des valeurs intermédiaires,
qui indique que si l'on choisit deux valeurs afteintes par la fonction f, alors toute valeur

infermédiaire entre elles est atteinte aussi par f.

Par exemple :

e La demande sur un réseau de distribution d'électricité est continue : on peut décider a
l'avance dimporter de I'électricité d'un autre réseau lorsque la demande atteint ou
dépasse un certain niveau. Si ce systeme entre en ceuvre, ce sera lorsque la demande
sera exactement égale d ce niveau.

e Enrevanche le cours d'une action est une fonction discontinue du temps, ne serait-ce
gue parce gue la cotation est arrétée la nuit et les jours fériés. Si on décide de vendre
une action lorsque son cours atteint ou dépasse 100 €, il est possible que le vendredi soir
a la cléture le cours soit de 96 € et que le lundi matin & l'ouverture le cours soit de 103 €.
La vente ne se fera donc pas a 100 € mais & 103 €.

Définition : Une fonction numérique f, définie en x,, est continue en x, lorsque lim f (x) = f(x,).
X—-Xq

Une fonction numérique est dite continue sur un ensemble D si elle est continue en x pour tout x

de D.

Remarque : f continue en x, est équivalent 4 : f définie en x, et lim f(x) existe. Dans d'anciens
X—X(

ouvrages, on peut rencontrer une autre définition de la limite, pour laquelle il n'y a pas cette

équivalence.

Exemples : Les fonctions usuelles (polynédmes, fonctions rationnelles, racines, puissances,
logarithme, exponentielle, sinus, cosinus) sont continues sur tout leur ensemble de définition. Les

sommes, produits, composées de fonctions continues sont continues.

Mathématiques 1, Odile Brandiere, , 26


http://aunege.fr/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

2xsix =1

3xsix<1eSJr

Exemple de fonction discontinue : La fonction u définie sur R par x € R - u(x) = {

discontinue en 1.

Théoréme : Si f est une fonction continue, alors limage de tout intervalle est un intervalle.

f(x)

f([a,b])

a c b x

Remarque 1 : Iimage de lintervalle [a, b] est un intervalle, mais ce n'est pas forcement

l'intervalle [f(a),f(b)], comme on peut le voir sur la figure.

Remarque 2 : En employant ce théoreme dans une copie d'examen, il faut soigneusement le

justifier, et ne pas oublier d'indiquer que la fonction considérée est continue !

Corollaire 1 : Si f est définie sur un intervalle [a, b], alors pour tout m compris entre f(a) et f(b), il

existe au moins un nombre ¢ tel que f(c) = m.

Ce théoréme ne peut pas étre démontré dans ce cours, et nous I'admettrons. Il fraduit l'idée
suivante : puisqu'il n'y a pas de saut dans le graphe de la fonction, pour aller de f(a) & f(b) il

faut passer par chacune des valeurs entre f(a) et f(b).

Corollaire 2 : Si f est une fonction continue strictement monotone sur un intervalle [a, b], alors f
définit une bijection de [a, b] sur [f(a), f(b)] (si f est croissante) ou sur [f(b), f(a)] (si f est

décroissante).

La différence avec le corollaire 1 est que pour tout m compris entre f(a) et f(b), il existe un seul

¢ de [a, b] tel que f(c) = m.

On utilise souvent ce cas particulier du théoreme :

Corollaire 3 : Si f est continue sur lintervalle [a, b], et f(a), f(b) de signes opposes, alors il existe

au moins un ¢ dans [a, b] tel que f(¢) = 0.
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Utilité de ce théoréme : Dans bien des cas, on rencontre des équations qu'on ne sait pas
résoudre explicitement, c'est-a-dire qu'on ne sait pas en exprimer une solution sous la forme s =
--- avec une combinaison des fonctions usuelles & droite de I'égalité. Mais, a défaut, ce

théoreme peut répondre d la question : existe-t-il une solution 2

e cette question est souvent plus importante que celle de la valeur de la solution,

e de plus, y répondre permet d'entamer des calculs pour approcher cette solution, c'est
ce que nous allons voir.

Etudions ce calcul sur un exemple :

1) Montrer que I'équation 4x> + 5x* — 2 = 0 a au moins une solution dans R.
2) Dénombrer les solutions de I'équation 4x5 + 5x* —2 =0
3) Donner des valeurs approchées a 0,01 prés de ces solutions.

1) Appelons fla fonction: x € R = (x) = 4x° + 5x* — 2. f est continue sur R, car c'est un polyndme,

f(0)=-2<0, f(1)=7>0,donc il existe au moinsun ¢ dans [0,1] tel que f(c) =0

2) Dénombrons les solutions de I'équation et cherchons un premier encadrement des solutions :
il faut étudier les variations de la fonction (ce qui va nécessiter, ici, quelques notions de
dérivation). f est dérivable sur R, f’(x) = 20x* + 20x3 = 20x3(x + 1)change de signe en x = 0 et

x = —1. f" est positive sur] — oo, —1[ et sur] 0, +oo[, négative sur ] — 1,0].

Tableau de variations :

X - -1 0 +o0
f7(x) + 0 - 0 +
-1 +a0
f(x) L —_— L,

Donc I'équation f(x) = 0 n'a pas de solution dans ] — o, 0[. En revanche, sur l'intervalle [0, +], f

est strictement croissante et confinue, f(0) = _Z'XIiToof (x) = 4+, donc f forme une bijection de

[0, +oo], sur [—2, +oo].

Donc il existe une, et une seule, solution a I'équation f(x) = 0, cette solution est dans l'intervalle
[0, +oo[

3) On encadre la solution par des intervalles successifs : d chaque fois qu'on a obtenu un

intervalle [a, b], sachant que f est croissante sur cet intervalle et qu'il y a une solution, il suffit de
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calculer f(%b) pour savoir si la solution est dans [a, %b] ou dans [aT”’b] Notons s la solution de
f(s)=0.

f(O)=-2 etf(1)=7doncl0<s<1

f(0+1) =f(1/2) =—-1,5625< 0 donc0,5<s<1

2

0'52+1 = 0,75, et £(0,75) = 0,53125 > 0 donc 0,5 < s < 0,75

0,5+0,75

= 0,625, et £(0,625) =~ —0,86 < 0 donc 0,625 < s < 0,75

Q7540825 _ 1,6875, et £(0,6875) ~ —0,27 < 0 donc 0,6875 < s < 0,75

0,6875+0,75

> ~ 0,72, et f(0,72) = 0,12 > 0 donc 0,6875 < s < 0,72

0,6875+0,72

2 ~ 0,70, et £(0,70) = —0,13 < 0 donc 0,70 < s < 0,72

Donc s = 0,71 & 0,01 prés.

Comment citer ce cours ?
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