Autour de la notion de fonction
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Objectif de la legon : Rappeler des définitions et des notions essentielles & la compréhension des

lecons suivantes et des mathématiques en général.

Ce vocabulaire a déja été vu en lycée et cette lecon n'est constituée que de rappels. Ainsi cette

lecon revisite les notions de :

Fonction, ensemble de départ, ensemble d'arrivée, image, antécédent, variable, argument,
ensemble de définition, ensemble image, graphe, représentation graphique, application,

injection, surjection, bijection, fonction réciproque et composition de fonctions.

Avertissement : Dans le langage courant, le mot fonction est synonyme de correspondance et

de mise en relation (la réussite d'un étudiant est fonction de son travail).

En mathématique, le mot fonction est plus restrictif, c'est un cas particulier de relation (ou de

correspondance).
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Définition : Une correspondance f d'un ensemble de départ E vers un ensemble d’arrivée F est

une fonction si elle associe & tout élément de E, au plus un élément de F.

La relation R n'est pas une fonction.

La relation f est une fonction de E vers F.

e Eest appelé ensemble de départ.

e Festappelé ensemble d'arrivée.
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On note f+E->F
xy = f(x)
ou x désigne un élémentde Eety = f(x), I'élément de F que f lui fait correspondre.
e x est appelé variable ou argument de la fonction f.

e f(x) estl'image ou le transformé de x par f, x est I'antécédent de y = f(x).

Attention : Ne pas confondre la fonction f (qui est une correspondance ou une relation) avec

f(x) qui est un élément de I'ensemble d’arrivée F.

L’ensemble de définition

L'ensemble de définition d'une fonction f de E vers F est I'ensemble des éléments de E ayant

une image dans F. On note souvent cet ensemble, Df.

Ensemble de définition Df = {b,c,d,i}

L’ensemble image

L'ensemble image de E par f, est le sous-ensemble de F formé de toutes les images des

éléments de E. On le note Im(f) ou f(E). On peut écrire :

f(Ey={y€eF|x€E, telquey = f(x)}
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Ensemble image f(E) = {J,M, Q}

Plus généralement, si A est un sous-ensemble de E, I'ensemble image de A par f est le sous-

ensemble de F formé de toutes les images des éléments de A. On le note f(A).

On peut écrire :

f(A)={yeF|xeAtelquey = f(x)}

A = {b,d}, I'ensemble image de A est f(A) = {J,M}.

Le graphe d’'une fonction
Le graphe d'une fonction f est I'ensemble des couples (x, f(x)) pour tous les éléments x de E

ayant une image par f.

Le graphe de f est {(b,]), (c,]), (d,M), (i,Q)}
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Représentation graphique
Cas des fonctions de R dans R
On suppose le plan rapporté & un repére (0,7,]), La représentation graphique d'une fonction f

de R — R est I'ensemble des points du plan de coordonnées (x, f(x)) pour tous les éléments x

de R ayant une image par f. Cette représentation graphique est une courbe, on la note C(f).

y = f(x) est I'équation de la représentation graphique de f

ylk

f(x) 5 C(f)

v

/ ’ :
-
O 1 X X

La représentation graphique permet de visudliser le graphe. A chaque couple (x, f(x)) du

graphe correspond le point de coordonnées (x, f(x)) de la représentation graphique.

Cas des fonctions de R*dans R
On considére la fonction f : R?2 » R
y) ez = f(xy)
On suppose I'espace rapporté a un repére (0,?,7,1?). La représentation graphique de f est
I'ensemble des points de I'espace de coordonnées (x,y, f (x,v)) pour tous les éléments (x,y) de

R2 ayant une image par f. Cette représentation graphique est une surface, on la note S(f).

z = f(x,y)estI'équation de la surface représentant f

Définition : On appelle application d'un ensemble E dans un ensemble F, une fonction telle que

tout élément de E a une image dans F.
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Sl

f est une application de {a,b,d,i} dans {J,K,L, M, N, P, Q}

Remarque : f est une application de E dans F si et seulement si Df = E.

Définition : Une application f de E dans F est injective si, dés que deux éléments de E sont distincts,

leurs images par f sont distinctes. On dit aussi que f est une injection.
Cela peut s'écrire :

(x# x)= (fl)# f(x))
Cela peut aussi s'écrire :

(f® = f&x))= (x = x).

On utilise souvent la derniére implication pour démontrer qu'une application est injective.

On peut aussi caractériser une injection de E dans F par une application dont tout élément de F

admet au plus un antécédent dans E.

f est une injection de {b,d,i} dans {J,K,L,M, N, P, Q}
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Cas des fonctions de R dans R

Définitions : Une fonction de R dans R est strictement croissante sur un sous-ensemble A de Df si

pour tout réels x et x’ de A :
(x> x)= (f(x) > f(x)).

Une fonction de R dans R est strictement décroissante sur un sous-ensemble A de Df si pour tout

réelsxetx’ de A:
x> x)= (f(x) < f(X)).

Une fonction de R dans R est strictement monotone sur A si elle y est, soit strictement croissante,

soif strictement décroissante.

f est strictement croissante sur R

Propriété : Si une fonction de R dans R est strictement monotone sur un intervalle I de Df, c'est

une injection sur I.

\j
\J

f estinjective de I dans R f n'est pas injective de I dans R

(toute parallele a I'axe des
x coupe C(f) au plus une
fois)
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Définition : Une application f de E dans F est surjective, si tout élément y de F a au_moins un

antécédent x dans E. On dit aussi que f est une surjection de E sur F.

Cela peut s'écrire :
vyeFaxeE|y = f(x)

Remarque : Pour une application f : (f est surjective) & (Im(f) = f(E) = F).
Autrement dit f est surjective si et seulement si tout élément de I'ensemble d'arrivée est atteint

par f.

Sel!

f est une surjection de {a,b, d, i} dans {J, M, P}.

Cas des fonctions de R dans R

f n'est pas une surjection sur R. f est une surjection sur R (toute

parallele d I'axe des x coupe au

moins une fois C(f)).
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Vous aurez bien compris que : injection et surjection sont deux notions indépendantes.
L'injection s’analyse sur I'ensemble de départ, alors que la surjection s'analyse sur

I'ensemble d’arrivée.

Définition : Une application f de E dans F est bijective, si tout élément y de F a un antécédent «x

unigue dans E. On dit aussi que f est une bijection de E sur F.
Cela peut s'écrire :

VyeFAlxeE|y = f(x)

—

E F
f est une bijection de E = {b,d,i} dansF = {J,L,Q}

Cas des fonctions de R dans R

y C()

f est une bijection de R dans R (toute parallele a I'axe des x coupe C(f) exactement une fois).
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Définition : Si f est une bijection de E dans F, a tout élément y de F, on peut faire correspondre
ununique élément x de Etel que y = f(x). On définit ainsi une nouvelle application de F dans

E. appelée fonction réciproque de f et notée f~1, une bijection qui, & tout élément y de F,

associe x = f~1(y) deE.

On peut écrire :

G=f)e @x="0)

f est une bijection de {b,d,i} dans {J,L, Q}

f~1 est une bijection de {J,L,Q} dans {b,d, i}

Attention : Ne pas confondre f~1 qui est la fonction réciproque et 1/f qui est l'inverse de la

fonction f. Ces deux fonctions se notent parfois de la méme facon.

Méthode

Soit f une fonction de E vers F.

Ainsi pour déterminer la fonction réciproque de f, on est amené da chercher les antécédents des

éléments de I'ensemble d'arrivée.
Il faut donc résoudre I'équation y = f(x).

On détermine d'abord les ensembles sur lesquels cette équation a exactement une solution

(c'est-a-dire les ensembles sur lesquels f est une bijection).

Ensuite on exprime x en fonction de y, c'est cette fonction qui est f~1. Ona alors x = f~1(y).
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Cas particulierE=F

Les ensembles de départ et d'arrivée sont les mémes (E = F), f est donc une fonction de E dans

E.

x et y désignent des éléments du méme ensemble, on a alors plutdét I'habitude d’appeler x la
variable ety son image. Le nom de la variable important peu, on ne change pas la fonction en

appelant x la variable et y sont fransformé, on obtient alorsy = f~1(x).

Propriété : En repére orthonormé les représentations graphiques de f et £~ sont symétriques par

rapport a la premiere bissectrice (droite A d'équationy = x).

L

cE

Définition : Soit f une application de E dans F, et g une application de F dans G, on appelle
application composée de f et g, I'application qui d tout élément x de E fait correspondre
I'élément g(f(x)) de G.

On note g(f(x)) = g o f(x) et on dit « f rond g ».
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y =f(x)eF

xeE > g(y) = g(fix)) = gof(x)eG

On peut aussi définir g o f si f et g sont des fonctions, mais il faut alors que I'ensemble image

de f soit inclus dans I'ensemble de définition de g.

Si g est une application de Df dans G, g » f sera alors une fonction composée, ayant

méme ensemble de définition que f.

Attention la composition des fonctions n'est pas commutative ; en général

feg# gef.
En effet pour pouvoir définir g o £, il faut que I'ensemble de départ F de g contienne f(E),

et pour pouvoir définir f o g, il faut que I'ensemble de départ E de f contienne g(F).

Or ce n'est pas parce que l'ensemble de départ E de f contient g(F),

qu'automatiquement I'ensemble de départ F de g contient f(E).

Par exemple si g est une application de R dans R2 et si f est une application de R 2 dans

R 3, on peut définir f o g mais pas g o f.

Et méme si on peut définir f o g et g o f, ces deux fonctions sont en général distinctes.

On se propose de composer f et f~1. C'est toujours possible et on obtient toujours le
méme résultat :fof 1 = f~lof =1 (I est I'application identique qui a x fait

correspondre x, sa représentation graphique est la droite A d’équationy = x)

On note f™ lafonction fofo fo--of (f composée n fois).

Attention : Ne pas confondre f*=fonction fo fo fo---o f (f composée n fois) et la puissance nieme

de f:f" = f X f x--Xx f (nproduits).
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Comment citer ce cours ?

Mathématiques 1, Odile Brandiére, AUNEGe ( ), CC-BYNC ND
( ).

(@0l

Cette ceuvre est mise a disposition dans le respect de la Iégislation francaise protégeant le droit

d'auteur, selon les termes du contrat de licence Creative Commons Attribution - Pas d'Utilisation
Commerciale - Pas de Modification 4.0 International (

). En cas de conflit entre la Iégislation francaise et les termes de ce contrat de licence,
la clause non conforme a la législation francaise est réputée non écrite. Sila clause constitue un
élément déterminant de I'engagement des parties ou de I'une d'elles, sa nullité emporte celle

du confrat de licence tout entier.
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