
 

Introduction à l’économétrie 

Méthode des moindres carrés ordinaires en 
présence d’hétéroscédasticité ou d’autocorrélation 
des erreurs – Leçon 3 - Illustration 

Ce cours vous est proposé par Olivier Baron, Maître de conférences, Université de Bordeaux et 

par AUNEGe, l’Université Numérique en Économie Gestion. 

Applications aux situations d’hétéroscédasticité ou 
d’autocorrélation des perturbations 
Hétéroscédasticité 
Supposons que l’on estime un modèle linéaire multiple et que les perturbations souffrent d’une 

situation d’hétéroscédasticité liée à une des variables explicatives, disons la variable 𝑥𝑥2 (effet 

taille). La variance de la perturbation est proportionnelle aux valeurs prises par cette variable. 

Par contre, on supposera qu’il n’y a pas de problème d’autocorrélation. Ainsi : 

Var (𝜀𝜀𝑖𝑖) = 𝜎𝜎𝑖𝑖2 = 𝜎𝜎2𝑥𝑥2,𝑖𝑖            𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛 

La matrice de variances-covariances des perturbations a donc la forme suivante : 

Var
(𝑛𝑛,𝑛𝑛)

 𝜀𝜀 = 𝛺𝛺
(𝑛𝑛,𝑛𝑛)

=

⎝

⎜
⎛
𝜎𝜎2𝑥𝑥2,1 0 ⋯ 0

0 𝜎𝜎2𝑥𝑥2,2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 𝜎𝜎2𝑥𝑥2,𝑛𝑛⎠

⎟
⎞

= 𝜎𝜎2.�

𝑥𝑥2,1 0 ⋯ 0
0 𝑥𝑥2,2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 𝑥𝑥2,𝑛𝑛

� = 𝜎𝜎2.𝛹𝛹 

Dans cette situation, on caractérise simplement la matrice 𝛹𝛹, sa racine carrée et son inverse : 

𝛹𝛹 = �

𝑥𝑥2,1 0 ⋯ 0
0 𝑥𝑥2,2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 𝑥𝑥2,𝑛𝑛

� 
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𝛹𝛹
1
2 =

⎝

⎜
⎛
�𝑥𝑥2,1 0 ⋯ 0

0 �𝑥𝑥2,2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 �𝑥𝑥2,𝑛𝑛⎠

⎟
⎞

 

𝛹𝛹−12 =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

1

�𝑥𝑥2,1
0 ⋯ 0

0
1

�𝑥𝑥2,2
⋯ 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 0 0
1

�𝑥𝑥2,𝑛𝑛⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

= 𝑃𝑃 

 

𝛹𝛹−1 =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

1
𝑥𝑥2,1

0 ⋯ 0

0
1
𝑥𝑥2,2

⋯ 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 0 0
1
𝑥𝑥2,𝑛𝑛⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

 

 

Autocorrélation 
On suppose ici qu’il y a une autocorrélation d’ordre 1 des perturbations mais qu’elles conservent 

la même variance (perturbations homoscédastiques). 

La relation entre deux perturbations successives est donc supposée être la suivante : 

𝜀𝜀𝑖𝑖 = 𝜌𝜌. 𝜀𝜀𝑖𝑖−1 + 𝑢𝑢𝑖𝑖         𝑜𝑜ù 𝑢𝑢𝑖𝑖  → 𝐿𝐿𝐿𝐿(0 , 𝜇𝜇2) 

Il est simple d’évaluer, dans cette situation, la variance des perturbations en supposant 

𝑢𝑢𝑖𝑖  indépendantes et non corrélées avec 𝜀𝜀𝑖𝑖. 

Var (𝜀𝜀𝑖𝑖) = Var (𝜌𝜌. 𝜀𝜀𝑖𝑖−1 + 𝑢𝑢𝑖𝑖) = 𝜌𝜌2Var (𝜀𝜀𝑖𝑖−1) + 𝜇𝜇2 

Puisqu’on a supposé les perturbations homoscédastiques, Var (𝜀𝜀𝑖𝑖) = Var (𝜀𝜀𝑖𝑖−1), et donc : 

Var (𝜀𝜀𝑖𝑖) =
𝜇𝜇2

1 − 𝜌𝜌2
= 𝜎𝜎2 
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Calculons maintenant la covariance entre deux perturbations successives : 

Cov(𝜀𝜀𝑖𝑖, 𝜀𝜀𝑖𝑖−1) = 𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑖𝑖𝜀𝜀𝑖𝑖−1] = E[(𝜌𝜌. 𝜀𝜀𝑖𝑖−1 + 𝑢𝑢𝑖𝑖)𝜀𝜀𝑖𝑖−1] = 𝜌𝜌.𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑖𝑖−12 ] + 𝐸𝐸[𝑢𝑢𝑖𝑖𝜀𝜀𝑖𝑖−1]�������
0

= 𝜌𝜌𝜎𝜎2 

Le même type de calcul permet de calculer la covariance entre 𝜀𝜀𝑖𝑖 et 𝜀𝜀𝑖𝑖−2 : 

Cov(𝜀𝜀𝑖𝑖, 𝜀𝜀𝑖𝑖−2) = 𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑖𝑖𝜀𝜀𝑖𝑖−2] = E[(𝜌𝜌. 𝜀𝜀𝑖𝑖−1 + 𝑢𝑢𝑖𝑖)𝜀𝜀𝑖𝑖−2] = 𝐸𝐸[(𝜌𝜌. (𝜌𝜌. 𝜀𝜀𝑖𝑖−2 + 𝑢𝑢𝑖𝑖−1) + 𝑢𝑢𝑖𝑖)𝜀𝜀𝑖𝑖−2] 

⇔   Cov(𝜀𝜀𝑖𝑖, 𝜀𝜀𝑖𝑖−2) =  𝜌𝜌2.𝐸𝐸[𝜀𝜀𝑖𝑖−22 ] + 𝜌𝜌.  𝐸𝐸[𝑢𝑢𝑖𝑖−1𝜀𝜀𝑖𝑖−2]���������
0

+  𝐸𝐸[𝑢𝑢𝑖𝑖𝜀𝜀𝑖𝑖−2]�������
0

= 𝜌𝜌2𝜎𝜎2 

On peut donc se rendre compte que la covariance entre deux perturbations distantes de j 

observations est seulement caractérisée par l’écart entre ces deux perturbations : 

Cov�𝜀𝜀𝑖𝑖, 𝜀𝜀𝑖𝑖−𝑗𝑗� = 𝜌𝜌𝑗𝑗𝜎𝜎2 

On en déduit l’expression de la matrice de variances-covariances des perturbations dans une 

situation d’autocorrélation à l’ordre 1, puis celle de la matrice 𝛹𝛹 : 

Var
(𝑛𝑛,𝑛𝑛)

 𝜀𝜀 = 𝛺𝛺
(𝑛𝑛,𝑛𝑛)

=

⎝

⎜
⎛

𝜎𝜎2 𝜌𝜌𝜎𝜎2 𝜌𝜌2𝜎𝜎2 ⋯ 𝜌𝜌𝑛𝑛−1𝜎𝜎2

𝜌𝜌𝜎𝜎2 𝜎𝜎2 𝜌𝜌𝜎𝜎2 ⋯ 𝜌𝜌𝑛𝑛−2𝜎𝜎2

𝜌𝜌2𝜎𝜎2 𝜌𝜌𝜎𝜎2 𝜎𝜎2 ⋱ 𝜌𝜌𝑛𝑛−3𝜎𝜎2
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝜌𝜌𝑛𝑛−1𝜎𝜎2 𝜌𝜌𝑛𝑛−2𝜎𝜎2 𝜌𝜌𝑛𝑛−3𝜎𝜎2 ⋯ 𝜎𝜎2 ⎠

⎟
⎞

 

Var
(𝑛𝑛,𝑛𝑛)

 𝜀𝜀 = 𝜎𝜎2.

⎝

⎜
⎛

1 𝜌𝜌 𝜌𝜌2 ⋯ 𝜌𝜌𝑛𝑛−1

𝜌𝜌 1 𝜌𝜌 ⋯ 𝜌𝜌𝑛𝑛−2

𝜌𝜌2 𝜌𝜌 1 ⋱ 𝜌𝜌𝑛𝑛−3
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝜌𝜌𝑛𝑛−1 𝜌𝜌𝑛𝑛−2 𝜌𝜌𝑛𝑛−3 ⋯ 1 ⎠

⎟
⎞

= 𝜎𝜎2.𝛹𝛹 

Connaissant la forme de la matrice 𝛹𝛹, on peut, en utilisant la décomposition de Cholesky, 

caractériser sa racine carrée et son inverse. 

𝛹𝛹 =

⎝

⎜
⎛

1 𝜌𝜌 𝜌𝜌2 ⋯ 𝜌𝜌𝑛𝑛−1

𝜌𝜌 1 𝜌𝜌 ⋯ 𝜌𝜌𝑛𝑛−2

𝜌𝜌2 𝜌𝜌 1 ⋱ 𝜌𝜌𝑛𝑛−3
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝜌𝜌𝑛𝑛−1 𝜌𝜌𝑛𝑛−2 𝜌𝜌𝑛𝑛−3 ⋯ 1 ⎠

⎟
⎞
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𝛹𝛹
1
2 =

⎝

⎜⎜
⎛

1 0 0 ⋯ 0
𝜌𝜌 �1 − 𝜌𝜌2 0 ⋯ 0
𝜌𝜌2 𝜌𝜌�1 − 𝜌𝜌2 �1 − 𝜌𝜌2 ⋱ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝜌𝜌𝑛𝑛−1 𝜌𝜌𝑛𝑛−2�1 − 𝜌𝜌2 𝜌𝜌𝑛𝑛−3�1 − 𝜌𝜌2 ⋯ �1 − 𝜌𝜌2⎠

⎟⎟
⎞

 

 

𝛹𝛹−12 =
1

�1 − 𝜌𝜌2
.

⎝

⎜
⎛
�1 − 𝜌𝜌2 0 0 ⋯ 0
−𝜌𝜌 1 0 ⋯ 0
0 −𝜌𝜌 1 ⋱ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 1⎠

⎟
⎞

= 𝑃𝑃 

 

𝛹𝛹−1 =
1

1 − 𝜌𝜌2
.

⎝

⎜
⎛

1 −𝜌𝜌 0 ⋯ 0
−𝜌𝜌 1 + 𝜌𝜌2 −𝜌𝜌 ⋯ 0
0 −𝜌𝜌 1 + 𝜌𝜌2 ⋱ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 1⎠

⎟
⎞

 

 

Retour sur l’exemple d’application précédent 
Comme nous l’avons vu au cours de l’exemple portant sur la fonction de demande de poulet 

aux Etats-Unis, les données sont entachées d’un problème d’autocorrélation des perturbations à 

l’ordre 1. L’utilisation des méthodes de Cochrane-Orcutt ou d’Hildreth-Lu permet d’éliminer cette 

anomalie et de se retrouver dans une situation satisfaisant les conditions d’application du 

théorème de Gauss-Markov. Il est aussi possible de renseigner le problème rencontré et d’utiliser 

la méthode des Moindres Carrés Généralisés sur le modèle initial. Avec le logiciel Eviews, cela 

consistera à rajouter le terme AR(1) à la liste des variables explicatives initiales. Les résultats sont 

les suivants : 

http://aunege.fr/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
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Figure 1 : méthode des MG sur le modèle initial -logiciel Eviews 

On retrouve les conclusions énoncées à partir des estimations par MCO du modèle en quasi-

différences. Pour un risque de première espèce égal à 5%, la seule variable qui impacte 

significativement la demande de poulet sur la période considérée est le revenu disponible. On 

remarque aussi que le coefficient de cette variable fictive est largement significatif et que son 

estimation vaut 𝛽̂𝛽4 = 0,801. Cette valeur correspond à l’estimation du coefficient 

d’autocorrélation 𝜌𝜌, déjà obtenue. 
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Cette œuvre est mise à disposition dans le respect de la législation française protégeant le droit 

d'auteur, selon les termes du contrat de licence Creative Commons Attribution - Pas d'Utilisation 

Commerciale - Pas de Modification 4.0 International (http://creativecommons.org/licenses/by-

nc-nd/4.0/). En cas de conflit entre la législation française et les termes de ce contrat de licence, 

la clause non conforme à la législation française est réputée non écrite. Si la clause constitue un 

élément déterminant de l'engagement des parties ou de l'une d'elles, sa nullité emporte celle 

du contrat de licence tout entier. 
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