Introduction a I’économeétrie

Méthode des moindres carrés ordinaires en
présence d’hétéroscédasticité ou d’autocorrélation
des erreurs - Lecon 2

Ce cours vous est proposé par Olivier Baron, Maitre de conférences, Université de Bordeaux et

par AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.
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Objectifs :

e Comprendre et étudier les conséquences de la non vérification de I'hypothese Hs sur la

méthode d'estimation par moindres carrés.

L'hypothese Hs4 présentée au cours du premier chapitre du cours suppose que la matrice de

variances — covariances des perturbations est une matrice scalaire, soit :

Vare = E (s.s’) =021,

(n,n) (n,n)

E(g?) = Var(g) = 2 Vi=1,..,n
E(el-e]-) = Cov(ei,ej) =0 Vi, Vji#]

Selon cette hypothése, la variance des perturbations est constante et égale a a? (les erreurs sont
homoscédastiques) et les perturbations ne sont pas corrélées entre elles (absence

d’autocorrélation des erreurs).

Nous allons nous interroger dans ce chapitre sur les conséquences de la non vérification de cette
hypothése surla méthode d'estimation par moindres carrés. Clairement, deux situations peuvent

conduire d la remise en cause de I'hypothése Ha :

e Soit la variance des perturbations n'est pas constante (situation qualifiée
d'hétéroscédasticité et plus couramment observée sur des données en coupe

transversale) ;

e Soit les erreurs sont corrélées entre elles (situation qualifiee d'autocorrélation et plus

souvent observée sur des séries temporelles ou longitudinales).

En pratique, les deux situations peuvent pourtant étre simultanément rencontrées. Il faudra
toujours tester la présence d'autocorrélation avant I'hétéroscédasticité car les tests permettant
d’identifier cette derniere sont sensibles & I'autocorrélation alors que les tests d'autocorrélation

(Durbin — Watson en particulier) sont robustes & I'hétéroscédasticité.
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On suppose ici une situation oU les perturbations sont homoscédastiques ( Var(g;) = a?) mais

sont a présent corrélées entre elles, soit :

2

o 012 - Oin

g,; 0% .. 0 2
Var € = , *+o0°.1 S Cov(e-,e-)=a--¢0

. . . n ir€j i,j
(n,n) :
2
Opn1 Opnz = O

Nous serons en présence d'une autocorrélation des erreurs lorsque les perturbations sont liées
par un processus de reproduction: on parle de processus & mémoire. Ce cas est

particulierement fréquent lorsqu’on travaille sur des séries temporelles.

La détection d’'une éventuelle dépendance des erreurs ne peut s'effectuer qu'a partir des
résidus estimés, car eux seuls sont connus. Ainsi, sil'on détecte une telle licison sur ces résidus, on

sera en droit de penser que cette licison existe aussi au niveau des perturbations du modéle.

L'analyse graphique des résidus estimés permet le plus souvent de détecter un processus de

reproduction des erreurs lorsque :

e Lesrésidus estimés sont pendant plusieurs périodes consécutives soit positifs, soit négatifs.

On parle alors d'autocorrélation positive :

=¥

f
Figure 1 : autocorrélation positive des résidus estimés

Introduction & I'économétrie, Olivier Baron, , 4


http://aunege.fr/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

e Lesrésidus estimés sont alternés. On parle alors d'autocorrélation négative :

Y- .'?r

i
Figure 2 : : autocorrélation négative des résidus estimés

Cependant, le plus souvent, I'analyse graphique des résidus estimés est délicate car les

représentations graphiques ne présentent pas de caractéristiques particulieres évidentes.

Ce test non paramétrique est aussi couramment appelé test des séquences (« Runs test» en
anglais). Le test de Geary se base sur I'observation du graphique des résidus estimés et doit donc

éfre mené en paralléle de I'analyse visuelle précédente.

Prenons I'exemple suivant : on estime un modele linéaire par moindres carrés ordinaires sur un

échantillon de n = 46 observations, puis on représente graphiquement la série des résidus

estimés. Le résultat obtenu est le suivant :

! Geary, R.C. « Relative efficiency of count sign changes for assessing residual autoregression in least squares regression »,
Biometrika, 57, 1970.
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Figure 3 : graphique des résidus estimés
Si I'on examine le graphique, on remarque immédiatement que les résidus obéissent a une
structure particuliere. lls sont négatifs au départ, puis deviennent positifs pendant un nombre

important de périodes, puis redeviennent négatifs, etc.

Si ces résidus estimés étaient purement aléatoires, devrions-nous observer un tel schéma ¢
Intuitivement, cela semble peu probable. Cette intuition peut étre vérifiée a I'aide du test de

Geary ou encore du test des séquences.

On définit une ségquence comme une suite ininterrompue de résidus de mémes signes et la
longueur d'une séquence par le nombre d'observations qui la compose. Dans notre exemple,

on peut compter 6 séquences dont les longueurs sont :
e Séquence 1 (résidus négatifs) — longueur 6,
e Séquence 2 (résidus positifs) — longueur 20,
e Séquence 3 (résidus négatifs) — longueur 9,
e Séquence 4 (résidus positifs) — longueur 3,
e Séqguence 5 (résidus négatifs) — longueur 5,
e Séqguence 6 (résidus positifs) — longueur 3.

En examinant comment les séquences apparditraient si elles étaient le résultat d'observations
strictement aléatoires, on peut construire un test permettant de statuer sur cette situation, c'est-

a-dire surl'indépendance des observations, qui sontici les résidus estimés de la régression initiale.
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Posons n = ny + n,, ou nyest le nombre de résidus negatifs et n, le nombre de résidus positifs.

Soit § le nombre de séquences observées dans le graphique des résidus estimés.

Sous I'nypothése nulle selon laquelle les résidus successifs sont indépendants et des lors que nqy >

10 et n, > 10, Geary montre que le nombre de seéquences S est distribué normalement avec :

2n,n,(2n,n, —n)
n(n—1)

Si I'hypothése nulle d'absence d'autocorrélation des perturbations est vraie, compte tenu des

propriétés des distributions gaussiennes on doit donc s'attendre d ce que :

Prob{E(S) — 1,96.0; < S < E(S) + 1,96.05} = 0,95

Décision : On rejette I'hypothése nulle d'absence d'autocorrélation si le nombre observé de
séquences S est en dehors de I'intervalle de confiance précédent (on peut bien sOr choisir un

niveau de confiance différent).

Dans I'exemple illustratifon a:ny = 20;n, = 26 et S = 6. On obtient donc :

E(S) = 23,61
Var(S) = ¢ = 10,86

ce qui conduit d l'intervalle de confiance suivant :

Prob{23,61 —1,96.,/10,86 < S < 23,61 + 1,96. 10,86} = 0,95
soit :

Prob{17,15 < S < 30,07} = 0,95

Il est clair que cet intervalle ne contient pas la valeur observée S = 6. On peut donc conclure a
une autocorrélation des perturbations, qui plus est, positive. Le nombre de séquences est
anormalement faible. De facon symétrique, on conclurait & une autocorrélation négative des
perturbations si le nombre de séquences était élevé et dépassait la borne supérieure de

I'intervalle.
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Le test de Durbin-Watson permet de détecter une autocorrélation des erreurs d'ordre 1 de la

forme suivante :
& = p-&—1 T U
ou u; est une perturbation gaussienne avec des propriétés classiques. Le coefficient p est appelé

coefficient d'autocorrélation et on dira, dans ce cas, que les erreurs suivent une spécification

autorégressive d'ordre 1 (ou encore AR(1)).

On se propose de rédliser le test suivant :

H0=p=0
contre H: p#0

Pour cela on construit la statistique de Durbin-Watson définie par :

Y& - 407
= 2
=1 &

DW

ou &; sont les résidus estimés du modéle.
De par sa construction, la statistique DW varie entre 0 et 4, et il est simple de montrer que DW =
2(1 — p) ou p est I'estimateur de p obtenu a partir de la régression des résidus &; sur leur valeur

passée & _q :

~_ Cov(é;, €_1) _ Di— € €1

& n a2
Var &; m L&

La relation liant la statistique DW et I'estimateur p permet de se faire une idée de la valeur

vraisemblable du coefficient d’autocorrélation p & partir de la valeur prise par la statistique DW.
En effet :

e Sip=0etdoncs’'in'y apas dautocorrélation des perturbations, on s'attend & ce que

p soit proche de 0. La statistique DW devrait alors prendre une valeur proche de 2,

2 Durbin, J. et G.S. Watson « Testing for serial correlation in least-squared regression », Biometrika, 1951.
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e En cas d'autocorrélation positive maximale (p = 1), on s’attend & ce que p soit proche

de 1. Dans ce cas, la statistique DW devrait prendre une valeur proche de 0,

e Inversement, en cas d'autocorrélation négative maximale (p = —1), on s’attend a ce
que p soit proche de —1. Dans ce cas, la statistique DW devrait prendre une valeur proche

de 4.

Pour effectuer le test a partir de la statistique DW, il faut déterminer une valeur critique de cette
statistique et donc connaitre la distribution de probabilité de DW. Or, cette distribution de
probabilité dépend des valeurs des observations des variables explicatives figurant dans la
matrice X. Ainsi, il est impossible de construire des tables statistiques permettant de connaitre,

dans tous les cas de figure, les valeurs critiques de DW, pour différents seuils de significativité.

Durbin et Watson ont montré que, sous I'hypothése nulle d'absence d’autocorrélation, il est
possible d'encadrer la statistique DW par les valeurs prises par deux autres variables aléatoires,
notées en général di. et du (avec di < du) dont les lois ne dépendent que des parameétres connus
a savoir n, le nombre d'observations et (k' = k — 1), le nombre de variables explicatives du

modéle.

La procédure a adopter pour mener le test de Durbin-Watson est la suivante :

1. Appliguer les moindres carrés ordinaires au modéle initial et en déduire la valeur prise par la
statistique DW. Cette information fait partie des sorties automatiques de la plupart des logiciels

d'économétrie ;

2. Pourune valeur a du risque de premiéere espece, chercher dans une table de Durbin-Watson
les valeurs critiques dj , et dy ,. Ci-dessous un extrait d’une table de Durbin-Watson pour un

risque de premiere espece égal a 5% :

Introduction & I'économétrie, Olivier Baron, , 9


http://aunege.fr/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

Figure 4 : extrait d'une table de Durbin-Watson pour un risque de premiére espéece égal a 5%

3. Décision :

e SiDW <dj, :onrejette Ho et on consideére que p > 0,

e SiDW >4 —dj, :onrejette Ho et on considere que p < 0,

e Sidy, <DW <4 —dj, :onnerejette pas Ho et on considere que p = 0,

e Sid;,<DW <dj,ousi4d—dy, <DW <4—dj,:letest ne permet pas de conclure.

Astuce

Pour éviter les erreurs, il est pratique de reproduire le schéma suivant en y reportant les valeurs

critiques correspondant au probléme :

Figure 5 : schéma des valeurs critiques correspondant au probléme
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Remarques a propos du test de Durbin-Watson

Ce test ne permet d'identifier qu'une autocorrélation d'ordre 1 ;

e Lavariable dépendante ne doit pas figurer dans la liste des variables explicatives en tant que

variable retardée ;
e Le modéle doit impérativement comporter un terme constant ;

e Pourles modéles en coupe transversale, les observations doivent étre ordonnées en fonction

de la variable a expliquer.

Ce test est fondé sur un test de Fisher de nullité de coefficients ou sur un test du multiplicateur de
Lagrange (test LM). Le double intérét de ce test est qu’il permet de tester une autocorrélation
d’un ordre supérieur a 1 et qu'il reste valide en présence de la variable dépendante décalée en
tant que variable explicative du modeéle (deux des limitations énoncées pour le test de Durbin-

Waftson).

L'idée générale de ce test réside dans la recherche d’'une relation significative entre le résidu

estimé de I'estimation et ce méme résidu décalé.

Une autocorrélation des erreurs d’ordre p s’écrit :
& = P1&i—1 t P&t T PpEip T U
ou u; est une perturbation gaussienne d'espérance nulle et de variance constante.

Le modele linéaire multiple & erreurs auto corrélées d’ordre p s’écrit donc, pour I'observation i :

Vi =Bo+ Bi-x1i+ Boxgi o+ Bro1-Xp—1,i + P1Ei1 + p2Ei + 0+ PpEi—p T U;

3 Breusch, T. « Testing for autocorrelation in dynamic linear models », Australian Economic Papers, 17, 1978.
4 Godfrey, L. « Testing against general autoregressive and moving average errors models when the regressors include lagged
dependant variables », Econometrica, 46, 1978.
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La procédure a adopter pour mener le test de Breusch-Godfrey est la suivante :

1. Estimation par moindres carrés ordinaires du modele initial et calcul des résidus estimés

& (i =1,...,n). Puisque les erreurs sont inconnues, le test porte sur les résidus estimés,

2. Estimation par moindres carrés ordinaires de I'équation intermédiaire :

& =Po+ Brx1i+ Poxoi+ o+ BrorXp—1,i + pr€im1 F P26 + 0+ ppé\i—p +uy
Soit T le nombre d’'observations disponibles pour estimer les parameétres de [|'équation
intermédiaire (Attention | Chaque décalage entraine la perte d’une observation) et soit R? le

coefficient de détermination associé a cette derniere estimation.
3. Test d'hypothése sur |'éguation intermédiaire : I'nypothése nulle d'absence
d'autocorrélation des erreurs s'écrit :
Hy: py=py=-=pp=0

SiI'on rejette cette hypothése nulle, alors il existe un risque d'autocorrélation des erreurs & I'ordre
p.

Pour mener ce test on a deux possibilités :

e Soit effectuer un test de Fisher classique de nullité des coefficients p; ,

e Soitrecourir & la statistique LM = T. R? qui, sous I'hypothése nulle, est distribuée selon une
variable du Khi-deux & p degrés de liberté. Si T. R? est supérieure & la valeur critique lue

dans la table au seuil a, on rejette I'hypothese d'indépendance des erreurs.

Les conséguences sont identiques a celles décrites pour la situation d'hétéroscédasticité des

perturbations, & savoir :

e Les estimateurs des MCO définis par ﬁ = (X'X)"1X'y restent sans biais en présence

d'autocorrélation des erreurs ;
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e L'expression (Var) e = 2.1, ne permet plus d’obtenir de bons estimateurs des variances
nn

des coefficients estimés. Les résultats des tests qui les utilisent ne sont donc plus valides ;

e Les estimateurs des Moindres Carrés Ordinaires ne sont plus des estimateurs BLUE.

Souvent, la présence d'autocorrélation des résidus d'une estimation révele plus un probleme au
niveau de la spécification retenue que d'une simple autocorrélation des erreurs. La présence

d'autocorrélation des résidus peut étre due :
e Al'oublid'une variable explicative importante lors de I'estimation ;
e Au choix d'une mauvaise forme fonctionnelle pour I'équation estimée.

Il en résulte que le premier réflexe a avoir en présence d'autocorrélation des résidus estimés est
de revoir la spécification retenue, en envisageant d'introduire d'autres variables explicatives ou

de choisir d'autres formes fonctionnelles lors de |'estimation.

Si le probleme persiste, c'est-a-dire si I'autocorrélation semble étre un probleme authentique, il

est nécessaire d'adopter la méthode décrite ci-apres.

Méthode a adopter quand I'autocorrélation semble étre un probleme authentique

Pour faciliter la présentation, on va envisager ici le cas d'une autocorrélation des perturbations

d’ordre 1 dans le cadre d'un modele de régression simple.
Soit le modéle & estimer suivant :
Vi =PBo+ f1.x; + & i=1,..,n
ou les perturbations sont autocorrélées selon un processus AR(1) c’est-a-dire :

g =p.g_1+u avec |p|<1;u;—»LN(; c? );Cov(e,u) =0
Supposons que le coefficient d’autocorrélation p soit connu de I'économetre. Dans ce cas, une

simple transformation du modéle initial permet d'obtenir des perturbations sphériques.

Ecrivons le modéle pour les observationsieti — 1 :

Vi=PBot+pPrxite (A i=1,..,n
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Yicr=Po+Prxi1+te, (B) i=2..,n
Retranchons p fois la relation (B) a la relation (4) :
Vi = pP-Yier = Po-(L—p) + B1. Cx; — pxi—1) + & — p.&i4
e yi=p0=—p)+P1.x/+u; (C) i=2,..,n

oUy; =y —p.Yi-g et X; = X; — p.Xj4

Par construction, les perturbations du modéle (C) sont sphériques. On dira que 'on a écrit le

modeéle initial en quasi-différences. L'estimation par Moindres Carrés Ordinaires du coefficient 3

a partir du modéle transformé (C) s'interpréte directement comme étant le coefficient estimé

du modeéle initial.

Cependant, dansla pratique, le coefficient d’autocorrélation p n’est pas connu. Il convient donc

de I'estimer.

Plusieurs méthodes existent pour estimer p.

A A n A A
Cov(é,é1)  Yip €&
&, - n A2
Var &; mLé

p=

Le modéle en quasi-différences s'écrivait :

Yi—p-Yier = Po-(L—=p) + B1. Cx; — pxj1) + & — p.&i4

5 Durbin, J. « The fitting of time series models », Review of the International Statistical Institute, 28, 1960.
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S yi=p.Yie1+ Bo-(1—p) + Br.x; — B1p-Xi—1 + U
Il n'est pas nécessaire de connaitre p pour estimer ce dernier modele qui peut étre réécrit sous

la forme :

Yi=pYVici T Yo+ BrXi t Vi xi1 Ty
Puisqu'd présent la méthode des moindres carrés ordinaires est applicable (perturbations

sphériques), I'estimation du coefficient de y;_; fournit une estimation de p.

Cette méthode se présente sous la forme d’une procédure itérative, chaque étape produisant
une meilleure estimation de p que la précédente. Ici encore, la méthode sera présentée dans
le cadre d'un modele de régression simple, mais elle se généralise sans probleme au cas d'un

modéele ayant plusieurs variables explicatives.
Soit le modéle linéaire simple sous la forme :
yvi=a+bx+g i=1..,n
La procédure a adopter pour appliquer la méthode de Cochrane-Orcutt est la suivante :

1. Estimer par moindres carrés ordinaire le modele initial et en déduire les résidus estimés &;, ou

~

&=yi—Yi=yi—a—bx.
2. Utiliser ces résidus estimés pour estimer I'équation autorégressive :

& =p.&-1t Uy

En déduire la valeur estimée du coefficient d’autocorrélation :

A A n A A
. Cov(é, 8 1) X &84
o & o n 2

Var &; mLé

3. Utiliser cette estimation de p pour spécifier le modele en quasi-différences de la fagon

suivante :

Yi—=Pyic1=a(1=p)+b.(x; —p.xi—1) +

¢ Cochrane, D. et G. Orcutt « Application of least squares regression to relationships containing autocorrelated error terms », Journal
of the American Statistical Association, 44, 1969.
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o y =a+b.x+uy
Estimer ce modele par MCO et en déduire les estimations des parametres du modele initial :

Ak

a

5 5125*

a, = —

4. Substituer les nouveaux parameétres estimés dans le modeéle initial et en déduire la valeur des

nouveaux résidus estimés €; ou :

i =Yi— a4, —byx;

My

5. A partir de ces nouveaux résidus estimés, reprendre la procédure & I'étape 2. Il faut donc
estimer & nouveau I'équation autorégressive :
& =p.&1tuy;
et en déduire une nouvelle estimation du coefficient d’autocorrélation p, et ainsi de suite.

Cette procédure itérative peut étre poursuivie autant de fois que I'on veut. En général, la regle
est d’arréter la procédure lorsque la nouvelle estimation de p differe de la précédente de moins
de 1072,

Dans cette méthode, on va donner au coefficient d’autocorrélation p des valeurs successives.

On retiendra celle qui est compatible avec le critere sous-jacent aux MCO.

Le schéma employé est le suivant :

1. A partir de la statfistique de Durbin-Watson, on détermine le type d'autocorrélation

susceptible d'étre présent (positive ou négative — DW proche de 0 ou proche de 4).

2. Si, par exemple, on soupgconne une autocorrélation positive, on va donner & p une suite de
valeurs dans I'intervalle [0,1], en se fixant un certain pas a-priori. Par exemple, pour un pas fixé

A 1071, on donnera & p les valeurs suivantes :

p =1{0;0,1;0,2; ...;0,9; 1}

7 Hildreth, C. et J. Lu « Demand relations with autocorrelated disturbances », Technical Bulletin N° 276, Michigan
State University Agricultural Experiment Station, 1960.
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Pour chacune de ces valeurs de p, on estime le modele en quasi-différences :
yi=a +b".x; +tu;
ou y; =¥ —p.Yi-1 et x; =x; —p.x;—1. La procédure consiste a retenir la valeur de p

correspondant & I'équation ayant la plus faible somme des carrés des résidus estimés (3; i2).

3. Une fois cefte valeur de p déterminée, il est possible d'affiner la valeur estimé de p en

réemployant la méme procédure sur un intervalle restreint et avec un pas plus petit (1072 par

exemple).
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