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Préambule 
Objectifs : 

• Comprendre et étudier les conséquences de la non vérification de l’hypothèse H4 sur la 

méthode d’estimation par moindres carrés. 

Introduction 
L’hypothèse H4 présentée au cours du premier chapitre du cours suppose que la matrice de 

variances – covariances des perturbations est une matrice scalaire, soit : 

Var
(𝑛𝑛,𝑛𝑛)

 𝜀𝜀 = 𝐸𝐸 �𝜀𝜀. 𝜀𝜀′
(𝑛𝑛,𝑛𝑛)

� = 𝜎𝜎2. 𝐼𝐼𝑛𝑛     ⇔  �
𝐸𝐸(𝜀𝜀𝑖𝑖2) = Var(𝜀𝜀𝑖𝑖) = 𝜎𝜎2           ∀ 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛
𝐸𝐸�𝜀𝜀𝑖𝑖𝜀𝜀𝑗𝑗� = Cov�𝜀𝜀𝑖𝑖 , 𝜀𝜀𝑗𝑗� = 0    ∀ 𝑖𝑖 ,∀ 𝑗𝑗, 𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗

  

Selon cette hypothèse, la variance des perturbations est constante et égale à 𝜎𝜎2 (les erreurs sont 

homoscédastiques) et les perturbations ne sont pas corrélées entre elles (absence 

d’autocorrélation des erreurs). 

Nous allons nous interroger dans ce chapitre sur les conséquences de la non vérification de cette 

hypothèse sur la méthode d’estimation par moindres carrés. Clairement, deux situations peuvent 

conduire à la remise en cause de l’hypothèse H4 :  

• Soit la variance des perturbations n’est pas constante (situation qualifiée 

d’hétéroscédasticité et plus couramment observée sur des données en coupe 

transversale) ; 

• Soit les erreurs sont corrélées entre elles (situation qualifiée d’autocorrélation et plus 

souvent observée sur des séries temporelles ou longitudinales). 

En pratique, les deux situations peuvent pourtant être simultanément rencontrées. Il faudra 

toujours tester la présence d’autocorrélation avant l’hétéroscédasticité car les tests permettant 

d’identifier cette dernière sont sensibles à l’autocorrélation alors que les tests d’autocorrélation 

(Durbin – Watson en particulier) sont robustes à l’hétéroscédasticité. 
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Autocorrélation des perturbations 
On suppose ici une situation où les perturbations sont homoscédastiques ( Var(𝜀𝜀𝑖𝑖) = 𝜎𝜎2) mais 

sont à présent corrélées entre elles, soit : 

Var
(𝑛𝑛,𝑛𝑛)

 𝜀𝜀 =

⎝

⎜
⎛
𝜎𝜎2 𝜎𝜎1,2 … 𝜎𝜎1,𝑛𝑛

𝜎𝜎2,1 𝜎𝜎2 … 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝜎𝜎𝑛𝑛,1 𝜎𝜎𝑛𝑛,2 … 𝜎𝜎2 ⎠

⎟
⎞
≠ 𝜎𝜎2. 𝐼𝐼𝑛𝑛       ⇔   Cov �𝜀𝜀𝑖𝑖, 𝜀𝜀𝑗𝑗� = 𝜎𝜎𝑖𝑖,𝑗𝑗 ≠ 0 

 

Nous serons en présence d’une autocorrélation des erreurs lorsque les perturbations sont liées 

par un processus de reproduction : on parle de processus à mémoire. Ce cas est 

particulièrement fréquent lorsqu’on travaille sur des séries temporelles. 

La détection d’une éventuelle dépendance des erreurs ne peut s’effectuer qu’à partir des 

résidus estimés, car eux seuls sont connus. Ainsi, si l’on détecte une telle liaison sur ces résidus, on 

sera en droit de penser que cette liaison existe aussi au niveau des perturbations du modèle. 

 

Détection de l’autocorrélation des résidus estimés 
Détection visuelle 
L’analyse graphique des résidus estimés permet le plus souvent de détecter un processus de 

reproduction des erreurs lorsque : 

• Les résidus estimés sont pendant plusieurs périodes consécutives soit positifs, soit négatifs. 

On parle alors d’autocorrélation positive : 

 
Figure 1 : autocorrélation positive des résidus estimés 

http://aunege.fr/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/


 

Introduction à l’économétrie, Olivier Baron, AUNEGe, CC – BY NC ND 5 

• Les résidus estimés sont alternés. On parle alors d’autocorrélation négative : 

 
Figure 2 : : autocorrélation négative des résidus estimés 

 

Cependant, le plus souvent, l’analyse graphique des résidus estimés est délicate car les 

représentations graphiques ne présentent pas de caractéristiques particulières évidentes. 

 

Le test de Geary1 
Ce test non paramétrique est aussi couramment appelé test des séquences (« Runs test » en 

anglais). Le test de Geary se base sur l’observation du graphique des résidus estimés et doit donc 

être mené en parallèle de l’analyse visuelle précédente.  

Prenons l’exemple suivant : on estime un modèle linéaire par moindres carrés ordinaires sur un 

échantillon de 𝑛𝑛 = 46 observations, puis on représente graphiquement la série des résidus 

estimés. Le résultat obtenu est le suivant : 

 

1 Geary, R.C. « Relative efficiency of count sign changes for assessing residual autoregression in least squares regression », 
Biometrika, 57, 1970. 
 

http://aunege.fr/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/


 

Introduction à l’économétrie, Olivier Baron, AUNEGe, CC – BY NC ND 6 

 
Figure 3 : graphique des résidus estimés 

Si l’on examine le graphique, on remarque immédiatement que les résidus obéissent à une 

structure particulière. Ils sont négatifs au départ, puis deviennent positifs pendant un nombre 

important de périodes, puis redeviennent négatifs, etc. 

Si ces résidus estimés étaient purement aléatoires, devrions-nous observer un tel schéma ? 

Intuitivement, cela semble peu probable. Cette intuition peut être vérifiée à l’aide du test de 

Geary ou encore du test des séquences. 

On définit une séquence comme une suite ininterrompue de résidus de mêmes signes et la 

longueur d’une séquence par le nombre d’observations qui la compose. Dans notre exemple, 

on peut compter 6 séquences dont les longueurs sont : 

• Séquence 1 (résidus négatifs) – longueur 6, 

• Séquence 2 (résidus positifs) – longueur 20, 

• Séquence 3 (résidus négatifs) – longueur 9, 

• Séquence 4 (résidus positifs) – longueur 3, 

• Séquence 5 (résidus négatifs) – longueur 5, 

• Séquence 6 (résidus positifs) – longueur 3. 

En examinant comment les séquences apparaîtraient si elles étaient le résultat d’observations 

strictement aléatoires, on peut construire un test permettant de statuer sur cette situation, c’est-

à-dire sur l’indépendance des observations, qui sont ici les résidus estimés de la régression initiale. 
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Posons 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2, où 𝑛𝑛1est le nombre de résidus négatifs et 𝑛𝑛2 le nombre de résidus positifs. 

Soit 𝑆𝑆 le nombre de séquences observées dans le graphique des résidus estimés.  

Sous l’hypothèse nulle selon laquelle les résidus successifs sont indépendants et dès lors que 𝑛𝑛1 >

10 et 𝑛𝑛2 > 10, Geary montre que le nombre de séquences 𝑆𝑆 est distribué normalement avec : 

𝐸𝐸(𝑆𝑆) =
2𝑛𝑛1𝑛𝑛2
𝑛𝑛

+ 1

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑆𝑆) = 𝜎𝜎𝑆𝑆2 =
2𝑛𝑛1𝑛𝑛2(2𝑛𝑛1𝑛𝑛2 − 𝑛𝑛)

𝑛𝑛2(𝑛𝑛 − 1)

 

Si l’hypothèse nulle d’absence d’autocorrélation des perturbations est vraie, compte tenu des 

propriétés des distributions gaussiennes on doit donc s’attendre à ce que : 

Prob{𝐸𝐸(𝑆𝑆) − 1,96.𝜎𝜎𝑆𝑆 < 𝑆𝑆 < 𝐸𝐸(𝑆𝑆) + 1,96.𝜎𝜎𝑆𝑆} = 0,95 

 

Décision : On rejette l’hypothèse nulle d’absence d’autocorrélation si le nombre observé de 

séquences 𝑆𝑆 est en dehors de l’intervalle de confiance précédent (on peut bien sûr choisir un 

niveau de confiance différent). 

Dans l’exemple illustratif on a : 𝑛𝑛1 = 20 ; 𝑛𝑛2 = 26 et 𝑆𝑆 = 6. On obtient donc : 

𝐸𝐸(𝑆𝑆) = 23,61
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑆𝑆) = 𝜎𝜎𝑆𝑆2 = 10,86 

ce qui conduit à l’intervalle de confiance suivant : 

Prob�23,61 − 1,96.�10,86 < 𝑆𝑆 < 23,61 + 1,96.�10,86� = 0,95 

soit : 

Prob{17,15 < 𝑆𝑆 < 30,07} = 0,95 

Il est clair que cet intervalle ne contient pas la valeur observée 𝑆𝑆 = 6. On peut donc conclure à 

une autocorrélation des perturbations, qui plus est, positive. Le nombre de séquences est 

anormalement faible. De façon symétrique, on conclurait à une autocorrélation négative des 

perturbations si le nombre de séquences était élevé et dépassait la borne supérieure de 

l’intervalle. 
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Le test de Durbin-Watson2 
Le test de Durbin-Watson permet de détecter une autocorrélation des erreurs d’ordre 1 de la 

forme suivante : 

𝜀𝜀𝑖𝑖 = 𝜌𝜌. 𝜀𝜀𝑖𝑖−1 + 𝑢𝑢𝑖𝑖 

où 𝑢𝑢𝑖𝑖 est une perturbation gaussienne avec des propriétés classiques. Le coefficient 𝜌𝜌 est appelé 

coefficient d’autocorrélation et on dira, dans ce cas, que les erreurs suivent une spécification 

autorégressive d’ordre 1 (ou encore AR(1)).  

On se propose de réaliser le test suivant : 

             𝐻𝐻0 ∶  𝜌𝜌 = 0
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑐𝑐𝑉𝑉𝑐𝑐 𝐻𝐻� ∶  𝜌𝜌 ≠ 0 

 

Pour cela on construit la statistique de Durbin-Watson définie par : 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
∑ (𝜀𝜀�̂�𝑖 − 𝜀𝜀�̂�𝑖−1)2𝑛𝑛
𝑖𝑖=2

∑ 𝜀𝜀�̂�𝑖
2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

où 𝜀𝜀�̂�𝑖 sont les résidus estimés du modèle. 

De par sa construction, la statistique DW varie entre 0 et 4, et il est simple de montrer que 𝐷𝐷𝐷𝐷 ≈

2(1 − 𝜌𝜌�) où 𝜌𝜌� est l’estimateur de 𝜌𝜌 obtenu à partir de la régression des résidus 𝜀𝜀�̂�𝑖 sur leur valeur 

passée 𝜀𝜀�̂�𝑖−1 : 

𝜌𝜌� =
𝐶𝐶𝑐𝑐𝐶𝐶(𝜀𝜀�̂�𝑖, 𝜀𝜀�̂�𝑖−1)

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 𝜀𝜀�̂�𝑖
=
∑ 𝜀𝜀�̂�𝑖. 𝜀𝜀�̂�𝑖−1𝑛𝑛
𝑖𝑖=2

∑ 𝜀𝜀�̂�𝑖
2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

 

La relation liant la statistique DW et l’estimateur 𝜌𝜌� permet de se faire une idée de la valeur 

vraisemblable du coefficient d’autocorrélation 𝜌𝜌 à partir de la valeur prise par la statistique DW. 

En effet : 

• Si 𝜌𝜌 = 0 et donc s’il n’y a pas d’autocorrélation des perturbations, on s’attend à ce que 

𝜌𝜌� soit proche de 0. La statistique DW devrait alors prendre une valeur proche de 2, 

 

2 Durbin, J. et G.S. Watson « Testing for serial correlation in least-squared regression », Biometrika, 1951. 
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• En cas d’autocorrélation positive maximale (𝜌𝜌 = 1), on s’attend à ce que 𝜌𝜌� soit proche 

de 1. Dans ce cas, la statistique DW devrait prendre une valeur proche de 0, 

• Inversement, en cas d’autocorrélation négative maximale (𝜌𝜌 = −1), on s’attend à ce 

que 𝜌𝜌� soit proche de −1. Dans ce cas, la statistique DW devrait prendre une valeur proche 

de 4. 

Pour effectuer le test à partir de la statistique DW, il faut déterminer une valeur critique de cette 

statistique et donc connaître la distribution de probabilité de DW. Or, cette distribution de 

probabilité dépend des valeurs des observations des variables explicatives figurant dans la 

matrice X. Ainsi, il est impossible de construire des tables statistiques permettant de connaître, 

dans tous les cas de figure, les valeurs critiques de DW, pour différents seuils de significativité. 

Durbin et Watson ont montré que, sous l’hypothèse nulle d’absence d’autocorrélation, il est 

possible d’encadrer la statistique DW par les valeurs prises par deux autres variables aléatoires, 

notées en général dL et dU (avec dL < dU) dont les lois ne dépendent que des paramètres connus 

à savoir n, le nombre d’observations et (𝑘𝑘′ = 𝑘𝑘 − 1), le nombre de variables explicatives du 

modèle. 

La procédure à adopter pour mener le test de Durbin-Watson est la suivante : 

1. Appliquer les moindres carrés ordinaires au modèle initial et en déduire la valeur prise par la 

statistique DW. Cette information fait partie des sorties automatiques de la plupart des logiciels 

d’économétrie ; 

2. Pour une valeur 𝛼𝛼 du risque de première espèce, chercher dans une table de Durbin-Watson 

les valeurs critiques 𝑑𝑑𝐿𝐿,𝛼𝛼
∗  et 𝑑𝑑𝑈𝑈,𝛼𝛼

∗ . Ci-dessous un extrait d’une table de Durbin-Watson pour un 

risque de première espèce égal à 5% : 

http://aunege.fr/
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Figure 4 : extrait d’une table de Durbin-Watson pour un risque de première espèce égal à 5% 

3. Décision : 

• Si 𝐷𝐷𝐷𝐷 < 𝑑𝑑𝐿𝐿,𝛼𝛼
∗  : on rejette H0 et on considère que 𝜌𝜌 > 0, 

• Si 𝐷𝐷𝐷𝐷 > 4 − 𝑑𝑑𝐿𝐿,𝛼𝛼
∗  : on rejette H0 et on considère que 𝜌𝜌 < 0, 

• Si 𝑑𝑑𝑈𝑈,𝛼𝛼
∗ < 𝐷𝐷𝐷𝐷 < 4 − 𝑑𝑑𝑈𝑈,𝛼𝛼

∗  : on ne rejette pas H0 et on considère que 𝜌𝜌 = 0, 

• Si 𝑑𝑑𝐿𝐿,𝛼𝛼
∗ < 𝐷𝐷𝐷𝐷 < 𝑑𝑑𝑈𝑈,𝛼𝛼

∗  ou si 4 − 𝑑𝑑𝑈𝑈,𝛼𝛼
∗ < 𝐷𝐷𝐷𝐷 < 4 − 𝑑𝑑𝐿𝐿,𝛼𝛼

∗  : le test ne permet pas de conclure. 

Astuce 

Pour éviter les erreurs, il est pratique de reproduire le schéma suivant en y reportant les valeurs 

critiques correspondant au problème : 

 
Figure 5 : schéma des valeurs critiques correspondant au problème 
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Remarques à propos du test de Durbin-Watson 

• Ce test ne permet d’identifier qu’une autocorrélation d’ordre 1 ; 

• La variable dépendante ne doit pas figurer dans la liste des variables explicatives en tant que 

variable retardée ; 

• Le modèle doit impérativement comporter un terme constant ; 

• Pour les modèles en coupe transversale, les observations doivent être ordonnées en fonction 

de la variable à expliquer. 

 

Le test de Breusch3 – Godfrey4 
Ce test est fondé sur un test de Fisher de nullité de coefficients ou sur un test du multiplicateur de 

Lagrange (test LM). Le double intérêt de ce test est qu’il permet de tester une autocorrélation 

d’un ordre supérieur à 1 et qu’il reste valide en présence de la variable dépendante décalée en 

tant que variable explicative du modèle (deux des limitations énoncées pour le test de Durbin-

Watson). 

L’idée générale de ce test réside dans la recherche d’une relation significative entre le résidu 

estimé de l’estimation et ce même résidu décalé. 

Une autocorrélation des erreurs d’ordre p s’écrit : 

𝜀𝜀𝑖𝑖 = 𝜌𝜌1𝜀𝜀𝑖𝑖−1 + 𝜌𝜌2𝜀𝜀𝑖𝑖−2 + ⋯+ 𝜌𝜌𝑝𝑝𝜀𝜀𝑖𝑖−𝑝𝑝 + 𝑢𝑢𝑖𝑖 

où 𝑢𝑢𝑖𝑖 est une perturbation gaussienne d’espérance nulle et de variance constante. 

Le modèle linéaire multiple à erreurs auto corrélées d’ordre p s’écrit donc, pour l’observation i : 

𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝛽𝛽0 + 𝛽𝛽1.𝑥𝑥1,𝑖𝑖 + 𝛽𝛽2. 𝑥𝑥2,𝑖𝑖 + ⋯+ 𝛽𝛽𝑘𝑘−1. 𝑥𝑥𝑘𝑘−1,𝑖𝑖 + 𝜌𝜌1𝜀𝜀𝑖𝑖−1 + 𝜌𝜌2𝜀𝜀𝑖𝑖−2 + ⋯+ 𝜌𝜌𝑝𝑝𝜀𝜀𝑖𝑖−𝑝𝑝 + 𝑢𝑢𝑖𝑖 

  

 

3 Breusch, T. « Testing for autocorrelation in dynamic linear models », Australian Economic Papers, 17, 1978. 
4 Godfrey, L. « Testing against general autoregressive and moving average errors models when the regressors include lagged 
dependant variables », Econometrica, 46, 1978. 
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La procédure à adopter pour mener le test de Breusch-Godfrey est la suivante : 

1. Estimation par moindres carrés ordinaires du modèle initial et calcul des résidus estimés 

𝜀𝜀�̂�𝑖   (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛). Puisque les erreurs sont inconnues, le test porte sur les résidus estimés, 

2. Estimation par moindres carrés ordinaires de l’équation intermédiaire : 

𝜀𝜀�̂�𝑖 = 𝛽𝛽0 + 𝛽𝛽1.𝑥𝑥1,𝑖𝑖 + 𝛽𝛽2.𝑥𝑥2,𝑖𝑖 + ⋯+ 𝛽𝛽𝑘𝑘−1. 𝑥𝑥𝑘𝑘−1,𝑖𝑖 + 𝜌𝜌1𝜀𝜀�̂�𝑖−1 + 𝜌𝜌2𝜀𝜀�̂�𝑖−2 + ⋯+ 𝜌𝜌𝑝𝑝𝜀𝜀�̂�𝑖−𝑝𝑝 + 𝑢𝑢𝑖𝑖 

Soit T le nombre d’observations disponibles pour estimer les paramètres de l’équation 

intermédiaire (Attention ! Chaque décalage entraîne la perte d’une observation) et soit 𝑅𝑅𝜀𝜀2 le 

coefficient de détermination associé à cette dernière estimation. 

3. Test d’hypothèse sur l’équation intermédiaire : l’hypothèse nulle d’absence 

d’autocorrélation des erreurs s’écrit : 

𝐻𝐻0 ∶  𝜌𝜌1 = 𝜌𝜌2 = ⋯ = 𝜌𝜌𝑝𝑝 = 0 

Si l’on rejette cette hypothèse nulle, alors il existe un risque d’autocorrélation des erreurs à l’ordre 
p. 

Pour mener ce test on a deux possibilités : 

• Soit effectuer un test de Fisher classique de nullité des coefficients 𝜌𝜌𝑗𝑗  , 

• Soit recourir à la statistique 𝐿𝐿𝐿𝐿 = 𝑇𝑇.𝑅𝑅𝜀𝜀2 qui, sous l’hypothèse nulle, est distribuée selon une 

variable du Khi-deux à p degrés de liberté. Si 𝑇𝑇.𝑅𝑅𝜀𝜀2 est supérieure à la valeur critique lue 

dans la table au seuil 𝛼𝛼, on rejette l’hypothèse d’indépendance des erreurs. 

 

Conséquences de l’autocorrélation des erreurs sur la 
méthode des MCO 
Les conséquences sont identiques à celles décrites pour la situation d’hétéroscédasticité des 

perturbations, à savoir : 

• Les estimateurs des MCO définis par �̂�𝛽 = (𝑋𝑋′𝑋𝑋)−1𝑋𝑋′𝑦𝑦 restent sans biais en présence 

d’autocorrélation des erreurs ; 
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• L’expression Var
(𝑛𝑛,𝑛𝑛)

 𝜀𝜀 = 𝜎𝜎2. 𝐼𝐼𝑛𝑛 ne permet plus d’obtenir de bons estimateurs des variances 

des coefficients estimés. Les résultats des tests qui les utilisent ne sont donc plus valides ; 

• Les estimateurs des Moindres Carrés Ordinaires ne sont plus des estimateurs BLUE. 

 

Estimation d’un modèle en présence d’autocorrélation des 
perturbations 
Souvent, la présence d’autocorrélation des résidus d’une estimation révèle plus un problème au 

niveau de la spécification retenue que d’une simple autocorrélation des erreurs. La présence 

d’autocorrélation des résidus peut être due : 

• À l’oubli d’une variable explicative importante lors de l’estimation ; 

• Au choix d’une mauvaise forme fonctionnelle pour l’équation estimée. 

Il en résulte que le premier réflexe à avoir en présence d’autocorrélation des résidus estimés est 

de revoir la spécification retenue, en envisageant d’introduire d’autres variables explicatives ou 

de choisir d’autres formes fonctionnelles lors de l’estimation. 

Si le problème persiste, c’est-à-dire si l’autocorrélation semble être un problème authentique, il 

est nécessaire d’adopter la méthode décrite ci-après. 

Méthode à adopter quand l’autocorrélation semble être un problème authentique 

Pour faciliter la présentation, on va envisager ici le cas d’une autocorrélation des perturbations 

d’ordre 1 dans le cadre d’un modèle de régression simple. 

Soit le modèle à estimer suivant : 

𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝛽𝛽0 + 𝛽𝛽1.𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝜀𝜀𝑖𝑖            𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛 

où les perturbations sont autocorrélées selon un processus 𝐴𝐴𝑅𝑅(1) c’est-à-dire : 

𝜀𝜀𝑖𝑖 = 𝜌𝜌. 𝜀𝜀𝑖𝑖−1 + 𝑢𝑢𝑖𝑖        avec   |𝜌𝜌| < 1 ; 𝑢𝑢𝑖𝑖 → 𝐿𝐿𝐿𝐿(0 ; 𝜎𝜎2  ) ;𝐶𝐶𝑐𝑐𝐶𝐶(𝜀𝜀𝑖𝑖,𝑢𝑢𝑖𝑖) = 0 

Supposons que le coefficient d’autocorrélation 𝜌𝜌 soit connu de l’économètre. Dans ce cas, une 

simple transformation du modèle initial permet d’obtenir des perturbations sphériques. 

Écrivons le modèle pour les observations i et 𝑖𝑖 − 1 : 

𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝛽𝛽0 + 𝛽𝛽1.𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝜀𝜀𝑖𝑖       (𝐴𝐴)     𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛 
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𝑦𝑦𝑖𝑖−1 = 𝛽𝛽0 + 𝛽𝛽1.𝑥𝑥𝑖𝑖−1 + 𝜀𝜀𝑖𝑖−1      (𝐵𝐵)      𝑖𝑖 = 2, … ,𝑛𝑛 

Retranchons 𝜌𝜌 fois la relation (𝐵𝐵) à la relation (𝐴𝐴) : 

𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝜌𝜌.𝑦𝑦𝑖𝑖−1 = 𝛽𝛽0. (1 − 𝜌𝜌) + 𝛽𝛽1. (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝜌𝜌. 𝑥𝑥𝑖𝑖−1) + 𝜀𝜀𝑖𝑖 − 𝜌𝜌. 𝜀𝜀𝑖𝑖−1 

⇔    𝑦𝑦𝑖𝑖∗ = 𝛽𝛽0. (1 − 𝜌𝜌) + 𝛽𝛽1.𝑥𝑥𝑖𝑖∗ + 𝑢𝑢𝑖𝑖     (𝐶𝐶)   𝑖𝑖 = 2, … ,𝑛𝑛 

où 𝑦𝑦𝑖𝑖∗ = 𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝜌𝜌.𝑦𝑦𝑖𝑖−1 et 𝑥𝑥𝑖𝑖∗ = 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝜌𝜌. 𝑥𝑥𝑖𝑖−1 

 

Par construction, les perturbations du modèle (𝐶𝐶) sont sphériques. On dira que l’on a écrit le 

modèle initial en quasi-différences. L’estimation par Moindres Carrés Ordinaires du coefficient 𝛽𝛽1 

à partir du modèle transformé (𝐶𝐶) s’interprète directement comme étant le coefficient estimé 

du modèle initial. 

Cependant, dans la pratique, le coefficient d’autocorrélation 𝜌𝜌 n’est pas connu. Il convient donc 

de l’estimer. 

Plusieurs méthodes existent pour estimer 𝜌𝜌. 

Estimation de 𝜌𝜌 par régression des résidus estimés du modèle initial 𝜀𝜀�̂�𝑖 sur 
leurs valeurs retardées 𝜀𝜀�̂�𝑖−1  

𝜌𝜌� =
𝐶𝐶𝑐𝑐𝐶𝐶(𝜀𝜀�̂�𝑖, 𝜀𝜀�̂�𝑖−1)

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 𝜀𝜀�̂�𝑖
=
∑ 𝜀𝜀�̂�𝑖. 𝜀𝜀�̂�𝑖−1𝑛𝑛
𝑖𝑖=2

∑ 𝜀𝜀�̂�𝑖
2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

 

Estimation de 𝜌𝜌 à partir de la statistique de Durbin-Watson, 𝐷𝐷𝐷𝐷  

𝜌𝜌� = 1 −
𝐷𝐷𝐷𝐷

2
 

 

Méthode de Durbin5 
Le modèle en quasi-différences s’écrivait : 

𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝜌𝜌.𝑦𝑦𝑖𝑖−1 = 𝛽𝛽0. (1 − 𝜌𝜌) + 𝛽𝛽1. (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝜌𝜌. 𝑥𝑥𝑖𝑖−1) + 𝜀𝜀𝑖𝑖 − 𝜌𝜌. 𝜀𝜀𝑖𝑖−1 

 

5 Durbin, J. « The fitting of time series models », Review of the International Statistical Institute, 28, 1960. 
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⇔    𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝜌𝜌. 𝑦𝑦𝑖𝑖−1 + 𝛽𝛽0. (1 − 𝜌𝜌) + 𝛽𝛽1. 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝛽𝛽1𝜌𝜌. 𝑥𝑥𝑖𝑖−1 + 𝑢𝑢𝑖𝑖 

Il n’est pas nécessaire de connaître 𝜌𝜌 pour estimer ce dernier modèle qui peut être réécrit sous 

la forme : 

𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝜌𝜌.𝑦𝑦𝑖𝑖−1 + 𝛾𝛾0 + 𝛽𝛽1. 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝛾𝛾1. 𝑥𝑥𝑖𝑖−1 + 𝑢𝑢𝑖𝑖 

Puisqu’à présent la méthode des moindres carrés ordinaires est applicable (perturbations 

sphériques), l’estimation du coefficient de 𝑦𝑦𝑖𝑖−1 fournit une estimation de 𝜌𝜌. 

 

Méthode de Cochrane-Orcutt6 
Cette méthode se présente sous la forme d’une procédure itérative, chaque étape produisant 

une meilleure estimation de 𝜌𝜌 que la précédente. Ici encore, la méthode sera présentée dans 

le cadre d’un modèle de régression simple, mais elle se généralise sans problème au cas d’un 

modèle ayant plusieurs variables explicatives. 

Soit le modèle linéaire simple sous la forme : 

𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑉𝑉 + 𝑏𝑏. 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝜀𝜀𝑖𝑖       𝑖𝑖 = 1, … , 𝑛𝑛 

La procédure à adopter pour appliquer la méthode de Cochrane-Orcutt est la suivante : 

1. Estimer par moindres carrés ordinaire le modèle initial et en déduire les résidus estimés 𝜀𝜀�̂�𝑖, où 

𝜀𝜀�̂�𝑖 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦𝑦�𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑉𝑉� − 𝑏𝑏�𝑥𝑥𝑖𝑖. 

2. Utiliser ces résidus estimés pour estimer l’équation autorégressive : 

𝜀𝜀�̂�𝑖 = 𝜌𝜌. 𝜀𝜀�̂�𝑖−1 + 𝑢𝑢𝑖𝑖 

En déduire la valeur estimée du coefficient d’autocorrélation : 

𝜌𝜌� =
𝐶𝐶𝑐𝑐𝐶𝐶(𝜀𝜀�̂�𝑖, 𝜀𝜀�̂�𝑖−1)

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 𝜀𝜀�̂�𝑖
=
∑ 𝜀𝜀�̂�𝑖. 𝜀𝜀�̂�𝑖−1𝑛𝑛
𝑖𝑖=2

∑ 𝜀𝜀�̂�𝑖
2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

3. Utiliser cette estimation de 𝜌𝜌 pour spécifier le modèle en quasi-différences de la façon 

suivante : 

𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝜌𝜌�.𝑦𝑦𝑖𝑖−1 = 𝑉𝑉. (1 − 𝜌𝜌�) + 𝑏𝑏. (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝜌𝜌�. 𝑥𝑥𝑖𝑖−1) + 𝑢𝑢𝑖𝑖 

 

6 Cochrane, D. et G. Orcutt « Application of least squares regression to relationships containing autocorrelated error terms », Journal 
of the American Statistical Association, 44, 1969. 
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⇔    𝑦𝑦𝑖𝑖∗ = 𝑉𝑉∗ + 𝑏𝑏∗. 𝑥𝑥𝑖𝑖∗ + 𝑢𝑢𝑖𝑖 

Estimer ce modèle par MCO et en déduire les estimations des paramètres du modèle initial : 

𝑉𝑉�1 =
𝑉𝑉�∗

1 − 𝜌𝜌�
    ;    𝑏𝑏�1 = 𝑏𝑏�∗ 

4. Substituer les nouveaux paramètres estimés dans le modèle initial et en déduire la valeur des 

nouveaux résidus estimés 𝜀𝜀̂̂𝑖𝑖 où : 

𝜀𝜀̂̂𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑉𝑉�1 − 𝑏𝑏�1𝑥𝑥𝑖𝑖 

5. À partir de ces nouveaux résidus estimés, reprendre la procédure à l’étape 2. Il faut donc 

estimer à nouveau l’équation autorégressive : 

𝜀𝜀̂̂𝑖𝑖 = 𝜌𝜌. 𝜀𝜀̂̂𝑖𝑖−1 + 𝑢𝑢𝑖𝑖 

et en déduire une nouvelle estimation du coefficient d’autocorrélation 𝜌𝜌, et ainsi de suite. 

Cette procédure itérative peut être poursuivie autant de fois que l’on veut. En général, la règle 
est d’arrêter la procédure lorsque la nouvelle estimation de 𝜌𝜌 diffère de la précédente de moins 
de 10−2. 

 

Méthode du balayage de Hildreth-Lu7 
Dans cette méthode, on va donner au coefficient d’autocorrélation 𝜌𝜌 des valeurs successives. 

On retiendra celle qui est compatible avec le critère sous-jacent aux MCO. 

Le schéma employé est le suivant : 

1. À partir de la statistique de Durbin-Watson, on détermine le type d’autocorrélation 

susceptible d’être présent (positive ou négative – 𝐷𝐷𝐷𝐷 proche de 0 ou proche de 4). 

2. Si, par exemple, on soupçonne une autocorrélation positive, on va donner à 𝜌𝜌 une suite de 

valeurs dans l’intervalle [0,1], en se fixant un certain pas a-priori. Par exemple, pour un pas fixé 

à 10−1, on donnera à 𝜌𝜌 les valeurs suivantes : 

𝜌𝜌 = {0; 0,1; 0,2; … ; 0,9; 1} 

 

7 Hildreth, C. et J. Lu « Demand relations with autocorrelated disturbances », Technical Bulletin N° 276, Michigan 
State University Agricultural Experiment Station, 1960. 
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Pour chacune de ces valeurs de 𝜌𝜌, on estime le modèle en quasi-différences : 

𝑦𝑦𝑖𝑖∗ = 𝑉𝑉∗ + 𝑏𝑏∗. 𝑥𝑥𝑖𝑖∗ + 𝑢𝑢𝑖𝑖 

où 𝑦𝑦𝑖𝑖∗ = 𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝜌𝜌.𝑦𝑦𝑖𝑖−1 et 𝑥𝑥𝑖𝑖∗ = 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝜌𝜌. 𝑥𝑥𝑖𝑖−1. La procédure consiste à retenir la valeur de 𝜌𝜌 

correspondant à l’équation ayant la plus faible somme des carrés des résidus estimés (∑ 𝑢𝑢�𝑖𝑖2𝑖𝑖 ). 

3. Une fois cette valeur de 𝜌𝜌 déterminée, il est possible d’affiner la valeur estimé de 𝜌𝜌 en 

réemployant la même procédure sur un intervalle restreint et avec un pas plus petit (10−2 par 

exemple). 

 

En conclusion, quelle que soit la méthode employée pour estimer 𝜌𝜌, on calcule les estimations 

des coefficients du modèle en quasi-différences en remplaçant 𝜌𝜌 par son estimation 

précédemment obtenue. 
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