Exercice 1

Exprimer les phrases suivantes a ’aide de connecteur logique et des propositions p ="Nicolas a attrapé tous les
pokémons de type électrique" et q ="Nicolas a attrapé tous les pokémons de type vole".

1.

S otk w N

Nicolas a attrapé tous les pokémons de type vole et de type électrique.

Nicolas a attrapé tous les pokémons de type électrique donc les pokémons de type vole.

Nicolas n’a attrapé aucun pokémon de type vole et aucun pokémon de type éléctrique.

Nicolas a attrapé tous les pokémons de type vole mais pas tous les pokémons de type électrique

Si Nicolas a attrapé tous les pokémons de type électrique alors il a attrapé tous les pokémons de type vole.

Nicolas a attrapé soit les pokémons de type vole soit les pokémons de type électrique.

Correction

1. pAq
2.p=(
3. Ce n’est pas —p /\ —q car la négation de "Nicolas a attrapé tous les pokémons de type vole" n’est pas

"Nicolas n’a attrapé aucun pokémon de type vole" mais "Nicolas n’a pas attrapé tous les pokémons de type
vole". Cette phrase ne s’écrit pas a ’aide des connecteurs logique et des propositions p et q.

4. q/A\-p
5. p=(
6. pVq

.

Exercice 2

Quelles sont les maniéres de placer les parenthéses dans I’expression —p V q /A —r? On comparera les tables de
vérité de ces propositions.

Correction
Il existe cinq maniéres de placer les parenthéses dans cette expression :

Er=(pVgA-T
E; =—pV(qgA-T)
Es=—(pVqA-r
Es=—((pVq A7)
Es =—(pV(qA—T)

A Eq B E, C E;s D E4 G Es
plg|r|l—p|PVq|T|AA-T|gA—T | pVB|pVqg|—-C|-CA-T|CA—T|—D|pVB|—G
0100} 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1
0|0 1]l 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1
O 1|0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0 1 0
o111 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1
11010 O 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0
1101 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0
11110 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0 1 0
11111 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0

On observe en particulier que les tables de vérité de ces cinq propositions sont toutes différentes.

Exercice 3

Donner les tables de vérités des propositions suivantes.
lL.gq=(p&r)



2. (pV ) AlpAgG) =)

3. (peqg=1ANr=(@qVq))

4. ~((p=q) A1)

Correction

l.g=(p&)

pla|r]rper|aspen

2. (pVaA(pAG)=T)

pAq|A=T1|pVq|BAC

T

q

)

3. (peg=1Nr=(qVq)

r=C|BAD

q/\q

pPeqlAST

T

q

P

4. ~((p= g A1)




A B
pla|lr|lp=9g|AAT | B
0/0]0 1 0 1
001 1 1 0
0|1]0 1 0 1
0111 1 1 0
11010 0 0 1
11011 0 0 1
1111]0 1 0 1
11111 1 1 0
Exercice 4
Simplifier les propositions suivantes.
L (pAqQ)V(PpA—q)V(p/Aq) 5 —p=(—qVr)
2. ~r ATV (pA-TA(qVp)) 6. q= (pV )
3.0=pep 7. (pVa)=(qd="q)
4 (p=4d) =g 8. (((pAg)=—~q)A((pPA—q) = q))
Correction
1.
PAQV(EpPA=qVpAq) = (FpA(qV—q))V(pPAQq) Factorisation (Distributivité)

= ((GpAT)VI(pAQ) Tiers exclus
= —pVipAQ) Neutralité
= (pVpIA(-PVQq) Distributivité
= 1TA(—pVaq) Tiers exclus
= —pVq Neutralité
P=dq Théoréme

2. D’apreés l'absorption 2, =t A (=rV (p A=r A (qV p))) = —.

3.
I=pep = (0Vp)erp Théoréme
= (IVp)&p
= p&yp Neutralité
=1
4.

=)V q)=q Théoréme
(PpVaq) =q Involution

= —(pVq)Vg Théoréme

= (—pA—q)Vq Morgan

= (—pVqgA(—qVq) Distributivité
= (pVg Al Tiers exclus

= —PpVq Neutralité

= p=( Théoréeme



q= PV =

(pVa)=(g=—q) =

(pAg)=—g) A ((pA—q) = q))

V(~qVr)
V(=qVr)
= pV—qVr

—qV(pV-r)
—qVpV-r

~(pVaq)Vig=—q)
—~(pVq)VI(=qV—q)
—(pVdq)V—q

(—pA—q)V—q

(ﬁpvﬁq
(—pV—q
“PpVI(qV—-q)A(=pVI(qVq)))
“pV—q)A(—pVq))
“pVI(~qAq)
—-pVO
= —p

(=
((
((
((
((

Théoréme
Involution

Associativité

Théoréme

Associativité

Théoréme
Théoréme
Idempotence
Morgan
Absorption 2

(p/A—q)Vq))  Théoréme
(=pV—=(—9q))Vq))
(—pVq)Vaq)

ANQ)NV =) A\ (—
IV=g) A Morgan
IV=g) A ) Involution

Associativité

Idempotence

Factorisation (Distributivité)

Contradiction

Neutralité

Exercice 5

Les expressions suivantes sont-elles des tautologies ?

L (p=aAp=1) (p=ann)

Correction

(P=anmE=m) (p=(aAn))

((p=nA@=n) =

2 ((p=rAa=m)

((p\/q) :>r)

((FpvanEpvn) e (-pVianAn))

((=pV @A) = (=pV(aAD))
1

((FpvnAavn) = (-pVavr))

((ﬁPAﬁq) \/f)) = ((ﬁp A—q) \/r)
1




Exercice 6

On note W le ou exclusif, dont la table de vérité est

Plq] P¥q
ojof o
o1 1
110 1
111] o

1. Montrer & l’aide d’une table de vérité que pWq = (pV q) A—~(p A q).

2. En vous servant du résultat précédent et des régles CANDIMATICA montrer les formules suivantes.

(g) (PWq=0)& (p=q)
(h) =(pWq) = (=p)Wq =pW(—q) = (—p)W(—q)
i) (pWq=r1)= (qWr=p)

Correction

pWq

pPVagA=(pAq)

— — o o |T

— O = OO

0
1
1
0

Ce sont bien les mémes tables de vérité.
2. (a)

pWp

pWO0

PW1

—_ = 2ol

- o o of >

oS = = O

PVp)A=(pAp) Définition
pPA—p Idempotence

0 Contradiction

(PpVO)A=(pANO0) Définition
PA—=(pANO) Neutralité

p A0 Absorption 1

AN

P Neutralité

PVI)A=(pAT) Définition
PV A—D Neutraliteé
1A—p Absorption 1

—p Neutralité



pW—p = (pV-p A—=(p/A—p) Définition
= 1TA=(p/A—p) Tiers exclus
= 1A-0 Contradiction
= 1AI1
1
(e)
pWq = (pVgA—(pAq) Définition
= (qVp)A—=(q/Ap) Commutativité
qWp Définition
(f)
W(gWr) = (pV(qWr) A=(pA(qW¥rT)) Définition
= V@V A=@AT)A=(pPA(qVT)A=(qAT)))  Définition
— PVaVDACGV ) A-(PA(qVTIA=(gAT))  Morgan
= (pVaVD)APV—qV-TNA=PA(qgVT)IA=(qAT))) Distributivité
= ((PVaVIAPV=qVr)A(=pV(2(qVT)V—-(=(qAT))))  Morgan
= (pVaVIIAPV=qV=1)A(pV(=(qVT)V(qgAT))) Involution
= ((PVQVT APV =qV-1)A(pV(-qgA-TV(gAT))  Morgan
= (pVaVIIAPV=qV1NAFPV(qVHAN(—qVTIIN(rV QA (—TVT)))) Distributivité
= (pVaVIIAPV—qV1NA(FPVOAN(—qVT)IAN(TrV g AT))) Tiers exclus
= (PVqVIAPV=qV-T)A[pV(~qVTIA(-rV )  Neutralité
= (pVaVD)APV—qV-1)A((=pV—qVT)A(—pV-TVq))) Distributivité
= pVaVTIAPV—qV-T1IA(pV—qVT)N(—pV-TVq) Associativité
= pVaVTIIA(pPVqVTIA(=pVagV-1)A(=qVpV 1) Commutativité
= (pVaVI)AFFPV=qVIIA{((—pVqV-TIA(—qVpV 1)) Associativité
= (pVaVIIA[FPV=qVINA((—pV QA (—qVPp))V—T) Factorisation (distributivité)
= (pVaVIIAFPVqgVINA(IA(PV g A (—qVP)AT)V 1) Neutralité
= (PVqVIA(PV =gV AP VP APV A(=gVp)A(=qV q)V-r)  Tiers exclus
= (pVaVIIA(PV=qVI)A((pA=q)V (pAq)V—rT) Distributivité
= (pVaVO)IA(FPVqVTI)APVgViPAQ VT Tiers exclus
= (pVagVTOIA(FPVqVTIA((pVgViPpAQq))V-T) Associativité
= ((pVaVTIA(=pV=qVT)A((=(pVa)V-(=(pAq)))V—T)  Involution
= (PVaVTIIA[PV—=qVI)A=pVa A=(pAgq))ATr)  Morgan
— (PVAACPV=a) VI A=(((pVa) A=(pAq)Ar)  Distributivite
= (VA A=A VT APV A=pAQIAT)  Definition
= ((pWq)Vr)A—=((pW¥q) AT) Définition
= (pWq)¥Wr Définition
(8)
pWq=0 < (pVqgA=(pAq)=0
— (PVAAPV=q) =0  Morgan
= PA-PIVPA-qQV(@A-P)IV(gA—q)=0  Distributivité
— OVPpA—qQ)V(@A—P)V0O=0 Contradiction
= (PA=qQ)V(qANA—Pp)=0 Neutralité

Dans la table de vérité du ou la seule maniére d’avoir un 0 est que les deux propositions soient fausses.
Dans ce cas, cette derniére égalité est équivalente a avoir p A—q=0et q/\—p =0.

Sip =0 alors =p =1 et puisque q /A —p = 0 alors nécessairement q = 0. En particulier p = q.

Sip =1, puisque p A—q =0, alors

—q = 0 soit nécessairement q = 1. En particulier p = q.



—(pWq) = —((pVagA=(pAq)
= ~(pVqV-(=(pAq)))  Morgan
= —(pVqV(ipAQ) Involution
= (pA—=q)V(pAq)  Morgan
= (pVPIAN(PVAA(—qVPIA(—qVq)
= IAN(pVgA(—qVPp) Al Tiers exclus
= (—pVq)A(—qVp) Neutralité

= (pVq)A=(=(—qVp)) Involution

= (pV g A~(=(=q)A—p))  Morgan

= (—pVq)A—=(qg/A—Pp)) Involution

= (pVqg)A—=(—pAq)) Commutativité
(

—p)Wq Définition

De plus nous avons démontré que p\Wq = q\Wp ainsi

—(pWq) = ~(qWp) = (—q)Wp = pW(—q)

Pour la derniére égalité :

(—p)W(=q) = (pV—=q)A\=(=p/A—q)
(P A A (=(=p)V—=(—q))
= ~(pAgAPVQ)
= (pVagA=(pAq)

(i) Nous avons 'hypothése p\W/q = r et nous cherchons & démontrer q\Wr = p.

qwWr = qW¥(pW¥q)
= q¥(qWp)
= (qWq)Wp
= 0Wp
= pWwo0
P C.Q.F.D.

Distributivité



