Electromagnétisme 2 Chapitre 6

Chapitre 6

Ondes électromagnétiques dans le vide

1. Equation de d’Alembert

Nous nous plagons dans le vide strict. La densité de charges est nulle ainsi que la densité
de courant. Dans ce contexte, les deux divergences sont nulles, il n’y a aucun champ a
géométrie de divergence. On peut voir le phénomene ondulatoire selon deux angles :
I'angle purement théorique au sens de la manipulation symbolique des équations qui fait
émerger 1'équation de d’Alembert, I'équation fondamentale de la physique ondulatoire.
Nous sommes a nouveau dans le champ de la physique théorique.

1.1. Manipulation formelle

La manipulation formelle fait apparaitre un objet nouveau, en 'occurence les ondes
électromagnétiques qui se propagent dans le vide. A la fin du dix-neuvieme siecle, il y
avait débat sur le milieu de propagation. Il était alors difficile de concevoir une onde qui
se propage dans le vide pur. On a baptisé « éther » cet hypothétique milieu qu’'on a
longtemps cherché avant de se rendre compte que la propagation dans le vide pur ou
strict est bien possible. On recommande au lecteur de lire I'histoire mouvementé autour
de I’ « éther » parce que la recherche de cette époque a préparé les esprits pour la
rupture introduite par Albert Einstein en 1905 avec la relativité restreinte.

Les 4 équations de Maxwell s’écrivent dans ce contexte :

La manipulation formelle consiste a prendre le rotationnel du rotationnel de I'un
quelconque des deux champs. Les calculs débouchent dans les deux cas sur la méme
équation. Nous allons le faire sur le champ électrique et le lecteur vérifiera a titre
d’exercice qu’on obtient le méme résultat sur le champ magnétique.
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On a échangé l'opérateur spatial et la dérivée temporelle comme on en est maintenant
familier. Ensuite, on utilise une identité d’analyse vectorielle et on utilise le fait que la
divergence du champ électrique est nulle. L'identité fait apparaitre le Laplacien du
champ électrique.
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rot(rot E)=grad(divE)-AE=—AE

On obtient I'équation de d’Alembert du champ électrique qui montre I'égalité, a une
constante pres, du Laplacien du champ et de sa dérivée temporelle d’ordre 2.

= 0°E
AE=c,u,—
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Comme il s’agit de déterminer le Laplacien vectoriel, en 'occurence du champ électrique,
il faut d’abord définir le Laplacien scalaire. La définition intrinséeque du Laplacien
scalaire est donnée par la divergence du gradient du champ scalaire. En tant
qu’opérateur combiné de deux opérateurs du premier ordre (divergence et gradient), il
n’est pas évident de lui donner une signification physique. On se contente d’en donner la
formule opérationnelle en coordonnées cartésiennes appliquée sur le potentiel
électrique.

_62V+82V+62V

AV =
ox* 0y’ 07

Un champ vectoriel est décrit par trois composantes qui peuvent étre comprises comme
autant de champs scalaires sur les trois axes. Le Laplacien vectorielle st alors donné de
maniére opérationnelle par le Laplacien appliqué sur chacune des composantes.

E=

2 lifes ey

On obtient :

O°E, 0°E, O°E,
2 + 2 + 2
ox" 0y 0z
2 2 2
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ox* oy’ o7
0°E, 0°E, O0’E,
2 + 2 + 2
ox- 0y o0z

AE=

1.2. Interprétation qualitative

Linconvénient de la manipulation formelle est qu’elle escamote le phénomeéne physique
qui est a l'origine du caractere ondulatoire des champs électriques et magnétiques. Dans
ce paragraphe, nous allons mettre en évidence ce phénomeéne sans manipulation
calculatoire des équations, mais juste par interprétation physique de ce qu’elles

E. Smigiel 2



Electromagnétisme 2 Chapitre 6

suggerent sur les propriétés des champs. Le phénomene est basé sur le couplage des
deux rotationnels qu’on rappelle :

— OB — 0E
tE=—2= et rotB=e¢,u, —
Iro Y, et ro € Wy T,

Nous faisons I'’hypothése que quelque part dans l'univers, il y a un point de I'espace,
siege d’'un champ électrique variable, par exemple selon une vibration sinusoidale. Selon
Maxwell-Ampere, ce champ électrique variable est la source d’'un champ magnétique a
géométrie de rotationnel (lui aussi sinusoidal puisque la dérivée temporelle d'un champ
sinusoidal est encore sinusoidal), soit avec localement des lignes de champs circulaires
et la géométrie orthoradiale comme suggéré sur le schéma 6.1 dans lequel ce
phénomene est localisé a gauche. Ce champ magnétique, effet de la source locale décroit
rapidement quand on s’éloigne. Par Maxwell-Faraday, ce champ magnétique devient a
son tour source d'un champ électrique a géométrie orthoradiale de rotationnel, champ
toujours sinusoidal, la dérivée temporelle d’'un sinus étant sinusoidal a n'importe quel
ordre de dérivation. Et ainsi, de proche en proche. Le phénoméne ondulatoire est basé
sur le fait qu'une source génere un effet qui devient a son tour source par le rotationnel
couplé qui génere encore un effet qui redevient source, ad vitam eeternam. Le
phénomene est illustré en figure 6.1, ci-dessous.

A compléter (voir vidéo)

Fig. 6.1 : Propagation de la perturbation par couplage source - effet par le biais des deux
rotationnels. On a représenté ici, la propagation de gauche a droite sur I'axe horizontal
mais en réalité, I'onde se propage dans tout plan perpendiculaire a la direction du champ
électrique variable a l'origine du phénomeéne.

Il faut insister sur le fait que les 4 équations de Maxwell contiennent en germe la
propagation dans le vide. Ce phénomeéne ne s’appuie pas sur une déformation de la
matiere, puisque les équations de Maxwell sont décrites ici dans le vide. Il a fallu du
temps a la communauté des physiciens pour accepter ce résultat, a 'époque, contre-
intuitif. C'est un bel exemple de pensée disruptive qui consiste a renoncer a une idée
arrétée selon laquelle, une onde a besoin d’'un milieu pour se propager.

Insistons encore sur la complémentarité des deux approches, formelle théorique et
qualitative. Lapproche mathématique est indispensable pour développer les relations
quantitatives. Mais, sans interprétation physique, on risque de manipuler des équations
formelles dont on ne sait plus, a la fin, ce qu’elles représentent. C’est une des difficultés
de la physique théorique actuelle. En physique quantique, il devient dans la pratique,
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impossible de donner des interprétations intelligibles. Il faut s’en remettre uniquement a
la manipulation formelle qui fait apparaitre des objets nouveaux: les ondes
gravitationnelles récemment, le boson de Higgs, etc. Seule une élite de spécialistes
rompus a cette virtuosité des calculs accede a cette physique moderne et actuelle.

2. Résolution en onde plane progressive monochromatique
polarisée rectiligne

La résolution de l'équation de d’Alembert telle que nous l'avons établie dans le
paragraphe 1 est trop complexe. En réalité, il y a 3 équations (les 3 composantes du
champ électrique) et dans chaque équation, le membre de droite est constitué des 3
dérivées partielles du champ électrique par rapport aux 3 variables d’espace. Il faut donc
simplifier. Nous allons pour ce faire, poser quelques hypothéses qui vont simplifier
I’équation universelle de fagon trés conséquente. Nous expliquons chaque hypothése
pour parvenir, pas a pas, a I’équation de d’Alembert simplifiée.

2.1. Onde polarisée rectiligne

Nous faisons I'hypothese qu’au cours de la propagation, le champ électrique conserve
une direction fixe, soit Oz .Les composantes sur les deux autres axes sont alors nulles.
On peut écrire le champ électrique comme :

E=

Ho o

On a ainsi déja considérablement simplifié puisque le probleme est passé de vectoriel a
scalaire.

2.2. Onde plane

La simplification suivante consiste a dire formellement que la seule composante non
nulle du champ électrique ne dépend spatialement que d’'une composante, soit x . Cela
revient a dire que les surfaces d’onde, a savoir le lieu des points équiphase a t
constant, sont des plans, perpendiculaires a la direction de propagation, qui est Ox
Dans cette hypothese, les dérivées spatiales sont nulles, sauf celle par rapport a x
L'équation de d’Alembert est a présent devenu :

6213_e . O’E_10E
ox> "ot & ot

On constate qu'on est ramené a une onde scalaire monodimensionnelle, comme, par
exemple, la perturbation transversale qui se propage le long d'une corde de Melde.

2.3. Résolution en onde progressive monochromatique (ou harmonique)

La résolution en onde monochromatique (ou harmonique) progressive est classique. ON
écrit, de fagon générale avec un terme de phase qu'on peut toujours mettre a 0 en
choisissant l'origine des temps et d'espace de facon adéquate. Le signe =+kx
correspond a une propagation de I'onde dans les sens des x croissants (signe négatif) ou
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décroissant (signe positif). Le caractére progressif correspond au fait que les variables
temporelles et spatiales se combinent dans la méme fonction sinusoidale.

E=E,cos(wt+kx+¢)

Dans la suite, on s’intéresse a une onde qui se propage dans le sens des x croissants,
d’ou:

E=E,cos(owt—kx+¢)

Il reste a voir pour quelles conditions sur ®w et k , cette expression de champ
électrique ondulatoire satisfait a 'équation de d’Alembert scalaire. Pour ce faire, on
dérive deux fois par rapport au temps et deux fois par rapport a la variable d’espace et
on égale les deux membres de I'équation de d’Alembert. On obtient :

2
0 b;:—szOcos(oot—kxﬂp)
0x
1E_ w
— =—— E,cos(wt—kx+
c> ot >’ ( )
2
L'équation de d’Alembert est satisfaite si : kzzi2 ce qui est une reformulation de :
c
A=c.T

uisque k_2_n et _2n
puisq = w= T

Maintenant que dans les hypotheéses, le champ électrique est clair, il s’agit de déterminer
le champ magnétique. Pour ce faire, on utilise Maxwell-Faraday :

0
__ % 0 0 0B
rot E=VAE=| 2511 0 =|—k Egsin (ot —kx) |== 5~
ay E,cos(wt—kx) 0
oz

On obtient le champ magnétique par intégration temporelle. On ne considere pas les
constantes d’intégration (par rapport au temps) parce qu’elles correspondent a
I'expression d'un champ statique pas forcément uniforme parce que ces constantes
d’intégration sont constantes par rapport au temps mais peuvent dépendre des variables
d’espace.

jos]’
[l

E
—Tcos((ot—kx)
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On constate que 'amplitude du champ magnétique est égale a celle du champ électrique
divisée par la vitesse de la lumieére.

3. Structure géométrique de I’onde

3.1. Reformulation des équations de Maxwell dans le contexte

Avant de conclure sur la structure géométrique de 'onde électromagnétique, nous allons
généraliser ce résultat quand I'onde se propage sur une direction donnée par le vecteur
d’onde défini par k=kii ol U estle vecteur unitaire sur 'axe de propagation qui ne
colncide plus forcément avec l'un des trois axes du repére standard. Dans ce cas, bien
que l'onde soit toujours polarisée, il faut renoncer a une seule composante non nulle et
on doit écrire :

B onej(oot—li.?) EOXej[u}[f(kxx+kyy+klz)]
E= Eoye](wtfk.r) — Eoye][mtf(kxx+kyy+kzz)]
E ej(mHE.f) E ej[wt—(kxx+kyy+k,z)}
Oy 0z
ou E,, , E,, et E,, sont des constantes et le vecteur k est donné par ses 3
composantes :
- kx
k= k,
k

et 7 estlevecteur position.

Il s’agit dans ce qui suit de reformuler les deux divergences et les deux rotationnels des
champs électriques et magnétiques avec les expressions des champs en ondes
progressives des lignes qui précédent. On rappelle, qu’en coordonnées cartésiennes, la
divergence s’écrit :

di E_E)EX+6Ey+6EZ
v ~ 9x 0Oy 0z

qui se réécrit avec les hypotheses du contexte :

diVE_<—jk )E ej[mt—(kxx+kyy+kzz)]+(_jk )E ej[oot—(kxx+kyy+kzz)]+<_jk )E ej[u)t—(kxx+kyy+kzz)]
- b% 0x y Oy z 0z
En regardant attentivement I’expression précédente, on constate que :
divE=—jk.E
Il vient immédiatement :

divB=—jk.B
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Enfin les reformulations des deux rotationnels donnent de fagcon analogue (on conseille
au lecteur de le démontrer) :

On peut maintenant réécrire les 4 équations de Maxwell avec les membres des sources,
dans le contexte de la propagation dans le vide :
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En particulier, kAE=wB met en évidence que k , E et B forment un triddre
direct.

3.2. Structure géométrique de 'onde

L'onde est représentée en figure 6.2, ci-dessous qui correspond a un cliché ou

« instantanée ». Le temps est figé, on voit sur la figure uniquement la dépendance

spatiale. Les champs électriques et magnétiques sont synchrones en ce sens qu’ils sont

maximum, nuls et minimum en méme temps. On trouve sur Internet de nombreuses

animations qui mettent en évidence la dépendance temporelle. Les champs k , E et
B forment un triédre direct selon

=

Fig. 6.2 : structure géométrique de l'onde. Ox est la direction de propagation, ici, le
champ électrique est polarisé sur Oy et le champ magnétique est sur I'axe Oz
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