Probléme 1

Solution
Premiére partie
1)a)On a:
0 0 1 1 0
1 0 . 0 1 0 .
F e AJy1p = o100 . .0 N 0 010
. 0 0
0 0 1 0 0
A0 0 1
1 X 0 . 0
_|1 01 A0 0
0 1 A 0
0 1 0

En développant par rapport & la derniére colonne, on obtient :

1 A0 0
01 X0
det(F — AJp—1,n) = (—1)" det . .
0 . 0 1 A
0 0 1

Le déterminant étant non nul, la matrice est inversible.

b) On va procéder par récurrence sur n.
Sin=2,r=0oul.
Si r = 0, toute matrice de GL2(C) convient.

Sir=1,
1
J1,2—<0

o O
N—

Posons :

<
Il
N
— O
O =
N—

[l



On a:
det(M — AJy2) = —1

donc la matrice M — AJp 2 est inversible pour tout A appartenant a C.
Faisons ’hypothése de récurrence :
Vr,eNJO<r<n-1,3M e M,_1(C),M — AJ, n_1 € GL,_1(C),YA e C

On pose alors :
, (M 0
w5 1)

([ M—=Xypoq O
- 0 1

On a donc :
det(M' — \J,.,,) = det(M — A\J,,—1)

qui est non nul pour tout A € C, par hypothése de récurrence.

¢) Soit A une matrice appartenant a M, (C) de rang r.

On désigne par f I’endomorphisme de C" de matrice A dans la base canon-
ique de C".

On va considérer f comme une application linéaire de C™ dans C" et on va
faire deux changements de base différents, suivant que C™ est considéré comme
espace de départ ou espace d’arrivée.

On désigne par F' un sous-espace vectoriel supplémentaire de Ker(f) et par
(€1,€2y .-, €ryErp1, ..., €,) une base adaptée a la décomposition en somme
directe :

C"=F @ Ker(f)

La restriction de f & F, qui est un supplémentaire de son noyau, est injective,
donc (f(€e1),..., f(e)) est une famille libre.

D’aprés le théoréme de la base incompléte, on peut la compléter en une base
de C™ :

(f(€1)7f(€2)7 ceey f(er)’nl,v s 77]n—r)

La matrice de 'application linéaire f dans les bases (€1, €2, ..., €, €pt1,--.,€n)
et



(f(el)vf(€2)7'"af(er)anl,v""nn_r) est ( IEJT 8 >

Deux matrices d’'une méme application linéaire dans des bases différentes
sont équivalentes, ce qui donne le résultat demandé.

d) Soit A € M,,(C), de rang 7,0 <r <n — 1.
D’aprés la question précédente, il existe deux matrices P et () , appartenant
a GL,(C) telles que :

A=QJ P

D’aprés la question b), il existe une matrice M’ telle que la matrice M’ —AJ,. ,,
soitinversible, pour toutA € C.

On pose alors :

M=QM'P

M — XA =QM'P - \QJ,,P

=Q(M' = \J,.,,)P

La matrice M’ — AJ,,, est inversible, pout tout A € C, les matrices P et @
sont inversibles, donc la matrice Q(M’ — A\J, )P est inversible comme
produit de matrices inversibles.

2) a) Puisqu’on est sur un espace vectoriel complexe, le polynome caractéris-
tique de A aura au moins une racine A, ce qui entraine que A — AI,, n’est pas

inversible.

b) Soit u un endomorphisme de M,,(C) vérifiant u(Gl,(C)) C GI,,(C).

Soit A une matrice non inversible de rang r < n.

D’aprés la question 1)d), il existe une matrice M € GI,(C) telle que M —
AA € GI,(C), pour tout nombre complexe A. On a :

u(M — AA) = u(M) — Mu(A)
Supposons u(A) € GI,,(C). On a alors :

u(M = XA) = (u(A)) " ((u(A)u(M) = Ay,))



ce qui entraine :
u(A)yu(M) — M, € Gl,,(C),¥y e C

ce qui est faux d’aprés la question précédente.
On en conclut :

u(A) ¢ Gln(C)
¢)Ona:
N —Mpn = Diag(A1 — A, ... A — A\ 1,000, 1)
qui n’est pas inversible si et seulement si A € {A1,..., A\ }.
Soit A € M, (C), de rang r.
D’apreés la question 1)c), il existe deux matrices inversibles P et @ telles que
A=PJ,Q

On pose :
N=PN'Q

On a :

N —AA=PN'Q—APJ,,Q

= P(N' = \,.)Q

La matrice N — AA est inversible si et seulement si la matrice N' — A\J,.,, est

inversible, c’est-a-dire si et seulement si A & {Ay,..., A\ }.

d) D’aprés la question b), N —AA ¢ GL, (C) entraine u(N —XA) ¢ GL,(C).
Donc, par linéarité de u:

Ae AL A} = u(N) — Mu(A) ¢ GL, (C)

La matrice N est inversible, il en est donc de méme de la matrice u(N).
On en déduit :

Ae{M, . ) = w(N) (L, — Mu(N)"tu(A)) ¢ GL,(C)
il en résulte :
Ae{, . ) = I — Mu(N) " u(A) ¢ GL,(C)

I, — N\i(u(N)~tu(A) ¢ GL,(C) entraine, puisque A; est non nul :



1 _
L (u(N)) M u(4) ¢ GL(C)
ce qui est équivalent & )\i valeur propre de (u(N))~tu(A).
La matrice (u(N)) 1u(A) a r valeurs propres non nulles (éventuellement
comptées avec leur multiplicités), donc :

rang((u(N)) "' u(4)) > r

La matrice (u(N))™! étant inversible, rang((u(N)) 'u(A) = rang(u(A)),
donc :

rang(u(A)) > rang(A)

e) Si la matrice A est inversible, il en est de méme de la matrice u(A), donc
A de rand nientraine u(A) de rang n.

Si A€ Ker(u),u(A) = 0p,(cy donc rang(u(A)) = 0.

On déduit alors de la question précédente que rang(A) = 0, donc que A =
OMn(C)-

Il en résulte que u est injectif, et, u étant un endomorphisme, u est bijectif.

Soit A € GL,(C). Il existe B € GL,(C),u(B) = A.

On a alors u=1(A) = B, donc u=!(4) € GL,(C).

w1 vérifie u=1(GL,(C)) C GL,(C), ce qui entraine, d’aprés la question
précédente :

VM € M, (C),rang(u=*(M)) > rang(M)
En particulier :
rang(u”™" (u(A))) > rang(u(A))
donc :
rang(A) > rang(u(A))
On a démontré I'inégalité inverse & la question précédente, donc :
VA€ M,(C),rang(A) = rang(u(A))

Deuxiéme partie

1) Soit A € M, (C), de rang r.

On désigne par al’endomorphisme de C™ de matrice A dans la base canonique
de C™.



Soit X € M, (C), on désigne par u I’endomorphisme de matrice X dans la
base canonique

de C™.
¢A(X) = OMn((C) S AX = OM”((C)
< aou=0gcn)
< Im(u) C Ker(a)
Soit (e1, €9, ...,e,—,) une base de Ker(A), complétée, par le théoréme de la
base incompléte, en une base (e1,ea,...,€n—r,...e,) de C*.La matrice de u

dans cette base est de la forme :

U1 e e Uln
Up—-11 - - « + Un—rn
0 e 0
0 o 0

Le sous-espace vectoriel {u € L(C"),a 0 u = 0rcn)} est donc isomorphe au
sous-espace

vectoriel des matrice & n — r lignes et rcolonnes qui est de dimension n(n —
r) =n%—nr.
Par ailleurs, Ker(¢a) est isomorphe a {u € L(C"),a 0u = Or(cn)}, donc :

Ker(¢pa) =n* —nr

et finalement :

rang(¢4) = nr

Pour tout X € M, (C") :

Oo0ds00(X)=00da('X)
— O(A'X)
=t (A'X)
=X'A

=Ya(X)



On en déduit :
Ya=00¢400

L’application © étant bijective :

rang(¢a) = rang(ya)

et finalement :

rang(ya) = nr
2)a) On a:

¢a(Er1) = AE1

aill . . A1n 1 0
_ as1 .. Qop 0
anp1 - - QApn 0
ail 0 0
o a21 0 0
Qan1 0



Cas général ;

AFE;; = Z Z ar B By

k=1 1=1
On vérifie par un produit matriciel que :
EwE;; = 61iE;

ol d;1 est le symbole de Kronecker, égal a 1 sil = i et & Odans le cas contraire.
Cela donne :

AE;; = Z aki E;
k=1

On en déduit que la matrice de ¢4 dans la base
(11, E12,.. . By Eory ...y Eopy ooy Enp)
est :
Diag(A,..., A)

matrice carrée d’ordre n? formée de blocs diagonaux égaux a A.
De méme, la matrice de 14 est :

Diag(*A,...," A)

Py, (X) = Det(M,2 — Diag(4,...,A))

= Det(Diag(\,, — A,..., A\, — A)
Par un calcul de déterminant par blocs, on obtient :

Py, (A) = (Det(My, — A))"

= (Pa(2)"

De méme, puisque A et *A ont le méme polynéme caractéristique :
Py, (A) = (Pa(A)"

c¢) Désignons par ® 4 la matrice de ¢ 4.
Soit P un polynéme annulateur de A.



= 0,20
puisque
P(A) = O, (0)
Par ailleurs 'endomorphisme P(¢4) a pour matrice P(®4) donc :

P(¢a) = 0rcny

On démontre de méme :

P(ia) = 0rcny

3) Supposons que la matrice A est diagonalisable et désignons par a ’endomorphisme
de C de matrice A dans la base canonique de C™.
Il existe une base B = (ey,ea,...,e,) de C" dans laquelle la matrice de a est

Dia/g()‘laA27 .- 7)\71)

Désignons par €;; I’endomorphisme de C" de matrice F;; dans la base B.
On a:

na(e;j) =aocej —e€jo0a
donc la matrice de 14 (e;;) dans la base B est :
Diag(M, A2, ..., An)Eij — EijDiag(A, A, ..., Ap)
et un calcul matriciel montre que cette matrice est égale a
(Ai = Aj) Eij
On en déduit :
na(eij) = (Ni — Aj)eij

Puisque
(E117E1,27 cee 7E11’L7E217 s 7E2n7 s 7Enn)



est une base de M,,(C),

(611,61,2, <oy €1, €215 05 €20 - - '7€nn)

est une base de L(C") et 'égalité

na(eiz) = (Ni — Aj)eij

montre que cette base est formée de vecteurs propres des ’endomorphisme

na de C™ qui est donc diagonalisable.

4) Si un endomophisme ude C™ appartient & Ker(na), on a :
aou—uoa=0rcn

autrement dit a et ucommutent, ce qui entraine que les sous-espaces propres

de a sont stables par u.

Réciproquement, supposons que u € L(C") et que tous les sous-espaces

propres de a sont stables par .

Puisque la matrice A est diagonalisable, I’espace vectoriel C™ est la somme

directe des sous-espaces propres de a.

Posons Spec(a) = {A1,...,A\p},
Soit x € C™.

=Y "r_, 2,z € E),

Puisque u(x;) € Ey,, aou(z;) =
Par ailleurs, v o a(z;) = u(a(z;)) = u(Xiz;) = Au(x;).

On en déduit que na(u)(z;) = Ocn, Vi,1 <14 < p, ce qui entraine

na(u)(z) = 0cn, Vo € C"
d’ou :

na(u) =0pcn)

On a démontré :

u € Ker(na) < Tout sous-espace propre de A est stable par u.Un élément
de Ker(na) est donc défini de maniére unique par la donnée de

p endomorphismes (u,...,up), u; € L(E),),Vi,1 <i < p.On en déduit :
Ker(na) isomorphe a ®Y_, L(E),) = ®Y_; Ker(\,, — A))

D’ou :

dim(Ker(na) = Y (dim(Ker(\, — A)))?
AeSpec(A)

10



Troisiéme partie

1) a) Les polynomes (x — A;)%et (x — A;)% n’ont aucune racine complexe en
commun, donc ils sont premiers entres eux.

Il résulte donc directement du théoréme de décomposition des noyaux :

C" = | Ker(u— \I,)%

b) Les endomorphismes u et idcn commutent, donc on peut développer

(u—Aidgn )% avec la formule du binéme de Newton. Il en résulte que

(u — Aidgn )% est unpolynome de I’endomorphisme u, donc commute avec

u.

Si deux endomorphismes commutent, le noyau de I'un est stable par I'autre,
donc
Ker((u— Aidcn)?) est stable par y,
1

2) a) On part de l’égalitém = Z (xl()\i))‘l

i=1

En multipliant les deux membres par y,(z), on obtient :

o - Nu(w)
1= ;Qz(I)T

(x i)‘]z

= Zﬂz(x)Q’L(gJ)

En passant aux polyndémes d’endomorphismes appliqués a I’endomorphisme
u, on obtient :

b) Les endomorphismes 7;(u), mx(u), Q;(u) et Qr(u) sont des polynémes
en u, donc ils commutent. On a donc :

Ejo By =mj(u)om(u) o Qj(u) o Qr(u)

11



() (x) = (@) tl2)
mj(x)m () (2 — X)W (z— A2

On suppose que j # k.

éﬂu(x))2 = pu(@)(x = Aj)¥ (x — ) 2 Hf:l,i;éj,i;ﬁk(x =A%

p
mi@)me(e) = pu(z)  J] (@ —X)®
i=1,i#j,i#k
Il en résulte :
P
E;oEy = p(u) o H (u— Ajiden)? 0 Qj(u) o Qr(u)
i=1,ij,i#k
= Orcem

puisque ft,(u) = 0r(cn)y-

¢) D’aprés la question a) :
P

Z E; = idcn

i=1
En composant les deux membres par E;, on a :

P
Ej = Z Ei o E]
i=1

et d’aprés la question précédente, tous les termes de la sommes d’indice
différent de j sont nuls, donc :

Ej o Ej = Ej
3) Soit T le polyndme défini par :

T(x) = (v — \)"Qi(x)m; ()

Puisque (x — \;)%7m;(x) = py (), le polyndéme T est un multiple de p,,, donc

12



Soit x € Im(E;).

On a donc :
(u — Niden )% (z) = T(u)(y) = Ocr
On en déduit :
Im(E;) C Ker((u — Ajidgn)%
L’égalité

p
Z E; = idcn
i=1

entraine :
p
VeeC' o= ZEl(,T)
i=1
Puisque :
On a

C" = +f:1[m(Ei)
Par ailleurs :
C" =@ Ker((u— Ndc)?)

ce qui entraine que la somme +7_, Im(E;) est directe.
On pose :

a; = dim(Im(E;)), B; = dim(Ker((u — Aidc)™)

On a :
p p
D= Bi=n
=1 i=1
D’ou :
p
Z Bi Q; = 0
i=1
et de plus :

13



Bi—a; >0
On en déduit :
Vi, 1 <i<p,a;=p;
et avec l'inclusion :
Im(E;) C Ker((u — A\jidgn)?%
on en déduit :

Im(E;) = Ker((u — Ajidgn )%

4) On pose :

p p
D =) ME;,N=> (u—\idcn) o E;
i=1 i=1

Les endomorphismes D et N sont des polynémes d’un méme endomorphisme,
donc ils commutent.

Démontrons que D est diagonalisable.

Soit € Im(Ej), z = E;(y).

On en déduit que A; est valeur propre de D et que le sous-espace propre
associé contient

Puisque C" est la sommes directe des sous-espaces vectoriels I'm(E;), il
estégalement la somme des sous-espaces propres de D qui est donc
diagonalisable.

14



P

N9 = () (u— Aiden) 0 E;)*

i=1
On va démontrer par récurrence :

p p

() (w = Nidgn) 0 E;) = " (u— Ajiden)? o E;

i=1 i=1

La propriété est vraie pour ¢ = 1.

On suppose :
P P
(Z(U - )\ﬂd(cn) o Ez)q = Z(u - )\iidcn)q 9] Ez
i=1 i=1
P P P
(Z(u — Niiden) 0 ;)9 = (Z(u — Ajtden )? Z (u — Ajiden) o Ej)
i=1 i=1 j=1

p P
= Z Z(U — )\iidcn)q ¢} Ei o (u - /\jidcn) okl

i=1 j=1

Tous les endomorphismes qui interviennent sont des polynémes de I’endomorphisme
u, donc ils commutent. On a donc :

P

p P
(Z(u—)\zd(cn )o E;)7H = ZZ u — Niden )" o E; o B

i=1 =1 j=1
P
E u — Niden )? Lo E;

('LL — )\iid@n)q (e} E'L = (U - )\iid([:n)q o} 7T»L(’LL) o Q,L(U)

(2 — \) o milx) 0 Qula) = (& — A»qmazm

Si g > ¢;, le polyndme (z — \;) om;(z) 0 Q;(z) est un multiple de p,, donc est
un polynoéme annulareur de u.
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Max

Donc si g > 1<i<pd’>Ona:

Vi, 1 <i<p,(u—N\idcn)? = OL((Cn)
ce qui entraine :
N9 =0p(cny

On a enfin :

p p
D+N=> MNE+» (u—\iden) o E;

i=1 i=1

p
= g uoFE;
i=1

Il reste & démontrer 'unicité :

Supposons qu’il existe deux couples (D, N) et (Dy, Ny) vérifiant les condi-
tions précédentes.

On a:

’LL:D+N:D1+N1

D—-Dy=N;—N
Par ailleurs :

D10UZD10D1+D10N1
:D10D1—|—N10D1

=Diou

Donc D commute avec u et, avec la méme démonstration, il en est de méme
de N 1-

Cela entraine que D; et N7 commutent avec D et N, qui sont des polynémes
en u.

D, et D sont des endomorphismes diagonalisables qui commutent, donc ils sont
simultanément diagonalisables, ce qui entraine que D— D est diagonalisable.

16



Puisque N et Nj sont nilpotents et commutent, Ny — N est nilpotent.

On en déduit que N7 — N est nul, puisqu’il est & la fois diagonalisable et
nilpotent.

Cela entraine :

puis :

ce qui démontre 'unicité.

Quatriéme partie

1) On déduit du petit théoréme de Jordan qu’il existe une matrice diagonal-
isable D et une matrice nilpotente N qui commutent, telles que A = D + N.

D’aprés la définition de D dans la partie précédente, A et D ont le méme
spectre.

Soit A € Spec(A) et X € C™ tel que AX = A\X.

On a, par une récurrence immédiate :

AFX = \FX
Par hypotheése,
Lim k
k — 40 o
donc :
Lim X — X
k — 400
cela entraine :
Lim Y - X
k — 400

puisque X est un vecteur propre, il est non nul, donc :
Lim kL
k— 400"
Si |A] > 1, k!fimp\ﬂ = +oo et si Al <1, k*ﬁmwk =0.
Cela entraine |A\| = 1, donc A = e? .
D’aprés le résultat admis, A = 1.
La matrice D est diagonalisable et admet 1 pour seule valeur propre, donc
D=1,.
On en déduit :

A=1I,+N

17



Désignons par s 'indice de nilpotence de N, c’est-a-dire :

N* = 0pr,(c)s N°71 # O, ()

Avec la formule du binéme de Newton, on obtient :

AF = (I, + N)*

j=1
Sik>s:
Ab =1 +Zl< k)NJ
=1, 2 i
On a donc :
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