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Corrections TD M25S4 : Autour de la réduite de Jordan

Exercice 1.

Nous avons le polynéme minimal de M donc ses valeurs propres sont 2 et 3. De plus M n’est pas
diagonalisale car son polynéme minimal admet une racine double. 2 est de multiplicité 1 dans p4 donc
I’ordre du plus grand bloc de Jordan associé a la valeur propre 2 est 1, de méme 'ordre du plus grand
bloc de Jordan associé & la valeur propre 3 est 2 ainsi une réduite de Jordan a 'ordre prés des facteurs
est :
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Exercice 2.

1. Commencons par calculer le polynome caractéristique de A :

A+2 3 4
Xa(A) =det(Mz— A)=A= 1 A 0
-2 =2 A-3

En développant par rapport & la troisiéme colonne, nous obtenons :

xa() =4 (_12 _g) +(A-3) (ATQ i)

XA(A) =4(=24+2\) + (A =3)[A(A+2) — 3]
Xa() =8 = 1) + (A= 3)(A— )(A+3)

XA =A=1)B+A -9 =A-1)>*A+1)

2. Le polynome minimal de A a les mémes racines que le polynome caractéristique et il divise le
polynome caractéristique : soit (A —1)(A+1) et (A —1)?(A41), en calculant (A —I)(A41) # 0
nous en déduisons que g4 = xA-

3. Ansi une réduite de Jordan (& l'ordre prés des facteurs) est puisque nous avons 1 comme valeur
propre racine de multiplicité 2 dans x4 d’ou le premier sous bloc de Jordan et —1 racine de
multiplicité 1 de x4 :
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Exercice 3.

1. Les matrices A et B étant semblables elles ont le méme polynéme caractéristique : donc 2 est la
seule valeur propre de A.

2. La matrice B n’est pas diagonalisable puisque B représente déja la réduite de Jordan de B, comme
A et B sont semblables nous en déduisons que A n’est pas diagonalisable.

3. La dimension de Ker(A —2I) est donnée par le nombre de blocs de Jordan associé & 2 : & savoir
ici deux blocs de Jordan. Nous pouvons aussi justifier ce résultat en caculant

01 00O
00100
B=10 0 0 0 0
00001
0 00 0O

cette matrice est de rang 3 donc d’aprés le théoréme du rang nous retrouvons le fait que
dim(Ker(A—21)) =2

4. L’ordre du plus grand bloc de Jordan associé & la matrice B est 3 : par conséquent la multiplicité
de 2 en tant que racine du polynéme caractéristique est 3, ainsi comme 2 est 'unique valeur
propre nous avons 4 (X) = (X — 2)3.

Exercice 4.
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Le polynome caractéristique de A est x4(X) = (X — 1)4, le polynéme minimal a les mémes racines
que le polynome caractéristique et le divise donc : soit pg = (X — 1) ce qui impliquerait A = I car pug
est un polynome annulateur donc cas exclu, soit pa = (X — 1)% ou (X — 1)3 ou (X —1)*. Caculons a
cet effet :

01 a g
000 1
A_I_oooo
00 0 0
00 0 1
2 (0000
(4 I)_oooo
000 0
(A-IP=0

, par conséquent le polynéme minimal étant un polynéme annulateur nous en déduisons que pg =
(X — 1)3, la seule valeur propre est donc 1 et le plus grand bloc de Jordan est de taille 3 car 'ordre de
multiplicité de 1 dans p4, ainsi une réduite de Jordan & I'ordre prés des facteurs est :



M254

o O O -
S — - O

— - O O



