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Ce cours est dispensé a 'INSA-Toulouse pour la Formation Continue DUT+3. Nous remercions aimablerr
Mme Sandrine Scott pour ces exercices bilan.
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A section grain suivant »

Définition 1.1
Intervalle de R On appelle intervalldorné fermé ddR ou segmende R 'ensemble
[a,b] = {xe Rla<x<b}.
notion clé :
Intervalle, segment On distingue dans R plusieurs types d’intervalles :
i) Intervalle ouvert borné :
Ja,b[={xe Rla<x<b}acRetbeR.
ii) Intervalle ouvert non borné :
] —o0,a={xe R|x<a}lac Roua= +oc.
Ja,+o[={xe R|x>a}lac Roua= —oc.
iii) Intervalle fermé non borné :
] —0,8 ={xeR|x<a}acR.
[a +oo[={xeR|x>a}acR.
iv) Intervalle semi-ouvert borné :
[abj={xe R|x<a<b}acRetbeR.
Ja,b] ={xe R|x<a<b}acRetbeR.
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A section <« grain précédent

Voisinage dexp Exemples
exemple A.1.1

notion clé :

Voisinage Définition 1.2

i) Xpestun réel.
On dit que \(Xp), sous-ensemble d®, est un voisinage dey’il existe un inter-
valle]a, b[ tel Xy €]a, b[ et]a, b[C V(xp).
Dans la pratique, on prendra : o) =|Xo — a, X0 + «f, a > 0.

i) Xo = +o0.
On dit que (+oc0), sous-ensemble dB, est un voisinage de-oco s'il existe
a € Rtel]a, +o00[C V(+00).
Dans la pratique, on prendra : 4-00) =]a, +o0.

i) Xp = —o0.
On dit que \(—oc0), sous-ensemble dB, est un voisinage de-co S'il existe
ac Rtel] —oo,a/C V(—o0).
Dans la pratique, on prendra : /-00) =] — o0, .
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A chapitre <« section précédente
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1.2 Geénéralités sur les fonctions
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A section grain suivant »

Définition Exemples
exemple A.1.2
exemple A.1.3

notion clé :

Fonction Définition 1.3

On appelle fonctioméelle de la variable réelle toute relation qui & une valeur réelle
X, appelée variable, associe au plus un réel y appelé image.

On désigne la fonction par une lettred, h, ....
Le sous-ensemble D des réels pour lequel! §(x) existe s’appelle le domaine de
définition de f.
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A section <« grain précédent grain suivant »

Graphe def Exercices
exercice B.1.1

notion clé :
Graphe
Définition 1.4
Le graphe de f est 'ensemble des points M de coordonpeg&)) dans un repere
donné que I'on aura choisi, sauf avis contraire, orthonormé.
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A section <« grain précédent grain suivant »

Fonction monotone Exemples
exemple A.1.4

notion clé :

Monotone Définition 1.5

i) f définie sur D est monotone croissante sur D si :

V(x,X) e D, (x>X =f(x)>f(X)).

i) f définie sur D est monotone strictement croissante sur D si :
V(x,X) €D, (x>X = f(x)>f(X)).

iii) f définie sur D est monotone décroissante sur D si :
V(x,X) eD, (x<X = f(x)>f(X)).

iv) f définie sur D est monotone strictement décroissante sur D si :

V(x,X) e D, (x<X = f(x)>f(X)).

Sommaire Entrées canoniques 21 Documents Exemples
Exercices



A section <« grain précédent grain suivant »

Fonction majorée- Exemples
minorée-bornée exemple A.1.5
exemple A.1.6
notion clé :
Majorée, minorée, Définition 1.6
bornée f estmajoréesurD<= (JAc R|Vxe D, f(x) <A).

(

f estminoréesurD<= (FA€ R|Vxe D, f(x) > A).

festborneesurD<:> (3(A,B) e R?|Vxe D, A<f(x) <
(3CeR|VxeD f(x)] <C).

Remarque 1.1
f est dite positive sur D si¥x € D, f(x) > 0.
f est dite négative sur D sivx € D, f(x) < 0.
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A section <« grain précédent grain suivant »

Fonction paire, fonction Exemples Exercices

impaire exemple A.1.7 exercice B.1.2

notion clé : Définition 1.7

Parité Soit f définie sur D tel que O soit centre de symétrie pour D. Alors

f paire <= (VxeD, f(—x) =f(x)).
f impaire < (Vxe D, f(—x) = —f(x)).

Remarque 1.2
Le graphe d’'une fonction paire admet I'axe des ordonnées comme axe de symétri
Le graphe d’'une fonction impaire admet I'origine du repére comme centre de symé
trie.
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A section <« grain précédent grain suivant »

Fonction périodique Exemples Exercices
exemple A.1.8 exercice B.1.3

notion clé :

Périodicité Définition 1.8

f est dite périodique s'il existe € R tel que
eR, f(x+T)="f(x).

On appelle période le plus petit ¥ 0.
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A section <« grain précédent

Opérations sur les Exercices

fonctions exercice B.1.4

notion clé : Propriétés 1.1

Composition Soient f et g deux fonctions définies sur D, 3oé R :

Remarque 1.3
L’ensemble des fonctions définies sur D forme un espace vectoriBl.sur

Propriétés 1.2
Si f est définie sur D et si g est définie surtél que f(D) c D’ alors

s=gof < (WeD, s(x) =g(f(x))).
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A chapitre <« section précédente section suivante »

1.3 Limite

1.3.1 Positionduprobleme . . . . ... 27
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A section grain suivant »

Position du probléeme  Exemples

exemple A.1.9
notion clé X est un réel outoco.
Limite
On cherchera la limit¢ d’une fonction au poinkg quand on voudra étudier le
comportement de la fonction &UXp) (X # Xo)-
C’est une étude locale.
C’est un probléme que I'on posera souvent quiiedt définie dans u¥ (xg) sauf
peut-étre erxg.
On n'aura pas toujours une limite:— sin(X) n'a pas de limite exy = +oc.
Siily a une limite/ alors/ sera soit un nombre réel, sdito.
On dira que ldimite est finiesi ¢ est un réel.
On dira que ldimite est infiniesi ¢/ est égale & oo ou —oo.
On notera = lim f(x) ouf(x) — ¢oulimf = /.
X—Xo X—Xo Xo
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A section <« grain précédent grain suivant »

Définition 1.9 (Limite de f quand x — Xy € R)

Limite de f en un point i) )}ir%f(x) =ackR

= <v<€ >0, da > 0,VX e V(x)—{X}, (X=X <a=|f(X)—al < s)).
notion clé : i) lim f(x) = +o0
Limite en un point =

<:><VA>O,E|a>O,Ver(xo)—{xo}, (|x—xo|<oz:|f(x)—a|>A)>.
iii) hmf():—oo

<VA >0, 3a > 0,¥x € V(xo)—{xo}, (Ix—xo| <a= [f(x)—a| < —A)).
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Définition 1.10 (Limite de f quand x — 400)

Limite de f en l'infini ) thJP f(x) =a€eR

= (Vg >0,3a >0, VX e V(+o00), (Xx>A=|f(x)—al < 5)).
notion clé : i) lim f(x)=+o0

Limite en infini Xmreo
— (VA> 0,38 >0, ¥xe V(+0), (x>B=f(x)> A)).

iif) hm f( ) = —00

— (VA>0, 3B > 0, Vx € V(+00), (x>B:>f(x)<—A)>.
iv) Xlir_n f(x)y=a€R

= <V5>O, JA > 0, VX € V(—o0), (x<—A:>|f(x)—a|<e)>.
V) XliI_n f(X) = +o00

= <VA>0, IB > 0, ¥x € V(—o0), (x<—B:>f(x)>A)>.

Vi) Xlir_n f(X) = —o0

= (YA>0,38>0, vxeV(-x), (x<-B=f()<-A)).

Sommaire Entrées canoniques 29 Documents Exemples
Exercices



A section <« grain précédent grain suivant »

Limite a droite, limite & Exemples

gauche exemple A.1.10
exemple A.1.11
exemple A.1.12

notion clé :

Limite a droite, a gaucheso'txo €R.

X — X5 <= (X — Xo €tX > Xg) .

X — Xy <= (X — Xp etx < Xp).
Définition 1.11

f a une limite finie a droite enpssida’ € R| lim f(x) = a.

X—xg
f a une limite finie a gauche ep 8sida’ € R| lim f(x) = a&”".
X=Xy
f a une limite infinie a droite engpssi lim f(X) = +oo ou lim f(X) = —oco.
X—xd x—xd
f a une limite infinie & gauche e %si lim f(x) = +oc0 ou lim f(X) = —oc.
X—>Xa X—>X8

Théoréeme 1.1

lim f(x) =a lim f(x) = lim f(x) =a
Jim f(x) = a < <in% (X) Jm (X) )
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f, g eth sont des fonctions définies &fa) sauf peut-étre au poiwat

Opérations sur les s
Propriétes 1.3

limites _ a
1) Addition.
notion clé : <li£nf € Ret ligng € R> — lign(f +90) = li;nf 4F ligng
Opérations sue les limites <li£nf = +ocetlimg e R) _ lign(f +g) = 1i£nf
<li£nf = 400 et ligng = —|—oo) — hgn(f +0) = +o©
<li£nf = —oo et ligng = —oo) — lign(f +0) = —o0.
(liénf = +o0 et ligng = —oo) = lign(f +g) =777.
Formes indéterminéeslignf = +00 etligng = —o0.
>>>
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i) Multiplication.

(1imf eRetlimgeR> — lim(f g) = limf x limg
(hmf—iooethmgeR ) — lim(f x g) = limf.
(hmf = +ooetlimg € R*) — lim(f x g) = — limf
(hmf = +oo et hmg —I—OO) — lign(f X @) = +oo0.
(1 = —oo et hmg——oo) = lign(f X @) = +00
<11mf = +oo et hmg— —oo> = lign(f X g) = —00.
(hmf = +o0 et limg = o) — lim(f x g) =777

Formes indéterminéesli:énf = to00 etli?g =0.

lii) Multiplication par un scalaire.
SoitA € R*,

liénfER

<limf:iooet)\>0> —  (lim M) = limf.
a a a

<limf:iooet)\<0) —  (lim ) = — limf.
a a a

— lim A f = \limf.
a a

iv) Inverse.
On suppose que ¢ f (V(0)).
<4<« >>>
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limf =be R* — lim}:}.
a af b
limf = +o0 — lim}:O.
a a f
<liénf = 0etvx e V(a), f(x) > 0) — (hén ;—L) = +00
(li;nf =0etVx e V(a), f(x) < 0) = (lign ;—L) = —00
Propriétés 1.4 (Comparaison)
i) Sivx e V(xg) — {Xo}, f(x) < g(x) alors :
)}Ln)}of(x) =+o0 = Xh_)n)go g(x) = +o0.
lim g(X) = —c0o = lim f(X) = —oc0.

X—Xo X—Xo
ii) Sivx e V(xg) — {Xo}, f(x) < g(x) < h(x)alors:

)}Lrgof(x) = )}LIIXIC) h(xX) =b= Xlg])r(lo g(x) = b.
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A chapitre
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section suivante »

1.4 Continuité

1.4.1 Continuité enun point. . . . . . . . . . e 35
1.4.2 Continuité surunintervalle . . . . . . . . . . . . . e 36
1.4.3 Opérations sur les fonctionscontinues . . . . . . . . . . . . .. . .. . e 38
1.4.4 Maximum-Minimum . . . . . . . . e e 39
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Continuité en un point  Exemples
exemple A.1.13
exemple A.1.14

notion clé :
Continuité en un point
Définition 1.12 (Continuité)

f est continue en a& R si f a une limite finie en a égale gd) c’est-a-dire :
)l(inéf(x) =f(a).

Définition 1.13 (Continuité a droite)

f est continue a droite ena R si lim+f(x) =f(a).
X—a

Définition 1.14 (Continuité a gauche)

f est continue a gauche en@R si lim f(x) =f(a).
X—a~

Sommaire Entrées canoniques 35 Documents Exemples
Exercices



A section <« grain précédent grain suivant »

Continuité sur un Exemples

intervalle

exemple A.1.15

notion clé : Définition 1.15
Continuité sur un f est continue sur un intervalle | si f est continue en tout point de |.
intervalle
Remarque 1.4 f continue suiffa, b] signifie que f est continue en tout point]deb| et
gue f est continue a droite au point a et a gauche au point b.
Soitf continue sura, b]. PosonA = (a,f(a)) etB = (b, f(b)) alors on “trace la
courbe représentahtsur[a, b] en allant deA aB sans lever le crayon”.
>> >
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f n'est pas continue au point

" S eI &, 24 3] : f est continue par morceau garb.

f n’est pas continue sya, b).
<<« >> >
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Propriétés 1.5
Opérations sur les i) Sif etg sontcontinues au point a, il en est de méme de :

: : f.
fonctions continues frg M, fxg, g sig(a) # 0.

i) Sif estcontinue au point a et si g est continue au poiatta) alors go f est

notion clé : . .
continue au point a.

Opérations sur les
fonctions continues

444«
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Maximum-Minimum Exemples
exemple A.1.16
exemple A.1.17

notion clé :
Maximum-Minimum Théoréme 1.2

Toute fonction continue suia, b] admet un maximum M et un minimum m, c’est-a-
dire il existe g € [a,b] et ¢ € [a, b tel que M= f(c1) et m= f(cy).
De plus, {[a, b]) = [m, M].

Remarque 1.5 On remarquera que l'intervalle est fermé et borngetc ne sont pas
nécessairement uniques.
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1.5 Fonction différentiable ou dérivable

1.5.1 Définition dunombredérivée. . . . . . . ... ... .. e A
1.5.2  Approximation au voisinage d’'un point d’'une fonction dérivable en ce point, par une fonction

affine . . . L e 42
1.5.3 Différentielleenunpoint . . . . . . ... 44
1.5.4 Opérationssurlesdérivées. . . . . . . . . . . . e 46
1.5.5 Fonction dérivable sur un intervalle, Fonction de classe unintervalle. . . . . . . . . .. a7
1.5.6 Tableaudesdérivées . . . . . . . . . . 48
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Définition du nombre  Exemples

dérivée exemple A.1.18
notion clé : Définition 1.16
Dérivee Soit f une fonction définie dans un voisinage gle x

On posery, (h) = [Ceth (o)
Tx, €st la fonction taux d’accroissement de f au poigt x

Si 7y, a une limite finie ¢ quand k- 0, on dit que f est déerivable au poing et ¢
s'appelle le nombre dérivée au point et on note c= f/(xg).
f(xo +h) —f(xo)

h
f est dérivable a droite au poingx <= o +h — o) —C

—c = f'(xg).

f est dérivable au pointgx h—0

I
ax
S~
&
=

h h—0+
: . . f h) —f
f est dérivable a gauche au poirg x<=- o+ r)] (o) h—0>_c = fé(xo)
f est dérivable au pointgx — fg(xo0) = f3(xo)
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Approximation au Exemples
voisinage d’'un point exemple A.1.19
d’une fonction
dérivable en ce point, La définition de la dérivée au poirg est équivalente :
par une fonction affine

f(x0 + h) = f(xo) + ' (Xo)h -+ he(h) ol lim &(h) = O.

—

notion clé : En posank = xp + h,on a:
Tangente a une courbe . -
F(X) = F(x0) + f'(x0) (x = X0) + (x — Xo)e(x — Xo) OU lim £(x — o) = O.

La droite d’équatiory = f (xg) + f/(x0) (X — Xp) est une approximation locale &g
def. Doncf est approchée par cette fonction affine au voisinage de

Cette droite est tangente a la coutiheru point de coordonné¢z, f (xg)) .

>>>
Sommaire Entrées canoniques 42 Documents Exemples
Exercices




a

Tangente a la courl@ au point de coordonné¢s, f(a)).
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Différentielle en un Exemples
point exemple A.1.20
Quand on fait subir une variationxcautour dexg c’est-a-direxg subit une variation
notion clé : deh alorsf (xp) subit une variation d&(xp + h) — f(Xp).
Différentielle On prend comme approximation de cette variafigrg)h pour touth petit (c’est ce

gue 'on fait souvent en physique).
On a négligé le terme en(voir 1.5.2).
On notedx(h) = h, par suitedfy, = f'(xp)dx: c’est la différentielle dé enxo.
On fait ceci pour touky € | ouf est dérivable et on écrit

df = f'(x)dx

Interprétation graphique

> > >
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f(xo+h) —f(xg) = HM
dfy, (h) = HP
HM —HP =PM = he(h)
x_0 x=x_0th
<<«
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Propriétés 1.6

Opeérations sur les Soient f et g deux fonctions dérivables au poineiksoith € R. Alors :
dérivees i) f 4 g estdérivable au pointx (f +g) =f' +¢.

i) \f est dérivable au pointgc (Af)" = Af’.

ii) f x g estdérivable au poinix (f x g) =f' xg+f x g.

notion clé : Cf . _ _ £\ f'g—fg
dérivées
Propriétés 1.7
Si f est dérivable au pointgxet si g est dérivable au point(£g). Alors, on a :
(gof) (x0) = g (f(x)) x f'(x0)-
Sommaire Entrées canoniques 46 Documents Exemples

Exercices



A section <« grain précédent grain suivant »

Fonction dérivable sur Exemples
un intervalle, Fonction exemple A.1.21
de classen sur un
intervalle Définition 1.17

f est dérivable sur | sif est dérivable en tout point de I.

notion clé : : L .
Classel" f est de class€" sur | si f admet n dérivées successives sur | et de plisebt
continue sur I.
f est de class@€* sur | sif est indéfiniment dérivable sur I.
Remarque 1.6 Toute fonction dérivable en un point est continue en ce point.
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Tableau des dérivées  Exercices
exercice B.1.5

exercice B.1.6
exercice B.1.7
exercice B.1.8
exercice B.1.9
exercice B.1.10

notion clé :
Tableau des dérivées

On dérive par rapport a la variabtaéelle.
u etv désignent des fonctions dealérivables sur un intervalle.

- : L . du dv
U’ etV désignent les fonctions dérivées respectivés= dx etv = ax
a désigne une constante réelle.
>> >
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(In(x)' =
)

(Arctan(x)) = —

444«

(Arcsin(x))’ = —X

(Argth (%))’ = 15

(th(x))' =1 —th3(x) =

(uv) =u'v+uv
u=cte=u =0
(cos(x))" = —sin(x)

(sh(x))" = ch(x)

(Arccos(x))’ = — 11_ >
(Argsh(x))" = \/ﬁ
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1.6 Théoreme de Rolle, théoreme des accroissements
finis
Théoreme 1.3 (Rolle)
f continue suifa, b]

f dérivable suja,b| » = 3c€la b[|f'(c) =0.
f(a) = f(b) }

f(a=f(b)

f/(Cl) = f/(Cz) =0.
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Remarque 1.7 Si f désigne un mouvement rectiligne, le théoreme signifie que si f est continue et dérivable er
le temps a et le temps b (b a) et si on se situe au méme lieu au temps a et au temps b alors & un moment dor

a un instant ¢ (a< ¢ < b) du parcours, la vitesse est nulle.

Théoréme 1.4 (Accroissements finies)

{ darvablo sy = 3¢ €.l 1(6) = (@) = ¥} (0~ )

f(b)

(@

Remarque 1.8 Sif désigne un mouvement rectiligne, le théoreme signifie que si f est continue et dérivable er
le temps a et le temps b (b a =) alors il existe un instant ¢ (& ¢ < b) du parcours ou la vitesse instantanée

est égale a la vitesse moyenne entre a et b.
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1.7 Etude d’'une fonction

On détermine :
i) D domaine de définition de la fonction.

i) D’ domaine de continuité de la fonction.
iil) Les propriétés particulieres de la fonction (paire, impaire, périodique).
iv) D” domaine de définition de la dérivée.

On étudie les variations desur les intervalle$ de continuité dé :
i) sif’ > 0 surl alorsf est strictement croissante dur

i) sif’ < Osurl alorsf est strictement décroissante $ur
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Si la dérivée s’annule en un poixgintérieur a I'intervalld en changeant de signe aléradmet un extremum
local en ce point.

Quandf’(xp) = 0, la tangente a la courbe au pofrg, f (xg)) est horizontale.
Quandrxo(h)m + o0, la tangente au poiriko, f (X)) est verticale.

On recherche ensduite les asymptotes a la courbe v@)ir
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chapitre suivant »

2 Fonctions usuelles

2.1 Fonctions réciproques des fonctions circulaires . . . . . . . .. .. ... ... ... 55
2.2 Fonction logarithme, exponentielle etpuissance. . . . . . . . . .. . .. ... ... ... 63
2.3 Fonctions hyperboliques . . . . . . . . . . . . .. ... e X2
2.4 Fonctions réciproques de fonctions hyperboliques. . . . . . . ... ... ... ... ... 80
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2.1 Fonctions réciproques des fonctions circulaires

2.1.1  ThEOreme. . . . . . . 56
2.1.2  Fonction ArCSiNUS . . . . . . . . . e 57
2.1.3  FONCtioN ArCCOS . . . . . . . o e 59
2.1.4 Fonction Arctan . . . . . . . . 6l
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Théoreme Exemples
exemple A.2.1

notion clé : Théoréme 2.1
Reciprogue Toute fonction f continue et strictement croissante sur un intervalle | admet une
fonction g continue et strictement croissante s f

Toute fonction f continue et strictement décroissante sur un intervalle | admet un
fonction g continue et strictement décroissante guy.f

On dit que g est la fonction réciproque de f.

La courbeCs est symetrique déy par rapport a la droite d’équation y= x.
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Fonction Arcsinus

Exercices
exercice B.2.1
exercice B.2.2

notion clé :
Arcsin o
Définition 2.1
Soit f la restriction de la fonctiosin a l'intervalle | = [, 5].
SoitJ=f(l) = [-1,1].
On a : f continue et strictement croissante sur un intervalle 1.
Alors f admet une fonction g réciproque continue et strictement croissante sur J.
On appelle g Arcsinus et on note-gArcsin.
o . - T
y = Arcsin(x) <= (x = sin(y) etye [7, E])
vx €] — 1,1, (Arcsin(x)) = —~—.
€l -1,1f, (Arcsin(x)) = —1=
Arcsin est de class€> sur] — 1, 1] et de class€® sur[-1, 1].
Arcsin est impaire.
>> >
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Arcsin

—0.5 4

—1.5+

Arcsin(0) = 0, Arcsin% =, Arcsin@ =7 Arcsin§ = %, Arcsin(l) = 3.

444«
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Fonction Arccos

Exercices
exercice B.2.3

notion clé :
Arccos Définition 2.2
Soit f la restriction de la fonctionos a l'intervalle | = [0, r].
SoitJ=f(l) = [-1,1].
On a: f continue et strictement décroissante sur un intervalle 1.
Alors f admet une fonction g réciproque continue et strictement décroissante sur .
On appelle g Arccosinus et on note=gArccos.
y = Arccos(x) <= (x = cos(y) etye [0, 7])
vx €] — 1,1, (Arccos(x)) = ——~—.
1-x2
Arccos est de classé> sur] — 1, 1] et de class€® sur[—1, 1].
> > >
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Arccos(1) =0, Arccos\zf =z, Arccos\zf oS Arccos% = %, Arccos(0) = 7.
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Fonction Arctan

Exercices
exercice B.2.4
exercice B.2.5

notion clé :
Arctan I
Définition 2.3
Soit f la restriction de la fonctionan a l'intervalle | =] =7, 7.
SoitJ=f(l) = R.
On a : f continue et strictement croissante sur un intervalle 1.
Alors f admet une fonction g réciproque continue et strictement croissante sur J.
On appelle g Arctangente et on note-gArctan.
-7 T
y = Arctan(x) < (x = tan(y) et ye]T, E[)
1
Vx€e R, (Arctan(x))’ = =.
Arctan est de classé sur R.
Arctan est impaire.
>> >
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Arctan(0) = 0, Arctani3 =z, Arctany/3 = 3, Arctan1= 7

444«

tan

Arctan

—2

—a-

Ve 4
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2.2 Fonction logarithme, exponentielle et puissance

2.2.1 Fonctionlogarithme . . . . . . . . . . 64
2.2.2 Fonctionexponentielle . . . . . . . .. 66
2.2.3 FONCHON PUISSANCE . . . . . . o o o e e e e e e e e e e e e e e e 69
2.2.4  Comparaisons fonctions logarithme, puissance et exponentielle. . . . . . .. ... ... 70
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Fonction logarithme Exercices
exercice B.2.6

exercice B.2.7
notion clé : exercice B.2.8

Ln

Définition 2.4
La fonction x:— 1 continue sulR*. admet une primitive sUR’_ (voir cours sur
les primitives).

La primitive qui s’annule pour x= 1 s’appelle la fonction logarithme.

on la note : x— InX.

Propriétés 2.1
i) f : x— Inx est définie et de classe® surR’, .
i) sia>0etb> 0Oalors:In(ab) =Ina+ Inb.
En conséquendea = —Ina
iii) In est une fonction strictement croissante non majorée.

lim InX=+o00, lim InX= —o0.
X—+00 x—0t
>>>
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iv) In1 = Oet il existe un seul réel c Otel quelnc = 1.
Ce réel ¢ s’appell@ : e ~ 2.718par défaut 2103 pres.
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24
1.84
1.6
1.4+
1.2

0.8+
0.6 4
0.4+
0.2

—0.2
—0.4
—0.6 o
—0.8

—1.2
—1.4
—1.6
—1.8
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Fonction exponentielle Exercices
exercice B.2.9

exercice B.2.10
exercice B.2.11

notion clé :
Exp
Définition 2.5
y — X = Iny est continue et strictement croissante suf IR” , elle admet donc
une fonction réciproque que I'on appelle exponentielle définie surR.
exp : X — expX = €%,
Propriétés 2.2
f . x — e*estde class€> surR.
f/(x) = eX.
f est strictement croissante s et non majorée.
lim e* = +o0, lim e*=0.
X——+00 X——00
vxe R, eX>0, V(ab)ec R? e3P —edP
>> >
Sommaire Entrées canoniques 66 Documents Exemples

Exercices



) el=1

i) ex= 2.

i) Vx € R, In(e*) =x.

iv) Vx> 0, e"® = x.

444«
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Remarque 2.1 f(x) = u(x)"®) = eV k),

Chaque fois que I'on étudiera une fonction qui aura la variable dans I'exposant, or
la mettra sous la forme d’'une exponentielle.
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A section <« grain précédent grain suivant »

Propriétés 2.3

Fonction puissance Soit ac R, la fonction x : — x2 est définie pour x 0 par
Xa _ ealnX

notion clé :

Puissance C’est la fonction puissance.

Les regles d’opérations sur les fonctions puissances marchent.
Y(a,b) € R?, Vx> 0,

i) x@ = ealnx

i) x3HD — xax®,

i) X0 = (x@)° = (x0)°.
iv) X3 = (xy)°.

ATTENTION : Ces regles ne marchent quelque saiéel que sk > 0.
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A section <« grain précédent

Comparaisons fonctions Exemples Documents
logarithme, puissance etexemple A.2.2 document C.1.1
exponentielle exemple A.2.3

: - Propriétés 2.4
notion clg : . i) au V(+o0)
Comparaison fonction a) lim InX=+4o00, Va>0, lim x*= oo, lim e” = +o0.

X——+00 X——+00 X——+00

1 1 eX
O Hm eE @ Wes0 lm e — @ Fm o — e
X—+o00 X X——+00 X% X—+00 X%
. (mx)? e
Me=0P=0, lm So==0 [l o=

Conséquence :
Va > 0, AV(+00), VX € V(+o0), 1<Ilnx<x*<eX
V(a>0,3>0,v>0),3V(+c0), ¥Xx€V(+0), 1< (Inx)*<x <e™

1
V(a>0,8>0),IV(+0), ¥xe V(+o0), e X< =

i) auVv(0™)
a) lim InXx= —o0, Va >0, lim x*=0.
x—0F X—0+
b) lim XxInx=0", Va >0, lim X*Inx=0"
x—0F x—0F
>>>
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V(a>0, >0, x¥nx?=0".

Conséquence :
1
Va >0, 3V(0"), Vxe V(0T), 1< |lnx < —.
Xa

Pour démontrer, on utilise les résultats\4u-oo) en posant = £.

Ces résultats seront utilisés dans le calcul de limite et dans les intégrales géneére
sees.
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A chapitre <« section précédente section suivante »

2.3 Fonctions hyperboligues

2.3.1 Fonction sinus hyperbolique . . . . . . ... ... ... ... ... ... ........ 13
2.3.2 Fonction cosinus hyperbolique. . . . . . . . . . .. e 75
2.3.3 Fonction tangente hyperbolique . . . . . . . . . . . ... .. . 77
2.3.4 Formules hyperboliques. . . . . . . . . . . 79
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A section grain suivant »

Définition 2.6 On pose

Fonction sinus
hyperbolique

eX—e X
sh : x— ———— =shx

notion clé :
Sh

Propriétés 2.5
i) sh est une fonction impairesh(—x) = —sh(x).

i) sh est de classé* surR.

eX+e X
¥xe R, sh'(x) = +T

sh’(x) > 0 pour tout x réel.

lii) sh est une fonction croissante sk qui s’annule si et seulement six0.

> > >
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A section <« grain précédent grain suivant »

Fonction cosinus Documents
hyperbolique document C.1.2

Définition 2.7 On pose

notion clé :
e*+e ¥
Ch ch : x—>+T:chx:sh’(x).
Propriétés 2.6
i) ch est une fonction pairech(—x) = ch(x).
i) ch estde classé€ surR.
eX—e X
vxe R, ch'(x)= ——= shx.
ch’(x) > 0 pour tout x réel positif ou nul.
ch’x=0 <= x=0.
ch est une fonction strictement croissante Bur et strictement décroissante sur
R_.
> > >
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i) o) Vx € R, chx > shx carchx —shx=e* > 0.

ee) ¥x € R, ch® — sh® = 1.
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A section <« grain précédent grain suivant »

Définition 2.8 On pose

Fonction tangente
hyperbolique

shx
th : x — —.
chx

. eX—e X eX_1 1-e X
On a aussi thx = =

eXfe X eX+1 1+e X

notion clé : _
Th Propriétés 2.7
i) th est une fonction impaireth (—x) = —th (x).
i) th estde classé> surR.
/ 1L 2
ch“x
th’(x) > O pour tout x réel.
lii) th est une fonction strictement croissante et s’annule si et seulement si
x=0.
iv) lim thx=1, lim thx= -1
X——+400 X——00
>>>
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A section <« grain précédent

Formules hyperboliques Exercices
exercice B.2.12

exercice B.2.13

notion clé :

Formules hyperboliques o
Propriétés 2.8

V(a,b) € R?,

ch?a—sh?a=1.
ch(a =+ b) = chachb + shashb.

sh(a+ b) = shachb + chashb.

tha+ thb
th(@a+b) = —Samp:

ch(2a) = ch?a + sh?a = 2ch?a— 1 = 2sh?a+ 1.
sh(2a) = 2shacha.

2tha

) =
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A chapitre <« section précédente

2.4 Fonctions réciproques de fonctions hyperboliques

2.4.1 Fonction argument sinus hyperbolique . . . . . . . .. . ... ... Lo 81
2.4.2 Fonction argument cosinus hyperbolique. . . . . . . . .. .. ... ... .. .. ... 83
2.4.3 Fonction argument tangente hyperbolique . . . . . . . . . . . ... ... .. L. 85
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A section grain suivant »

Fonction argument Documents

sinus hyperbolique document C.1.3

notion clé : Définition 2.9

Argsh Sachant queh est une fonction de+ R dans J= sh(l) = R qui est continue et

strictement croissante, elle admet une fonction réciproque g que I'on appelle argumel
sinus hyperbolique.

g se noteArgsh.

Vx € R, y=Argshx <= x=shy.

Propriétés 2.9
i) Argsh estimpaire.

1
i) Vx e R, Argsh’x = .
) g 71
>>>
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sh

/
29 4 rgsh

iii) Argshx = In (x T VIt x2> .
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A section <« grain précédent grain suivant »

Fonction argument Documents
cosinus hyperbolique ~ document C.1.4

notion clé : Définition 2.10
Argch Soit f la restriction a I= R dech.

Ona:J=ch(l) = [1,+o0].
f est continue et strictement croissante, elle admet une fonction réciproque g gt
I'on appelle argument cosinus hyperbolique.

g se notéArgch.

Vx>1,y=Argchx <= (x=chyety>D0).
Propriétés 2.10

i) VX €]1, 400, Argch’x = ——.
X2 —1

> > >
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-1

i) Vx> 1, Argchx = In <x+ VX2 — 1) .
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A section <« grain précédent

Fonction argument
tangente hyperbolique

Documents
document C.1.5

Définition 2.11

notion clé :
Argth th est une fonction de+ R dans J=th(l) =] — 1, 1].
th est continue et strictement croissante sur I, elle admet une fonction réciproque
gue I'on appelle argument tangente hyperbolique.
g se noteArgth.
Vx €] — 1,1, y=Argthx <= x=thy.
Propriétés 2.11
1 1
) Wx €] —1,1[, Argth’x = = .
) Vx€]—1,1], Arg Ity 1-%
i) Argth estimpaire.
>> >
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rgth

. 1 1-x
i) Yxe]—1,1[, Argthx = éln (1+x> :

Remarqgue 2.2 On doit connaitre les expressions sous formes logarithme des fonction

> > >
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Argsh, Argch et Argth car elles apparaissent dans le calcul de primitives.
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<« chapitre précédent

3 Calcul de limite

3.1 Formulesde Taylor. . . . . . . . . . . e e e 89
3.2 Développements limité . . . . . . . . . . .. 93
3.3 Fonctions équivalentes au voisinage d'unpoint . . . . . . . . .. ... ... ... ... 110
3.4 Exercicesbilan. . . . . . . .. 121
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A chapitre

section suivante »

3.1 Formules de Taylor

3.1.1 Formulede TaylorLagrange . . . . . . . . . o i i i e e e e e 90
3.1.2 Formulede Taylor-Young. . . . . . . . . o i i e e e e e e e 92
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A section grain suivant »

Formule de Taylor Exemples
Lagrange exemple A.3.1
exemple A.3.2
exemple A.3.3
notion cleé :
Taylor
Définition 3.1 (Taylor-Lagrange)
On suppose que f est de clagse sur[a, b]. Alors :
pour tout ne N, il existe ¢ €]a, b[ tel que :
: '@ a2, 7@ £ (cn)
f(b) =f(a)+f —a)+—2(b—a)’+ - -+——(b—a)"+——— Y (b—a)"*!
(b) =f(a)+f (a)(b—a)+ o (b—a)+-- -+ o (b—a)"+ nT 1) (b—a)
Et méme : pour tout x]a, b], il existe (x) €]a, x| tel que :
f(x) = f(a)+f/(a)(x—a)+f”ﬂ(x—a)2+ Jrf(n)im)(x—a)”Jrf(nﬂ)w(x—a)”+l
B 2! n! (n+ 1)!
D) (cn) n+1 D) (cn(x)) Nl o
Ry = m(b —a)"" ou Ry(x) = W(X — a)""" s'appellent reste
de Lagrange.
>>>
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Définition 3.2 (Mac-Laurin Lagrange)
C’est la formule de Taylor-Lagrange pour=a0.
Pour tout x€]0, b}, il existe ¢(x) €]0, x| tel que :

"

_ ' f(0) » F () nia
f(x)=1(0) +f (O)X—i-TX oo X G X

Remarqgue 3.1 Ces formules seront utilisées

i) pour encadrer une fonction par des fonctions polynémes.
ii) pour le développement d’'une fonction en série entiére (voir dans un autre re
groupement).
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A section <« grain précédent

Formule de Exemples
Taylor-Young exemple A.3.4
exemple A.3.5
hotion clé : Définition 3.3 (Formule de Taylor-Young)
Taylor-Young On suppose que f est de clag’¥® sur [a, b] alors pour tout ne N, il existe une

fonctionep, avecxlimasn(x —a) = 0tel que

f(x) = f(a)+f’(a)(x—a)+¥(x_a)2+. ..+f

Définition 3.4 (Formule de Mac-Laurin Young)
C’est la formule de Taylor-Young pour=a0.
Vn, Jep avec limoen(x) = Otel que

X—>

1

f(x) =f(0) +f (O)x+ ¥x2+-~+ f(n:#

Remarqgue 3.2 Ce développement est essentiellement local ; il interviendra dans le dé
veloppement limité d’une fonction au voisinage d’un point.

X" + X"en(X).
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A chapitre <« section précédente

section suivante »

3.2 Developpements limité

3.2.1 Définition . . . . . . e e e 94
3.2.2  Propri€tés. . . . . . e 96
3.2.3 Développements limités au V(0) de fonctionsusuelles . . . . . ... ... ... ..... 98
3.24 ReéglesdeCalcul. . . . . . . .. 101
3.25 Développementslimités paxy# 0.. . . . . . . . o 104
3.2.6 Développements limités généralisés ou asymptotiques. . . . . . . .. .. .. .. ... 106
3.2.7 Etude des branches infiniesd'unecourbe . . . . . .. ... ... o oL, 108
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grain suivant »

A section
Définition Exemples
exemple A.3.6
notion clé : _ Définition 3.5
Développement limité C’est I'approche quand c’est possible d’'une fonction par une fonction polynéme at

voisinage d'un pointx(Xp € R ou X = +00).
) Xo=0.

Soit f une fonction définie dans un voisinage de 0 sauf peut-étre en 0; on dit qu

f admet un développement limité (d.l.) a 'ordreenIN au V(0) s’il existe un
polyndme R de degré< n tel que

f(X) = Pn(X) +X"e(x), &(X)—0

X—0

La partie polynomiale d’'un développement limité s’appelle la partie réguliére.
i) X0 €R.

On pose t= x — Xp alors f(x) = f(t + Xp) = g(t) et t € V(0).

f aura un d.l. & I'ordre n au Vxp) si et seulement si g admet un d.l. agdya

'ordre n
g(t) = Pn(t) +1t"e(t)
f(X) = Pn(X—Xo) + (X — X0)"s(X — Xo)
> >
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i) Xp = £o0.
On pose t= 1 alors f(x) = f(3) = g(t) et te V(0).
f aura un d.l. & I'ordre n au \{+o0) (resp. (—o0)) si et seulement si g admet
un d.l. au M0) a l'ordre n

glt) = Pn(t) +the(t)
f(xX) = Pa(3)+ sme(d)

Par la suite, on étudiera les propriétés et les regles peueX0.

Remarque 3.3 Si f est définie au ] ) (resp. (x;)), on dit que f admet un d.I. a
'ordre n au V(x§) (resp. Xy ))-
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A section <« grain précédent grain suivant »

Propriétés Exemples
exemple A.3.7
exemple A.3.8

notion clé :
Proprietés surlesd.l.  propriétés 3.1
i) Unicité.
Si f(x) = An(X) + X"e(X) = Bp(X) + x"¢(X) avec deg A< n et deg h < n alors
An = Bn

i) Troncature.

n
Sif(x) =) ax + x"z(x) avecs(x) — 0 quand x— 0 alors
k=0
P
f(x) = Z ax " xPz(x) avece(x) — 0 quand x— 0, pour toutp 0 < p <n
k=0
i) Parité.
Sif est paire, alors le polynéme, &st pair.

Sif estimpaire, alors le polyn6me, &st impair.

> > >
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Iv) Limite.
n
Si f admet un d.I. au \0) a l'ordre n avec A(x) = » _ ax“ alors f admet une
k=0
limite en O qui est g
f est donc prolongeable par continuité en 0.
f admet une limite finie en 0 est donc une condition nécessaire pour que f admet
und.l.enO.

v) Dérivabilité.

n
Si f admet un d.l. au \0) a l'ordre n > 1avec A(x) = » ax“etsigestle
k=0
prolongement par continuité de f en 0 alors g est dérivable en (@} & a;.

vi) Primitive.
n
Si f admet un d.l. au {0) a l'ordre n avec A(X) = » _aX“ et si f admet une
k=0
primitive F au M0) alors F admet un d.l. au ¥0) a I'ordre n + 1 avec
W k+1
X
X) = F(0).

Ant1(X) Z()akk+1+ (0)
<4<
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A section <« grain précédent grain suivant »

Toutes les fonctions qui vérifient la formule de Mac-Laurin Young ont pourriaurti
Développements limités d.l. auV(0) a I'ordren qui est donné par cette formule.

au V(0) de fonctions Ce sera le cas pour les fonctions qui figurent dans ce tableau.
usuelles
notion clé :
Tableau de d.I.
> > >
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2 X3 Y
e* 14X+ o+ 5+ —l—ﬁJrX”a(x)
chx P P (%)
=+ = €
20 4 (2n)!
XX X 2n+2
sh =+ =
X Tyt oo T W™
1 X2 X4 1 n X2n 2n+1
cos X o I E+ +(=1) 2n) I £(X)
' 8 5 - x2n+1 e 2
X X— =+ — X X
sin 3 Tt +(-1) T D) + £(X)
1
@ 1—Xx+x2— + (=)™ + X" (x)
— 14 x+x°+ +x" + X"g(X)
2 3 n
X< X X
In(1+ X) X= %+ 35— +(=D)™MLZ 4 X" (x)
X2 X3 X" "
n
In(1 — x) X= o =3~ —— 4+ X'g(X)
Arctanx X S + S +(=1)" oS + x2"2¢(x)
35 2n+1 c
3 5 x2n+1 42
Argthx X+ =+ — X X
: T3TET . +2n+11+ 25” ,
(14 x)* 1+ax+a(a2|_ )+ ala = 1)(a - gl---(a—n+ )x“+x”5
<4<« >> >
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Remarque 3.4 Les développements decsin et Argsh s’obtiennent a partir des dé-
1

veloppements de et )
PP V1I-x V1+x2

444«
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A section <« grain précédent grain suivant »

Regles de Calcul Exemples Exercices Documents
exemple A.3.9 exercice B.3.1 document C.2.1

exemple A.3.10
exemple A.3.11

notion clé :

Régles de Calcul des d.|&xémple A.3.12
exemple A.3.13

Propriétés 3.2
i) Somme.
Si f(X) = An(X) + X"2(x) et si gdX) = Bn(X) + X"(x) alors h= (f + g) admet un
d.l. au V(0) a l'ordre n

h(X) = (An(X) + Bn(x)) + X" (X).

i) Multiplication par un scalaire.
Sif(x) = An(X) +X"e(x) et siA € R alors h= Af admet un d.l. au Y0) & I'ordre

n
h(xX) = Mn(X) + X"e(X).
lii) Produit.
Si f(x) = An(X) + X"e(X) et si gX) = Bn(x) + X"e(x) alors h= fg admet un d.|.
au V(0) a l'ordre n
h(X) = Cn(X) + X"e(X).
>> >
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Cn(x) est le produit A(X) x Bn(X) en ne gardant que les termes de degré.

iv) Composition.
Soit Ux) = An(X) + x"e(x) au V(0) tel que u= u(x) — 0.
Soit f(u) = Bp(u) + u"e(u) alors : g=f ou admetun d.l. a I'ordre n
g(x) = Cn(X) + x"g(x)
ou G, est formé par les termes de degré au plus n de la fonction polynéme

B (An(x)) -

Attention : bien s’assurer que & V(0) pour pouvoir utiliser les d.I. connus dans
le tableau des d.l. au \0).

V) Inverse et quotient.
Soient {x) = An(X) + X"e(X) et gX) = Bn(X) + X"e(X)
a) )l(iné g(x) # O alors

h= fé admet un d.l. au \0) a l'ordre n :

h(x) = Cn(X) + X"e(X)

C, est le quotient de la division suivant les puissances croissantes a l'ordre r
de A, par B,.
<<« >> >
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b) lir% gx)=0
X—
o) 1ir%f(x) # 0 alors h n’a pas de limite finie et par suite-h f@ n'a pas de
X—

d.l.
oo) lir%f (x) = Oalors h aura un d.l. si et seulementlﬁi% h(x) est finie.
X— X—

La démonstration sera donnée dans le document annexe, il y a aussi u
exemple qui lillustre.

444«
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A section <« grain précédent grain suivant »

Développements limités Exemples Exercices
pour xg # 0. exemple A.3.14 exercice B.3.2
exemple A.3.15 exercice B.3.3

notion clé : Définition 3.6
D.l. prés d’un point i) % € R*

En général, on pose+ x — X et f(x) = f(t + xo) = g(t).

f admet un d.I. au Y&o) & I'ordre n si et seulement si g admet un d.I. a(0ya

I'ordre n.
_ k n : _
g(t) = gakt + t"(t) aveclim =(t) = 0.

P09 = > a(x—%0)" + (x — x0)"=(x = xo) avec lim e(x—xo) = 0.
k=0

Attention La partie polynomiale est en puissance (de- Xp). On ne développe
pas.

i) Xo = +o0
On pose t= 1 et f(x) = f(}) = g(t) alors te V(0).

> > >
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f admet un d.l. au Y4+-o0) a I'ordre n si et seulement si g admet un d.l. a(0yY

a I’ordrenn.
= Z atk + t"e(t) avec%ir%g(t) =0.
—0 -
n
1 1 1 1
f(x) = kz(:)ak% + e (= ) avecxl}inoos(x) 0.

Attention La partie polynomiale est en puissancede@n ne doit pas réduire au
méme dénominateur.

444«
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A section <« grain précédent grain suivant »

Développements limités Exemples

généralisés ou exemple A.3.16
asymptotiques exemple A.3.17
: - Définition 3.7
notlon,clg . , Soit f une fonction définie au(0) et de limite infinie en 0.
D.l. Généralisé ou
asymptotique

On dit que f admet un développement limité généralisé a I'ordre n(@y Mrsque
la fonction g définie par

g(x) = x°f(x)
admet un d.l. limité a I'ordre A~ p au V(0) c’est-a-dire on a :

XPf(X) = ag + X + - - - + anppX" TP + XM Pe(x)
d’ou
ao a

f(x) =—+

P F+---+ap+---+an+px“+x“g(x)

. X R
On peut encore dire si f est de Iaforrgép—) etgaund.l. en0alordre i p alors
f aund.l. généralisé a I'ordre n en 0.

> > >
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Remarque 3.5 On peut remarquer qu’'un d.l. généralisé a0y a comme partie ré-
guliére une fonction polyndme en x et un nombre fini de termes (au maximum p) ¢
puissances négatives de X.

On peut remarquer qu’un d.l. généralisé aludbo) a comme partie réguliere une
fonction polynéme eé et un nombre fini de termes (au maximum p) en puissances
négatives de% donc un nombre fini de termes (au maximum p) en puissances positive
de x. Au \(£00), on dit aussi développement asymptotique.

Si f admet un d.l. généralisé en 0, alors il existe IN* tel que Xf (x) a une limite
finie en 0.

444«
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A section <« grain précédent

Etude des branches Exemples Exercices
infinies d’'une courbe exemple A.3.18 exercice B.3.4
exercice B.3.5

notion clé : Définition 3.8
Asymptote On étudie au V+o0).

i) hm f(x) =beR.
La dr0|te d’équation y= b est asymptote a la courlde quand x est au ¥4-c0).

ii) )l(irréf(x) = to0.
La droite d’équation x= a est asymptote a la courltl quand x est au Y&).

i thJP f(X) = +oc0.
— T 00
Sif admet un développement généralisé au voisinagexde’est-a-dire :
1 1 1
f(x) :aoxp+a1xp*1+---+ap+ap+1)—(+--~+an+pﬁ 7

alors la courbeCq o1 g(x) = agx + ayxP~1 + - - - + a, est asymptote a la courbe
Cr quand x est au Y4oo).

> > >
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lim f(x) —g(x) =0

X—-+00

Le signe de fX) — g(X) au voisinage de-oco permet d’avoir la position dé; par
rapport aCy.

Sif(x) — g(x) > 0, s est au dessus d& au V(+oo).

Sif(x) — g(x) < 0, Cs est au dessous di au V(+o0).

Il en serait de méme pour X au voisinage-deo.

444«
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A chapitre <« section précédente  section suivante »

3.3 Fonctions équivalentes au voisinage d’un point

3.3.1 Définitions . . . . .. e e e e 111
3.3.2  Propri€tés. . . . . . e e 114
3.3.3 Piegesavecleséquivalents . . . . . . . . ... e 116
3.3.4 Casparticulier . . . . . . . e 117
3.3.5 Equivalents de fonctionsusuelles . . . . . . . . ... . .. L 119
3.3.6  Applications . . . . .. e 120
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A section grain suivant »

Définitions Exemples Exercices
exemple A.3.19 exercice B.3.6
exercice B.3.7

notion clé : | désigne un intervalle qui et(xg) ouV(x§) ouV(Xy ), X0 € R 0uxg = +o0.

Equivalent
Définition 3.9
f est équivalente a g au voisinage dget on note

Si
al, vxel, f(X) =9g(x)(1+e(x)) = g(x) + g(X)e(x) oue(x) — 0quand X— Xo

Sil=V(x{), on note fr:g ete a une limite a droite égale a 0.
X0
Sil = V(X ), on note f~g ete a une limite a gauche égale a 0.
X
Définition 3.10 (la plus souvent utilisée)
Si g ne s’annule pas dans un voisinage gesauf peut-étre enpalors

f)

f g<:> lim —= =
x=% g(X)
4 d 2
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Pour une fonction f donnée, il y aura plusieurs fonctions équivalentes a &) V
on cherchera toujours, si possible, la plus simple.

Définition 3.11

Sixlirgof(x) = 400, on dit que f est un infiniment grand au voisinage gle x

Sixlirg(lof(X) = 0, on dit que f est un infiniment petit au voisinage ge x

Equivalent d’une fonction qui admet un d.l. ¥@xp).

Propriétés 3.3

) X0 € R
f(X) = ap(X—X0)P+ap1(X—X0)PTL 4+ - - +an(X—X0)"+ (X—X0)"e(X), ap # 0
alors
F(x)~ap(x — xo)P

f est équivalent au termmson nul du d.l. de degré le plus bas par rapport a x.

b) Xo = +0
f(X) = apsp + Bpragis + -+« + @nsn + we(X), ap #0
alors
f(0)~ap
oapxlO
<4<« >>>
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f est équivalent au termmon nul du d.l. de degré le plus bas par rapport}(a

444«
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A section <« grain précédent grain suivant »

Propriétés Exemples
exemple A.3.20
exemple A.3.21

notion clé :
Propriétés des Propriétés 3.4
équivalents i) “~" est une relation d”"équivalence sur I'ensemble des fonctions définies sur
| — {xo} c’est-a-dire :
a) f(x)rx\gf (X).
b) Si f(x)rx\(;g(x) alors g(x)%f (X).
c) Sif(x)~g(x) et gx)~h(x) alors f(x)~h(x).
) Sif(x)~g(x) et gx)~h(x) alors f(x)~h(x)
i) {u(x)~v(x) et lim u(x) = — lim v(X) = a
) (w0050 et Jimy ) = ) = Jiy v ) |
c’est-a-dire deux fonctions qui sont équivalentes au voisinage d’'un point on
méme limite en ce point.
On utilisera souvent cette propriété ; quand on voudra trouver la limite d’'une
fonction en un point, on essaiera souvent de trouver une fonction équivalente ¢
voisinage de ce point.
Attention!!! La réciproque n’est pas vraie.
u(x) = x et \x) = x4, xo = 0.
>> >
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X
—0 et pour-

On a u qui n'est pas équivalente a v car (seconde deflnltu(x 2
X—

tant elles ont méme limite.

i) (U003 et VRN ) — UV (9l
Sideplus ¥x € I, X # Xo, V(X) # 0, <u(x)rx\5u1(x) et v(x)%vl(x)) — %%\%}g
c’est-a-dire I'équivalent d’'un produit est le produit des équivalents et I'équivalent

d’un quotient est le quotient des équivalents.

On appliquera cette propriété chaque fois que I'on fera I'étude locale d’une fonc-
tion f qui se présentera sous la forme d’un produit ou d’'un quotient.

iv) U<X)%V(X) = (¥x € |, u(x) et (x) ont le méme signe
c’est-a-dire I'étude locale du signe de u est amenée a I'étude locale du signe de

V) Si u(x)):(oa € R* alors u(x)%a.

444«
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A section <« grain précédent grain suivant »

Pieges avec les

Exemples

équivalents exemple A.3.22
exemple A.3.23
notion clé : ATTENTION
Pieges avec les
équivalents i) u(x)rx\(;o Il est faux sauf siVx € V(xg), u(x) = 0: cas qui ne présente aucun
intérét.
) Ul(X)BJVl(X) -
I n'implique pasu(X) + ux(X)~Vy(X) + Va(X
) UZ(X)’(\)JV2<X) pliq p l( ) 2( )0 1( ) 2( )
On ne peut le faire que pour le produit ou le quotient mais pas pour la somme.
iif) u(x)rav(x) n'implique pasf (u(x)) Ef (V(x)).
En général, on ne peut pas composer les équivalents.
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A section <« grain précédent grain suivant »

Cas particulier Exemples Exercices Documents
exemple A.3.24 exercice B.3.8 document C.2.2
exercice B.3.9
notion clé :
Négligeable Propriétés 3.5
) Somme
SiauMXp), f est négligeable par rapport & g alors
(F(x) +9(x)) ~9(x)
Remarque
On dit que f est négligeable au(X$) par rapport a g si {x) = g(x)e(x) avec
lim ¢(x) = 0.
X—Xo
f(x) = xetgx) = ¥
: . 1 1
f est négligeable par rapport a g auM-oo) car f(x) = g(x) x < Xlilll M 0.
——+00
g est négligeable par rapport a f au(®) car g(x) = f(x) x X, hn% x=0.
X—
i) Composition
a) [u(xX)~v(x)et | lim u(x) # 1ou lim u(x) = + = [ Inu(X)~ In v(X
) (0 et ( fim w0 # 2ou fiy u69 = 200 ) = (Imux mv(y))
>> >
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On peut composer les équivalents altea condition que uz V(1).
b) Va € R, <u(x)%v(x) etux) > 0) == u(x)o‘%v(x)o‘.

c) (U(X)%V(X) et lim u(x) —v(x) = 0) — e“(x)%e"(x).

444«
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A section <« grain précédent grain suivant »

Equivalents de Exemples
fonctions usuelles exemple A.3.25

Propriétés 3.6

notiqn clé: _ i) x € V(0)
Equivalents de fonctions
usuelles . x_ 1 10 (1 . X2
X~X, (e*—1)~x X) ~X X—1)~— =
S0 XX, ( )0, n(+)0, (cos )0 >

2

X

(1+x)* —1)~ax, tanx~X, shx~x, Arctanx~X, (chx—1)~—
0 0 0 0 02

i) xe V(1)
Inx~(x—1), x*—1~a(x—1)
1 1
Attention!'!
i) Xx€ V(+00), Va € R, (lnXoo x* eteX XO‘)
+00 +00

i) xe V(0), Va € R, lnXogXa
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A section <« grain précédent

Applications Exercices
exercice B.3.10

exercice B.3.11
exercice B.3.12
exercice B.3.13
exercice B.3.14

notion clé :
Applications

Les développements limités et les équivalents sont des outils puissants ladesés
lementpour la recherche d’équivalents, le calcul de limite et le comportement asymp
totique (branche infinies) d’'une fonction en un lieu.

On essaiera au maximum d’utiliser les équivalents car c’est plus rapide que les d.I.
condition de pouvoir appliquer les régles sur les équivalents sinon on passera par les «

lIs serviront aussi dans ce regroupement pour I'étude d’intégrale généralisée et da
un autre regroupement pour I'étude des suites ou séries numériques.
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A chapitre <« section précédente

3.4 Exercices bilan

3.4.1 Exercicesbhilan:d.l.. . . ... 122
3.4.2 Exercicesbhilan:équivalent. . . . . . . ... 123
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A section grain suivant »

Exercices bilan : d.l. Exercices Exercices
exercice B.3.15 exercice B.3.19

exercice B.3.16 exercice B.3.20
exercice B.3.17 exercice B.3.21
exercice B.3.18 exercice B.3.22

notion clé :
Exercices bilan d.I.

Dans tous les exercices ci-dessus,

DLn(Xp) def signifie d.I. def enxy a l'ordren.
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A section

<« grain précédent

Exercices hilan :

équivalent

notion clé :
Exercices bilan
équivalent

Exercices

exercice B.3.23
exercice B.3.24
exercice B.3.25
exercice B.3.26

Exercices

exercice B.3.27
exercice B.3.28
exercice B.3.29
exercice B.3.30
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Deuxieme partie

Les annexes
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Annexe A

Les exemples

Table des exemples

Al: Exemplesduchapitre L . . . . . . . . . . e e 128
Exemple A.1.1: Voisinage d’'unpoint. . . . . .. ... L 128
Exemple A.1.2 : Fonctionsréelles. . . . . . . . . . . . o 129
Exemple A.1.3: Domaine de définition. . . . . . . . ... ... .. .. L. 130
Exemple A.1.4 : Fonction strictement croissante . . . . . . .. .. ... ... .... 131
Exemple A.1.5: Fonctionbornée . . . . . . . . . . ... .. 132
Exemple A.1.6: Fonctionminorée . . . . . . . . . . .. ... 133
Exemple A.1.7 : Parité . . . . . 134
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Exemple A.1.8: Périodicité . . . . . . . . 135

Exemple A.1.9: Limitesdefonctions. . . . . . . . . . . ... ... ... 136
Exemple A.1.10: Limites . . . . . . . e 137
Exemple A.1.11 : Limites . . . . . . . e e e 138
Exemple A.1.12 : Limites . . . . . . . e e 139
Exemple A.1.13: Continuité. . . . . . . . . . e 140
Exemple A.1.14 : Continuite adroite. . . . . . . . . . . L 141
Exemple A.1.15: Fonctionscontinues. . . . . . . . . . . .. . .. ... 142
Exemple A.1.16 : Maximum, minimum. . . . . . . . . .. e 143
Exemple A.1.17 : Maximum, minimum. . . . . . . . . .. 144
Exemple A.1.18: Taux d’accroissement. . . . . . . . . . ..o e 145
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Exemple A.1.20: Différentielle d’'une fonction. . . . . . . ... ... ... ....... 147
Exemple A.1.21 : FonctiondeclasS® . . . . ... ... ... .............. 148
A2: Exemplesduchapitre 2 . . . . . . . . . e e 149
Exemple A.2.1: Réciproque d'une fonction . . . . . .. ... ... ... ... ..., 149
Exemple A.2.2 : Comparaisonde fonction. . . . . . . . .. ... ... 150
Exemple A.2.3: Comparaisonde fonction. . . . . . . . ... ... 151
A3: Exemplesduchapitre3 . . . . . . . . ... 152
Exemple A.3.1: Formule de Taylor-Lagrange . . . . . . . . . . . .. . ... ..... 152
Exemple A.3.2: Formule de Mac-LaurinLagrange . . . . . . .. .. .. ... .... 153
Exemple A.3.3: Approximationdee . . . . . ... 154
Exemple A.3.4 : Formule de Mac-LaurinYoung . . . . . . . ... ... ... ..... 155
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Exemple A.3.5: Formule de Mac-LaurinYoung . . . . . . . ... ... ... ..... 156
Exemple A.3.6 : D 157
Exemple A.3.7 : d.l . . 158
Exemple A.3.8 : dl.etprimitive . . . . . . . . .. . e 159
Exemple A.3.9: Additionded.l.. . . . ... 160
Exemple A.3.10: Produitded.l. . . . . . . . . ... 161
Exemple A.3.11 : Compositionded.l. . . . . .. .. 162
Exemple A.3.12 : Quotientded.l.. . . . . .. ... ... 164
Exemple A.3.13: Quotientded.l.. . . . .. .. . ... 165
Exemple A.3.14 : D.l.enunpointnonnul. . .. ... .................. 167
Exemple A.3.15: Dl.alinfini. . . ... ... ... . . . 168
Exemple A.3.16 : D.dgeénéralisé . . . . . . . ... .. 169
Exemple A.3.17 : Dl.généralisé . . . .. .. ... . . . .. . 170
Exemple A.3.18: Asymptote . . . . . . . 171
Exemple A.3.19: Equivalent . . . . . . ... 172
Exemple A.3.20 : Opérations surleséquivalents. . . . . ... ... ... ....... 173
Exemple A.3.21 : Opérations surles équivalents. . . . . . ... ... ... ...... 174
Exemple A.3.22 : Somme dedeux équivalents . . . . . ... ... L. 175
Exemple A.3.23 : Composition de deux équivalents . . . . . . ... ... ....... 177
Exemple A.3.24 : Fonctions négligeables . . . . . . . .. .. .. ... ......... 178
Exemple A.3.25: Equivalent . . . . . . . .. 179
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<« précédent suivant »

A.1 Exemples du chapitre 1

ExempleA.1.1 Voisinage d’un point

]-3.-1],1-11,-0.9 sont des/(-1).

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.2 Fonctions réelles

f:x—x g:X— X h:x— sinXx).
f, g eth sont trois fonctions de la variable réelle & valeurs réelles.

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.3 Domaine de définition

fi : x— 2x+ 1. D = R, fonction affine.
f : x— xX3+3x¥+ 1. D= R, fonction polyndme.
fg : x — @ D = R — {0}, fonction rationnelle.
fs : Xx—sin(x). D=R.
fs : x— VX2—1. D={xeR|x>1oux< -1},
Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.4 Fonction strictement croissante

f . x — x? est strictement croissante gdir2] mais n’est pas monotone sur1, 2|.

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.5 Fonction bornée

f(x) = sin(X) est bornée sur R carl < sin(x) < 1.

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.6 Fonction minorée

g(X) = x?> — 1 est minorée sur R cayx) > —1 mais n’est pas majorée.

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.7 Parité

f(x) = 24 x2 — 3x* est paire sur R.
g(x) = x3 4 x est impaire sur R.

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.8 Périodicité

sin(x) : la période dé est 2r.
sin(3x) : la période deg estZ .

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.9 Limites de fonctions

1

lim X° = 9, lim X% = +oo0, lim — =0.
X—3 X—+00 X—+00 X
Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.10 Limites

k(x) = X2.
Ona lim k(x) = lim k(x) = 4.k a une limite au poink = 2.
X—21 X—2~
Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.11 Limites

f(x) =1+ .

Ona lim+f(x) = —00, lim f(X) = +oo.
x—1 X—1—
f a une limite a droite différente de la limite & gauche au poiatl doncf n’a pas de limite au point = 1.

Retour au grain A
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<« précédent

ExempleA.1.12 Limites

90 = 57
Ona hm g(x) = hm g(x) =

-1.

suivant »

ga une Ilmlte a dr0|te dlfferente de la limite a gauche au poiatl doncg n'a pas de limite au point = 1.

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.13 Continuité

f(x) = x2.
Onaf(2) =4 etlin%f(x) = 4. Doncf est continue au point= 2.
X—

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.14 Continuité a droite

x=1 o
F(x) = 1 six<1

1 six=1
hrilf()—l—f(l) hril f(x) = —-1#£f(1).

f est donc continue a droite en= 1 mais n’est pas continue a gauche, par duiteest pas continue en= 1.

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.15 Fonctions continues

a) Les fonctions polynémes sont continues sur R.
b) Les fonctions rationnell ((’)g sont continues sur R {x | Q(x) = 0}.
c) Les fonctions sinus et cosinus sont continues sur R.

d) Les fonctions,/P(x) ou P est une fonction polyndme sont continues &ut P(x) > 0}.

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.16 Maximum, minimum

f(x) =x%, f([-1,2])=10,4].
Ona:m=1f(0) =0etM =f(2) = 4.

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.17 Maximum, minimum

f(x) =sin(x), f([0,5)) = [ 1.
Ona:m=f(3)etM = (%)—

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.18 Taux d’accroissement

f(x) =x%, X €R.
2
Alors 7y, (h) = FCeth=f0e) _ (eth®-x _ 2t _ oy py

rl]ir%TXO(h) = 2xg. d'ou f’(xg) = 2xo.

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.19 Tangente a une courbe

f(x) =x2, X =2.

Au pointxg = 2,ona f'(2) = 4,f(2) = 4.

La droite d’équatiory = 4+4(x—2) = 4x—4 est une approximation a((2) de la parabole d’équatidiix) = x°.
C’est donc la tangente a la courbe au pdi(, 4).

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.20 Différentielle d’'une fonction

f(x) =%, df = 2xdx

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.21 Fonction de class&

a)fi : Xx— ag+aiXx+ax+---+ax". f;estde classé™ sur R. fi(X) =ag +ax+---+ nanx" 1.
b) f, : x —sin(x). fy estde class€> sur R. f5(x) = cos(x).
c) f3 : X — cos(x). fzestde class€* sur R. f(x) = —sin((x).

d) fs : x— /X fsestde classé® sur Rf. fj(x) = %(

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

A.2 Exemples du chapitre 2

ExempleA.2.1 Réciproque d’'une fonction

Soitl = RT etf(x) = x2.
f est continue et strictement croissante sur un intervallersf admet une fonction réciproqedéfinie sur R .

g0x) = F71(x) = vx

Retour au grain A

Sommaire Entrées canoniques 149 Documents Exemples
Exercices



<« précédent suivant »

ExempleA.2.2 Comparaison de fonction

On va montrer que
_ 1
Yx e V(+o0), f(x)=e < i

Ona: q
Va >0, IV(+o00), VXxe V(+o0), €< —
XO(
3
X 1
Alorsf(x) < @ = a3
Si on applique ce résultat en particulier pous= 5, on a donc
1
AV(+o0) tel quevx € V(+o0), f(X) < 2
Retour au grain A
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suivant »

<« précédent

ExempleA.2.3 Comparaison de fonction
Montrer qu'auV(0™),

fog = X 1
VX

et

> —.

Au V(+00),0n a:|Ilnx > 1 doncf(x) 7
On sait queva > 0, IV(0T), ¥x € V(0T), |Inx < —
Xa

doncf (x) < —, on aurdf (x) < -5 sion prency = 3.
X4

xa—z’
Retour au grain A
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A.3 Exemples du chapitre 3

ExempleA.3.1 Formule de Taylor-Lagrange

f(x) =e*.Onprenda=1,b=xetn=3.
Vx € R, f est de classé™> sur[1, x].
1 1 1
fM(x) =eXdoteX=1+e(x—1) + Se(x— 1)+ T 1)3 + EeCX(x —1)* o €1, X

Retour au grain A
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ExempleA.3.2 Formule de Mac-Laurin Lagrange

Soitf(x) = In(1 + x) alors pourx > 0,0on a:

2
x—; <In(1+x) <x

En effet en appliquant Mac-Laurin Lagrange x| pourn = 1.

Sachant que/(x) = gy ett” (%) = ~ 1
2
3cy(x) €]0, %[, In(1+X) = X — %m

Commecy(x) > 0, on a: 0< m <1

< 2
doux<In(1+x) <x—%.

Retour au grain A
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ExempleA.3.3 Approximation de e

5

1
On va montrer que le nombre e peut étre approché par le noEbliS avec une erreur inférieure 319
k=0
On applique la formule de Mac-Laurin Lagrange a la fonction exponentiell®slirpourx = 1 avecn = 5.
1 1 1 e°

1
Onae=1+1+ - aTgt Tyt a avecc €]0, 1
> c
e e 1
—y =l <2<~ = = 107°
0<e-2 =& =& =2@) 240
k=0
Ona 396
0O<e—— <1072
~®7120°
Retour au grain A
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ExempleA.3.4 Formule de Mac-Laurin Young

On applique la formule de Mac-Laurin Young a la fonctfon x — e*.
f est de classé> auV/(0) alors sachant quén € N, f(W(0) = 1,0n a:

eX = Pp(x) + X"e(x), &(x)—0

x—0
Pa(X) = 1+ x+ 2+X3+ +Xn
my 2 3 n!
Retour au grain A
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ExempleA.3.5 Formule de Mac-Laurin Young

On applique la formule de Mac-Laurin Young a la fonctfon x — sin x.
f est de classé> auV(0) alors sachant quén € N, f(2V(0) = 0 etf @ (0) = (-1)", on a:

sinX = Poni1(X) + X2"2e(x),  e(x)—0
_|_

X3 N X2n+1

Retour au grain A
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ExempleA.3.6 D.I
Soitf(x) = 1 + x% — 5x3 + x°,
Le d.l. def al'ordre 3 auv(0) est

f(X) =1+ -5 +x3%(X), eX)=x>—0

Retour au grain A
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ExempleA.3.7 d.l.

f(x) = 1+ 3x+ 5 + x3(X).
Alorson a:
f(x) = 1+ 3x+x%c1(X)
f(x) = 1+ 3x+xe2(X)
f(x) = 14e3(x)

suivant »

Retour au grain A
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ExempleA.3.8 d.l. et primitive

Soitf admettant une primitiveé auV(0) avecF(0) = 3.
On suppose queadmet un d.l. a(0) a I'ordre 3 tel que :

f(X) =1—x+ 232 — 43 +x3(x),

on a alorg= qui admet un d.l. & I'ordre 4 a(0) tel que :

F(x):3+x—%x2+§ 3 X+ xXPe(x)

Retour au grain A
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ExempleA.3.9 Addition de d.I.

d.l. def(x) = sinx — 2shx enxg = 0 etn = 3.
Ona:sinX=X— § +x32(x) et shx = x + § + x3¢(x).

Alors f(x) = —x— % + x3(x).

Retour au grain A
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ExempleA.3.10 Produit de d.l.

Soitf(x) = eXcos(2x).
On cherche le d.l. depourxg = 0 etn = 4.

Réponse :
2 A
eX = 1+x+x7+§+%+x4€(x).
cos(2x) =1 — 2x° + %X4 + x*(X).
Doncf(x) = 1+ x— 3x% — 23 — Lx® + xe(x).

Retour au grain A
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ExempleA.3.11 Composition de d.l.

On cherche le d.l. d&(x) = e*"X pourxg = 0 etn = 4.

Réponse :
ux) = x — § + x*(x) avecu = u(x) — 0.
f(x) = eYavecu € V(0).
w o o
f()_1+u+§+§+m+u e(u) (A1)

33
u = x—§+x45()
w = x ——+x45
v = x3+><:ji
ut = x4+x%()

Par suite en remplacant das ), on a:
2

fm:1u+%—§+&m

> > >
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Retour au grain A
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ExempleA.3.12 Quotient de d.l.

On cherche le d.I. d&(x) = %( pourxg = 0 etn = 3.

Réponse :
2
eX:1+x+X7+§—3!+x3e(x), e?=1+#£0

Le quotient de la division suivant les puissances croissantes-depar 1+ X+ X—22 + § alordre 3est - X—22 .S X—;
donc 2
X
f(x) =1— = + = +x3(x).
(0 =1- 5 + % +x%(
Retour au grain A
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ExempleA.3.13 Quotient de d.l.

On va donner s'il existe le d.l. &¥(0) a 'ordren = 3 des quotients suivants.
a) h(x) = fx) 1+x
Cgx) eX—1-x
Ici g(0) = 0etf(0) =1:iln'y apasded.l.

—

Ici g(0) = f(0) = O. Ona:

Q
—

Hx) X 3 1 _ fulx)
(X) G + x3 + X3g()() X + © + XZE(X) N gl(x)
2 3! 2 3!

f1(0) = 1 etgy(0) =0:iln’y a pas de d.l.

f(x) cosX — 1
c) h(x) = =
) h(x) gx) eX—1-x
Ici g(0) =f(0) =0.0Ona
2 23
cosX—1= —XE +xe(x) et €—1—x= XE +§ +x3(X)
' >>>
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fix) =3 +x(x)
91X 3+ % +xe(x)
lin% h(x) = —1. lly aun d.l. mais on I'a & l'ordre 1 car on a le d.I. fleet deg; a I'ordre 1. Cela vient de la
X—

donch(x) = aprés avoir simplifié par®.

simplification parx? qui a abaissé I'ordre de 2 donc si on veut le d.lhdel'ordre 3, il faut prendrey etf a
I'ordre 5.

2 2
-5 + % +X%e(x) —1 4+ 5 +x3(x)

h(x) = 2 3 4 5 - 2 3
X+E+5+5+%(x)  $+3+5+5+x(x

. . L . . . L 2

On calcule le quotient obtenu en faisant la division suivant les puissances croissantes a | orehfé 3de
1 X X2 X

paré I 3 = 24 I 120°

Ontrouve i—1+ % + X — X,
: 3T 18 ~ 135

Par suite ) 3
X X X
h(x) = =14 = 4+ =— — — +x%¢(Xx
0)=-1+3+ 135" 135t ¥
Retour au grain A
<<«
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ExempleA.3.14 D.l. en un point non nul

f(X) =Ilnx, xp=1etn=3.
2 t3
On poset = x— L alorsf(x) = g(t) =In(1+1) =t — 5 + = + t32(t), te V(0).

(x-1% (x-1°

Doncf(x) = (x— 1) — > T 3 +(x—1)°%e(x—1).
On ne développe pas.
Retour au grain A
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ExempleA.3.15 D.l. al'infini

1—x+x2
h(X) = m, XO = 400 etnz— 3
tc—t+1
_1 _ _
On poset = 3 alorsh(x) = g(t) = 212 t € V(0).

On cherche un d.l. dg en faisant une division suivant les puissances croissantes a l'ordre 3.
On trouve ) .3
1t 2 8
g(t)_§_§+z+z+t€(t)
: 1 1 1 1 1 1
Par = 44 —e(9).
ar suitef (x) 5 - 2 + 23 + X35(X)

On ne doit pas réduire au méme dénominateur.

Retour au grain A
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ExempleA.3.16 D.lI généralisé

La fonction définie paf(x) = i—; admet un d.l. généralisé a&((0) a I'ordre 3 car g(x) = x°f (x) = e* admet un

d.l. al'ordre 5 aw(0).
2
g(x):1+x+x7+§+§+§+x55(x).
Par suite, , .
1 1 1 x Xx X
fX)= =4+ -4+ 42 42 43
M= txtztatg gtk

Retour au grain A
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ExempleA.3.17 D.l. généralisé

La fonction définie paf (x) = x? (e% — 1> admet un d.l. généralisé a(+oo0) a l'ordre 1.

t

1
En effet, en posarit= )—1( onagt) = et—z, t € V(0).

Commeé—1:t+§+§—3!+t3e(t),ona:

1 1 t
i) — = = = Lt
gt) =T+ 5+ g+
Par suite
f(X) =x+1+ L +1 (X)
= — + =€
6Xx X
Retour au grain A
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ExempleA.3.18 Asymptote

f(x) = x? (e% - 1) : étude aWV (+00).
On a déja déterminé le d.l. généralisé de cette fonction dans I'exéxthler. On avait trouvé

1 1
f(xX) =x+1+ 6(+>_<€<X)’ X € V(400)

La droite d’équatiory = x + 1 est asymptote a la courbe flear

lim f(x)—y=0

X——400

De plus,f(x) —y = & + 3c(3) > 0
la courbe est au dessus de I'asymptot&/&t o).

Retour au grain A
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ExempleA.3.19 Equivalent

Au V(0),on a
(eX—1) X

Eneffet: & — 1=x+ 2X2 + 23+ x3(X) = X+ X (3x + £%%) +x3e(X) = X + Xa(X)
aveca(x) = 3x+ 2x% + x%=(x) et lim (x) = 0
X—

On retrouve la premiere définition.

On peut aussi le voir en utilisant la seconde définition :

2 3
X_1 x+%+%X4+x3%(x X X
€ 1: 2 6 8():1—|——+——|—X28(X)—>1
X X 2 6 x—0
Par suite, on utilisera le fait que‘e- 1 admet un d.l. ai¥(0) donc
eX — 1) ~x
("~ 1)~

Retour au grain A
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ExempleA.3.20 Opérations sur les équivalents

2 2. 1 z o 0. g .
Sachant queianJx, Cos X — 13% etln(1+Xx) BJX, on désire déterminer la limite en O, si elle existe, de

_ cosX—1
f <X) ~ sinxIn(x+1)"

On commence par chercher un équivalent ce qui est facile parce que la fonction se présente sous la forn
produit et quotient.

N

_X7 1
On af(x)rag(x) =2 =%

Les fonctiond etg sont équivalentes en 0 donc elles ont méme limites par suite

1
it = -3

Retour au grain A
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ExempleA.3.21 Opérations sur les équivalents

( 1-2x2— l> cos(2x)

Sachant quél + X)a—lBJozX etsin XX, On détermine un équivalent 8&x) = — auV(0).
S11
1
V1-22 = (1-2x%)? avec 22 € V(0) donc
V1—2@ — 1~ — X2
0
111% cos(2x) =1 donCcos(ZX)r(\)/l etsin XX
X—
f est sous forme de produit et de quotient de ces fonctions donc :
2
—X
f(X)~v—— = —X
()~
Retour au grain A
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suivant »

ExempleA.3.22 Somme de deux équivalents

Ceci est un contre-exemple pour montrer que I'on ne peut pas, en général, ajouter les équivalents.

1
9 = ra
1
h(x) = >
(Xx+ 1)
Kx) = —
X+ 2
X=0
Ona X
g(x)ragl(x) = 1, h(X)fahl(X) = 1, k(X)BJkl(X) E
On agy(x) — m(X) + ki(x) = 3.
X (X% +3x+3
On aaussi (x) = ( +2 +3) X
(X+1)°(x42)0 2
Or 5 n’est pas équivalent%f.
>> >
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Par suite, on n'a pa‘s{x)?;gl(x) — h1(X) + kg(X).

Retour au grain A
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ExempleA.3.23 Composition de deux équivalents

On montre sur deux contre-exemples que I'on ne peut pas, en général, composer les équivalents.
a) Xo = 400, f(x) = e’

b) xo =0, f(x)=In(cosX).

a) f(x) = e! avecu(x) = x° — x.

X2—x
. 2
On a :u(x) ~ x2 mais on n'a pa$(x) = e ~ e* car T = e *—0+#1

+0o0 +00 e +00

b) f(x) = Inuavecu(x) = cosX.

Ona :u(x)r51 mais on n'a pa$(x) = In u~ In1 = 0!!! carf n’est pas la fonction nulle.

Retour au grain A
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ExempleA.3.24 Fonctions négligeables

a) f(x) =x+Inx, xé& V(+00).
On alnx qui est négligeable par rapportxalcomparaison entre la fonctidn et la fonction puissance au
V(+00)) donc

f(x)+r:O X

b) g(x) = x> — 2.
auV(0), —2x3 est négligeable par rappork&donc

9(x)>x

auV(+o0), X% est négligeable par rapport-2x3 donc
g(x) ~ —2¢°

—+00

Retour au grain A
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ExempleA.3.25 Equivalent

On cherche un équivalent &(0) deln(cos ).

On poseu = cosx alorsu € V(1).
Orlnu ~ (u—1)doncln(cosx) ~ (cosx—1).
ueV(1) xeV(0)

De plus,(cosx—1) ~ — % donc

xeV(0)
2
X
| X)~ — —
n(cos )0 >
Retour au grain A
Sommaire Entrées canoniques 179 Documents Exemples

Exercices



Annexe B

Les exercices

Table des exercices

B.1: Exercicesduchapitre L . . . . . . . . .. 184
Exercice B.1.1 : Graphesdefonctions . . . . . . . . . ... ... 184
Exercice B.1.2 : Fonctionsmonotones . . . . . . . . . . .. . ... 185
Exercice B.1.3: Périodicité. . . . . . . . . e 186
Exercice B.1.4: Opération surdes fonctions. . . . . .. .. .. ... ... ...... 187
Exercice B.1.5: Calculdedérivées . . . . . . . . . .. . .. . 188
Exercice B.1.6 : Calculdedérivées . . . . . . . . . . . e 189
Exercice B.1.7 : Calculdedérivees . . . . . . . . . . . . ... . 190

Sommaire Entrées canoniques 180 Documents Exemples

Exercices



Exercice B.1.8 : Calculdedérivées . . . . . . . . . . 191
Exercice B.1.9: Calculdedérivees . . . . . . . . . . . ... ... 192
Exercice B.1.10 : Calculdedérivées. . . . . . . . . . 193
B.2: Exercicesduchapitre 2 . . . . . . . . . e 194
Exercice B.2.1: Simplification Arcsinus. . . . . . . . ... e 194
Exercice B.2.2: Simplification Arcsinus. . . . . . . ... Lo 195
Exercice B.2.3: Simplification Arccos. . . . . . . . .. 196
Exercice B.2.4 : Simplification Arctan. . . . . . .. ... ... .. .. 197
Exercice B.2.5: Simplification Arctan. . . . . . . . .. .. e 198
Exercice B.2.6: Logarithme . . . . . . . . . . . . . e 199
Exercice B.2.7 : Equation logarithmique . . . . . . .. ... .. ... .. ... .. 200
Exercice B.2.8 : Dérivée de fonction logarithmique . . . . . . .. . ... ... .... 201
Exercice B.2.9: Equation exponentielle. . . . . . . . ... ... ... 202
Exercice B.2.10 : Inéquation exponentielle. . . . . . . ... ... . oL 203
Exercice B.2.11: Dérivée sous forme d’exponentielle . . . . . . ... ... ... ... 204
Exercice B.2.12 : Equation hyperbolique. . . . . . . . . . .. ... ..o 205
Exercice B.2.13: Equation hyperbolique. . . . . . . . ... ... ... L. 206
B.3: Exercicesduchapitre 3 . . . . . . . . L 207
Exercice B.3.1: Produitdedd.. . . . . . . . . . 207
Exercice B.3.2 : D.lenunpointnonnul. . . .. ... ... ... ... ... .. ..., 208
Exercice B.3.3: D.lenunpointnonnul. . .. .. .. ... .. ... ... ... ... 209
Exercice B.3.4: Asymptote. . . . . . . 210
Exercice B.3.5: Asymptote. . . . . . ... 211
Sommaire Entrées canoniques 181 Documents Exemples

Exercices



Exercice B.3.6: Equivalent. . . . . . . .. 212

Exercice B.3.7 : Equivalent. . . . . . . .. L 213
Exercice B.3.8: Equivalent. . . . . . . . . .. 214
Exercice B.3.9:: Equivalent. . . . . . . . . 215
Exercice B.3.10: Calculdelimite. . . . . . . . . . . 216
Exercice B.3.11 : Calculdelimite. . . . . . . . . . e 217
Exercice B.3.12: Calculd’équivalent. . . . . . . . . .. . ... 218
Exercice B.3.13 : Asymptoteaunecourbe. . . . ... ... L L oo 219
Exercice B.3.14 : Asymptote aunecourbe. . . . . . ... Lo 220
Exercice B.3.15: Exobilan . . . . . . . e 221
Exercice B.3.16 : Exobilan . . . . . . . e 222
Exercice B.3.17 : Exobilan . . . . . . 223
Exercice B.3.18 : Exobilan . . . . . . ... 224
Exercice B.3.19 : Exobilan . . . . . . ... 225
Exercice B.3.20 : Exobilan . . . . . . . e 226
Exercice B.3.21 : Exobilan . . . . . . e 227
Exercice B.3.22 : Exobilan . . . . . . 228
Exercice B.3.23: Exobilan . . . . . . e 229
Exercice B.3.24 : Exobilan . . . . . . ... 230
Exercice B.3.25: Exobilan . . . . . . . e 231
Exercice B.3.26 : Exobilan . . . . . . e 232
Exercice B.3.27 : Exobilan . . . . . . . 233
Exercice B.3.28 : Exobilan . . . . . .. e 234
Sommaire Entrées canoniques 182 Documents Exemples

Exercices



Exercice B.3.29 : Exobilan . . . .. ... 235
Exercice B.3.30 : Exobilan . . . ... ... . 236
Sommaire Entrées canoniques 183 Documents Exemples

Exercices



<« précédent suivant »

B.1 Exercices du chapitre 1

ExerciceB.1.1 Graphes de fonctions

Tracer avec la calculatrice le graphe des fonctions suivantes :

fl(X) = 2x+ 1.
fo(x) = x3 — 2x% + 1.

211
fa(x) = 5=
f4(X) = sin(X)
fs(X) = VX2 —1

Retour au grain A
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ExerciceB.1.2 Fonctions monotones

Donner, a partir des graphes des fonctions suivantes, les intervalles les plus grands sur lesquels chacune
fonctions est croissante (respectivement décroissante).
a) f]_(X) =2x+ 1.

Retour au grain A

Solution
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ExerciceB.1.3 Périodicité

Déterminer la période des fonctions suivantes :
a) f(x) = sin(3x) — cos(X).

b) g(x) = sin(3x) + 2 cos(6x).
c) h(x) = |sin(x)].

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.1.4 Opération sur des fonctions

Soientf (x) = sin(x) etg(x) = ¥2.
Déterminer f + g, f x g, fogetgof.

Retour au grain A

Solution
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ExerciceB.1.5 Calcul de dérivées

Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
a) f(x) =4 — 2 +x2 — 1.

b) g(x) = 4sin®(x) — 2sin*(x) + sin?(x) — 1.
c) h(x) = 4e> — 2e™ e — 1.

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.1.6 Calcul de dérivées

Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
a) f(x) = cos?(x).

b) g(x) = cos(x?).

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.1.7 Calcul de dérivées

Calculer la dérivée de: f(x) = sin?(2x + 1) cos(X? + 3X).

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.1.8 Calcul de dérivées

Calculer la dérivée de: f(x) = e X (2x3 + x).

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.1.9 Calcul de dérivées

2
A A . _eX (x+1)
Calculer la derivée de: f(x) = =57
Retour au grain A
Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.1.10 Calcul de dérivées

Calculer la dérivée d&: f(x) = In (gﬁ)

Retour au grain A

Solution
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<« précedent suivant »

B.2 Exercices du chapitre 2

ExerciceB.2.1 Simplification Arcsinus

Simplifier :
a) Arcsin (sin 37).

b) Arcsin (sin ~ ).

Retour au grain A

Solution
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<« précédent

suivant »

ExerciceB.2.2 Simplification Arcsinus

Simplifier :
a) sin(Arcsinx).

b) cos(Arcsinx).

Retour au grain A

Solution
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<« précédent

ExerciceB.2.3 Simplification Arccos

Simplifier :
a) Arccos(cos(—5%)).

b) cos(Arccosx).

C) sin(Arccosx).

suivant »

Retour au grain A

Solution
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<« précédent

suivant »

ExerciceB.2.4 Simplification Arctan

Simplifier :
a) Arctan(tan(37)).

b) Arctan(tan(3J)).

Retour au grain A

Solution
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<« précédent

ExerciceB.2.5 Simplification Arctan

Simplifier :
a) tan(Arctanx).

b) cos(Arctanx).

c) sin(Arctanx).

suivant »

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.2.6 Logarithme

Calculer
a) In %.
b) Ine3.
Retour au grain A
Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.2.7 Equation logarithmique

Résoudrén(1 — x) — 2In(x+ 1) = 0.

Retour au grain A

Solution
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<« précedent suivant »

ExerciceB.2.8 Dérivée de fonction logarithmique

__In(sinX)

- etdonner le domaine de définition de la dérivée.

Calculer la dérivée di(x)

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.2.9 Equation exponentielle

Résoudre & — 4e X —-5=0.

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.2.10 Inéquation exponentielle

eX_2
Résoudre—— > 1.
ex—1

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.2.11 Dérivée sous forme d’exponentielle

Calculer la dérivée d&(x) = (x+ 1)*™* et donner le domaine de définition.

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.2.12 Equation hyperbolique

Résoudre 3ck + 2shx = 4.

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.2.13 Equation hyperbolique

Résoudre ch®2— shx = 1.

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

B.3 Exercices du chapitre 3

ExerciceB.3.1 Produitde d.l.

Donner le d.l. dgal'ordre 4 aw/(0) : g(x) = (e* — 1)(cos(2x) — 1).

Retour au grain A

Solution

Sommaire Entrées canoniques 207 Documents Exemples
Exercices



<« précédent suivant »

ExerciceB.3.2 D.l en un point non nul
Donner le d.I. dd(x) = /X pourxy = 2 etn = 3.

Retour au grain A

Solution
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<« précedent suivant »

ExerciceB.3.3 D.l en un point non nul

Donner le d.l. dgy(x) = eV* pourxy = 2 etn = 3.
On utilisera les résultats de I'exerciBe3.2

Retour au grain A

Solution
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<« précedent suivant »

ExerciceB.3.4 Asymptote

. 1
Soitf (x) = 2Arctanﬁ.
Rechercher I'existence d’asymptote a la coufpau V(+oo) et étudier la position de la courbe par rapport a
'asymptote.

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.3.5 Asymptote

Etude des branches infinies fle) = x?e®-1

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.3.6 Equivalent

Donner un équivalent ad(0) def (x) = e* + cosx — 2 — x en utilisant un d.l. dé.

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.3.7 Equivalent

Donner un équivalent ad(0) def (x) = In (cos x) en utilisant un d.l. dé.

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.3.8 Equivalent

Déterminer un équivalent de
sin X
X2 cos2 X

f(x)zln( ) x € V(0T)

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.3.9 Equivalent

Déterminer un équivalent de
f(X) = (1-cosx)®, xeV(0"), aeR

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.3.10 Calcul de limite

Déterminer la limite en O de
sinX (In(1+ x?))

Xtan X

f(x) =

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.3.11 Calcul de limite

Déterminer la limite en-oco de
1
X <e§ — COS )—1(>

X—Vx2—1

f(x) =

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.3.12 Calcul d’équivalent

Donner un équivalent ad(0) de

En déduire
. X — 1+ 2
lim 5
x—0 X
Retour au grain A
Solution
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suivant »

<« précédent

ExerciceB.3.13 Asymptote a une courbe

19
X

Asymptote et position de la courlde par rapport a 'asymptote.
F(x) = —2— x & V(+o0)
1+e

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.3.14 Asymptote a une courbe
Asymptote et position de la courlde par rapport a 'asymptote.
f(x) = X+ 2\/x2 -1

2

Retour au grain A

Solution
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<« précédent

ExerciceB.3.15 Exo hilan

DL4(0) dex — /1 + sinX.

suivant »

Retour au grain A

Solution : aregarder en dernier '

Aide 1
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<« précédent

ExerciceB.3.16 Exo bhilan

X
DL4(0) dex — ——.
4) ex sin X

suivant »

Retour au grain A

Solution : aregarder en dernier!!

Aide 1 Aide 2 Aide 3
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<« précédent

ExerciceB.3.17 Exo bilan

DL4(0) dex — 5%,

suivant »

Retour au grain A

Solution : aregarder en dernier!!

Aide 1 Aide 2
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<« précédent

ExerciceB.3.18 Exo bhilan
DL3(0) dex — (1 + x)x.

suivant »

Retour au grain A

Solution : aregarder en dernier!!

Aide 1 Aide 2 Aide 3
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<« précédent

ExerciceB.3.19 Exo bhilan

1+t

DL3(+00) det — CFRTR

suivant »

Retour au grain A

Solution : aregarder en dernier!!

Aide 1

Sommaire Entrées canoniques

225

Documents
Exercices

Exemples



<« précédent suivant »

ExerciceB.3.20 Exo bhilan

1
DL2(400) dex — xex In (%)

Retour au grain A

Solution : aregarder en dernier!!

Aide 1
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<« précédent

ExerciceB.3.21 Exo bhilan

DL3(2) dex — sinX

suivant »

Retour au grain A

Solution : aregarder en dernier!!

Aide 1
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<« précédent

ExerciceB.3.22 Exo bhilan

DL4(1) dex — 10X

X

suivant »

Retour au grain A

Solution : aregarder en dernier!!

Aide 1
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<« précédent

ExerciceB.3.23 Exo bhilan

Calculerlim

Xx—1 X" —

1 avecm # 0.

suivant »

Retour au grain A

Solution

Aide 1
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<« précédent

ExerciceB.3.24 Exo bilan

Calculerlim (7 — 2x) tan X.

s
X—>7

suivant »

Retour au grain A

Solution

Aide 1
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<« précédent

ExerciceB.3.25 Exo bhilan

Calculer lim (cost — 1)x?

X——+00

suivant »

Retour au grain A

Solution

Aide 1
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<« précédent

ExerciceB.3.26 Exo bhilan

i
Calculerlim (cos X) sin?x

Xx—0

suivant »

Retour au grain A

Solution

Aide 1 Aide 2 Aide 3
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<« précédent

ExerciceB.3.27 Exo bilan

Calculer lim (14 )"

N—-+00

suivant »

Retour au grain A

Solution

Aide 1 Aide 2
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<« précédent suivant »

ExerciceB.3.28 Exo bhilan

Donner un équivalent de + 1)" — e.

Retour au grain A

Solution

Aide 1
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<« précédent suivant »

ExerciceB.3.29 Exo bhilan

Etude des branches infinies de la fonction

Poserx =  etgtelle queg(x) = f(1). Alors g(x)?

Déterminera tel quex*g(x) admette une limite finie non nulle quardend vers 0.

Ecrire le d.I. dexg(x) au voisinage de 0 a 'ordre 2.

En déduire I'existence d’une droit® d’équationy = at + b telle que lim (f(t) — (at+ b)) = 0. Donner

t—ffoo
un équivalent en-co et —oo def(t) — (at + b), étudier le signe de cet équivalent et préciser la position
relative entre la courbe et la droifea I'infini. La droite A est appelée I'asymptote de la courbef de

PN PE

Retour au grain A

Question1 Aide 1
Question 2 Aide 1
Question 3 Aide 1
Question4 Aide 1 Aide 2
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<« précédent suivant »

ExerciceB.3.30 Exo hilan

Etude des branches infinies de la fonction .
f(x) = (Xx—1)ex1

Retour au grain A

Solution

Aide 1
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Les documents

Table des documents

C.l: Documentsduchapitre 2 . . . . . . . . . . . e 239
Document C.1.1: Démonstration des fonctions comparées. . . . . . . ... ... .. 239
Document C.1.2: Formule hyperbolique. . . . . . . . ... ... ... ... .. 241
Document C.1.3:: Expression de Argsh en fonction du logarithme . . . . . . ... ... 242
Document C.1.4 : Expression de Argch en fonction du logarithme . . . . . . . . .. .. 243
Document C.1.5: Expression de Argth en fonction du logarithme . . . . . . .. .. .. 244

C.2: Documentsduchapitre 3 . . . . . . . . . . 245
Document C.2.1 : Quotientded.l. . . .. .. ... 245

Sommaire Entrées canoniques 237 Documents Exemples

Exercices



Document C.2.2 : Démonstration sur la composition des équivalents particuliers. . . .247

Sommaire Entrées canoniques 238 Documents Exemples
Exercices



<« précédent suivant »

C.1 Documents du chapitre 2

DocumentC.1.1 Démonstration des fonctions comparees

Démontration aw (+oco).

a) lim — =0
X—+o00 X
1
vt>1 - —doqu>1 / dt</
Lo 1\/ 1
Alorsx>1, 0<lnx<2(yx—1) <0< Il—X< 2(vx-1) — 0.
X X X—+00
In x
b) Va >0, lim =2 _o.
X——+o0 X%
Posong = x® alorst — 400 quandx — +oo (cara > 0).
Inx «alnt
Donc— = — 0.
Xe t t—+oc0
>>>
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5
lim (Inx) =
Xx——4o0 X%

B B
(%) = (thX) — 0 d’'aprésh).
Xa XB X——+00

c) V(a >0, 8>0),

. e
d) Yo > O,Vﬁ > O, XLIEIOOX—O‘ = +00.
Posong = e* alorst — 400 quandx — +oco.
efx t?

— = d’apresc).
T D)t T 0 daPIeSO)

Retour au grain A

444«

Sommaire Entrées canoniques 240

Documents
Exercices

Exemples



<« précédent suivant »

DocumentC.1.2 Formule hyperbolique

Démonstration de’x € R, ch?x — sh®x = 1.

Ona:

Vx € R, chx+ shx=e*
et

vx € R, chx—shx=e™*
donc

vx e R, (chx+ shx) (chx —shx) = ch®x — sh?x = 1.
Retour au grain A
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<« précédent suivant »

DocumentC.1.3 Expression de Argsh en fonction du logarithme

Démonstration de : Argsh= In (x +v1+ x2) .
Soity = Argshx alorsx = shy, x € R.
Or chy + shy = eY et ch?y = 1 + sh?y = 1+ x2.

Commecly > 0,ona:chy=v1+ %2

Par suite,
e¥=vV1+x2+Xx <= y=Argshx=In <x+ 1+x2) .
Retour au grain A
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<« précédent suivant »

DocumentC.1.4 Expression de Argch en fonction du logarithme

Démonstration devx > 1, Argchx = In (x + VX2 — 1) )
Soity = Argchx alorsx = chy ety > 0
Or chy + shy = eY et sty = ch?y — 1 = x2 — 1.

Commey > 0,0na:sly>0etshy = vx2 - 1.

Par suite,
e¥=vx2-1+x <= y=Argchx=1In <x+ VX2 — 1) .
Retour au grain A
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<« précédent suivant »

DocumentC.1.5 Expression de Argth en fonction du logarithme

: 1 1-
Démonstration devx €| — 1, 1], Argthx = - In ( X) :

2 1+x
vx €] —1,1], y=Argthx <= x=th _ e
) ’ y - g - y_ e2y + 1
t—1 1-x
Posong = e alorsx = —— <= t= .
t+1 1+X
Par suite,
1-x 1 1-x
% — — Argthx = =1 .
e 1o x =y gthx e
Retour au grain A
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<« précédent suivant »

C.2 Documents du chapitre 3

DocumentC.2.1 Quotient de d.l.

On supposéir%f(x) = lin% g(x) = 0 et quef etg admettent un d.l. & 'ordre auV(0) alors :
X— X—

f(0 = ap® +ap 0™+ +ax +X%(x), p>1, a#0
g(X) = brX™ 4 by P 4 -+ bpx™ + X"e(x), m>1, by #0

f)

Sip < m, ona:lim —= estinfinie, il N’y a donc pas de d.l.
x~0g(X)
: f - R
Sip>m,ona :lir%% est finie ; on va montrer que dans ce bas % admetund.l. a l'ordrea — m.
X—

Posons =p — malorss> 0 etp=m-+s.
En simplifiant la fraction pax™

hx) = X+ ap X+ axX™M XM (X)) fy(X)

B + BmyaX + - - - 4 bpx™=M - xn=Mg(x) gy (X)

> > >
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f; etg; ontun d.l. aw/(0) a I'ordren — mavecg; (0) = by, # 0.
On est donc ramené au daslans le d.I. d'un quotient.

Remarque C.1 Pour avoir le d.l. de h a I'ordre n, il faudra prendre le d.I. de f et g a I'ordre-rm.

Retour au grain A

444«
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<« précédent suivant »

DocumentC.2.2 Démonstration sur la composition des équivalents particuliers

Démonstration des résultats sur la composition.

On va utiliser la seconde définition de I'équivalent.

Sion au(x)rx\év(x) anrs% =1+ ¢(x), Xll_)I{(lO % =1

Alors
) Inu(x)  In(v(x)(L+e(x)) Inv(x)+In(1+e(x) 14 In(1+ £(x))
Inv(x) In v(X) B In v(X) B In v(X)
Or siln v(x) n’a pas comme limite 0, on a
In(1+¢(x)) e(x) 0
In v(x) rlenv(x)@

et par suite
In u(x)~ In v(x
nu(X)~ Inv(x)
L u(x u(x)\
i) si lim Q = 1 alorslim Q =i
x—Xo V(X) x—Xo \ V(X)
>> >
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Par suite

(U(X))" ~ (v(x))"

%
ii) =20 eV _, 1 si lim u(x) — v(x) = 0
eV(¥) X—Xo
Retour au grain A
<4<«
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Entrées canoniques

Le gras indique un grain ou le concept est défini; Continuité enunpoint...................... 35
Iitalique indique un renvoi a un exercice ou un exemple,  Continuité surunintervalle ................. 36
le gras italique a un document, et le romain a un grain ou
le concept est mentionné. D
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Tableau des dérivées .. ....................A8.

Tangenteaunecourbe..................... 42..

Taylor . ... 20

Taylor-Young. ... 92

VOISINAGE . . .o v 17
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Solution de I'exercice B.1.2

a) f1 est croissante sur R.
b) f, est croissante syir— oo, 0] et sur[%, +oo] et est décroissante si, g].
c) f3 est croissante sUF- oo, —1] et sur[1, +oo| et est décroissante surl, O] et sur|0, 1.
d) f4 est croissante sug = [—% + 2kr, 5 + 2kr| , k € Z.
f4 est décroissante st = [3 + 2kr, 37 + 2kr] , k € Z.
e) f5 est décroissante sir oo, —1] et est croissante Sif, oo|.

Retour a I'exercicea



Solution de I'exercice B.1.3
a) sin(3x) a comme périod%ﬁ etcos(X) a comme périoder2doncf a comme périoder2
b) sin(3x) a comme périodéf etcos(6x) a comme périodé doncg a comme périodéy.

c) WX € R, |sin(X+ 7)| = | — sin(X)| = | sin(X)|. Donc la période dé estr.

Retour a I'exercices



Solution de I'exercice B.1.4

(f+0)(X) = x°+sin(x), (fxg)(x) =x2sin(x) (fog)(x) =sin(x?), (gof)(X) = sin?(x).

Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.1.5
a) f/(x) = 20x* — 8x® + 2x.

b) g(x) = 4u® — 2u* + U? — 1 etu = sin(x) doncg'(x) = (20u* — 8u + 2u) x U,
g'(x) = (20sin*(x) — 8sin3(x) + 2sin(x)) cos(X).

c) h(x) = 20e> — 8e™ + 2

Retour a I'exercices



Solution de I'exercice B.1.6

a) f(x)

u? avecu = cos(X).
f'(x) = 2u

U = —2cos(X) sin(X) = — sin(2x).

b) g(x) = cos(u) avecu = x°.
g (X) = —U'sin(u) = —2xsin(x?).

Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.1.7

f(X) = u x vavecu = sin?(2x + 1) etv = cos(x® + 3x).
f'(X) = Uv+ uv.

U = 2cos(2x+ 1)sin(2x+ 1) x 2 = 2sin(4x + 2).
V = —sin(x? 4+ 3x) x (2x + 3).
Doncf/(x) = 2sin(4x + 2) cos(x% + 3x) — (2x + 3) sin(x? + 3x) sin®(2x + 1).

Retour a I'exercicea



Solution de I'exercice B.1.8

f(X) = ux vavecu=e Xetv= (2 +Xx).
f'(x) = Uv+ uv.

U =—-eX
V = 6x%+ 1.
Doncf/(x) = e ™ (—2x3 — x+ 6x* + 1) .

Retour a I'exercicea



Solution de I'exercice B.1.9
2 2x
f(x) =g avecu =e* (x+1) etv=e+1.
f’(X) _ u’v;zuv_
u =e* (2 + 2x+1).
vV = 2

On remplace.

Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.1.10
f(x) = In(u) avecu = £+1,

f'(x) = 1.

2X(2x—1)—2(x>4+1) _ 22—2x—2

/I __
U= (2x—1)? T (2x=1)?

f/(X) 2X°—2x—2

= 2x-1)(&+)

Retour a I'exercicea



Solution de I'exercice B.2.1

a) sim%7T =sin7z = @
D'ot Arcsin (sin 37) = Arcsin (¥2)

s
4l

b) Arcsin(sin &) = Arcsin(sin =) = Arcsin(—1) = .

Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.2.2

a) sin(Arcsinx) est définie pouxk € [—1, 1].
sin(Arcsinx) = x pourx € [—1,1].

b) cos(Arcsinx) est définie pour € [—1, 1].
On a :cos?(Arcsinx) = 1 — sin?(Arcsinx) = 1 — x? d’oul | cos(Arcsinx)| = v/1 — X2.
Comme Arcsirx € [—3, 5], on a :cos(Arcsinx) > 0 d’ou cos(Arcsinx) = v1 — x2.

Retour a I'exercices



Solution de I'exercice B.2.3
a) Arccos(cos(—7%)) = Arccos 0= 7.

b) cos(Arccosx) est définie pouk € [—1, 1].
cos(Arccosx) = x pourx € [—1, 1].

c) sin(Arccosx) est définie pouxk € [—1,1].
On a :sin®(Arccosx) = 1 — cos?(Arccos(x)) = 1 — x2 d’oll | sin(Arccosx)| = v/1 — x2.
Comme Arccox € [0, n1], on a :sin(Arccosx) > 0 d’olsin(Arccosx)v'1 — X2,

Retour a I'exercicea



Solution de I'exercice B.2.4

5

N

a) Arctan(tan(%)) = Arctan(tan(%)) = Arctan1= 7.

&

3

b) Arctan(tan(3)) = Arctan(tan(3)) = 3.

Wl

Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.2.5

a) tan(Arctanx) = x pourx € R.

cosZ X’

b) Sachant quéan’x+ 1= —%-,ona:
1

2 _ _ 1
cos“(Arctanx) = 1+tan?(Arctanx)) ~— 1+x?
donc| cos(Arctanx)| = ﬁ
Comme Arctax €] — 7, 5[, on a :cos(Arctanx) > 0.
Donccos(Arctanx) = \/ﬁ

c) sin®(Arctanx) = 1 — cos?(Arctanx) = 1 — = d'aprés b).

X

Donc| sin(Arctanx)| = e

;

Orsix > 0, on a: Arctarx € [0, 5[, doncsin(Arctanx) > O.
Six < 0,ona: Arctarx €] — 5, 0[, doncsin(Arctanx) < O..

Par suitesin(Arctanx) = \/ﬁ pourx € R.




Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.2.6
a) ln% =—Ilne = —-1.
b) Ine® = 3lne = 3.

Retour a I'exercica



Solution de I'exercice B.2.7

On cherche les réelssolution de cette équation.

Si x existe alorsx < 1 etx > —1, donc on cherch& €] — 1, 1] qui vérifie 'équation
In(1—x) = In(x + 1)2.

Commeln est une fonction croissante, I'équation sera vérifiée si et seulement si
(1-%X) =(x+1)? «—=x+3x=0 <= (x=00ux=-3).

Comme on doit avoix €] — 1, 1], on n'a qu’une solutiox = 0.

Retour a I'exercica



Solution de I'exercice B.2.8

La dérivée existe powtels quex = 0 etsin x > 0.
D= U Ik ouly =|2km, ™ + 2krr].

keZ
COsS X

Pourxe D, f/(x) = SiX

X — In(sin X)
X2 '

Retour a I'exercicea



Solution de I'exercice B.2.9

Commevx € R, e* > 0 alors € +# 0.
Ona:
eX—4e X-5=0 <= eX*_-5eX+4=0.

Posong = e*, alorst > 0.
eX_BeX44—0 <t2—5t+4:0ett> o) .

t? -5t+4=0 <= (t=1out=4).Donce =1oue =4
Les solutions sont donc= 0 oux = In 4.

Retour a I'exercicea



Solution de I'exercice B.2.10

e _

<1 est définie pour €+ 1 < x # 0.

X —>

Posong = e* alorst > 0 ett # 1.
On va donc résoudre

t2 -2

ﬁ21 ett >0 ett#1l

t2 -2 2 _t—1
>]l«— —  >0.

t—1 — t—1 =

Les racines d&# —t — 1 = 0 sontt; = % > 0 etty, = 1_7*5 < 0.
donctl > 0 <= t € [ty, 1[Uty, +o0.

Par suite

=7
(t T > lett > 0ett # 1) <=t €]0, 1[U[t1, +00].

1++/5
2

doncx €] — oo, O[U[In( ), +00.



Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.2.11
f(x) = esinxn(+1) : on a dond =] — 1, +o0l.
f(x) = e" avecu(x) = sinxIn(X+ 1).
Par suitef’(x) = u'e! = (cosXIn(X + 1) + SX) esinxIn(x+1)

Retour a I'exercicea



Solution de I'exercice B.2.12

3chx +2shx =4 <= 5e*+eX=8 <« 5e*_8eX+1=0.

On posd = e* alorst > 0.
Ona:32-8t+1=0 <= (t: —8+§(\3/1_10ut: —8_56/1_1).

Ces deux racines sont positives donc on a:

_ 8+2v/11 - 8—2y11
x_ln(+1—5/_) oux = In (T\/_>

Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.2.13

Ona:chX = 2sh®x + 1.
DolichX—shx=1 <= 2sh®—shx=1 <« (shx:Ooushx:
shx=0 <+— x=0.

shx=1 < eX-eX=1 = eX-e*-1=0

NIl=

).

On posé = e* alorst > 0.
2-t-1-0 « (t==LSBout—=13E).

Une seule des deux racines est positive donc les solutions de I'équationxsentO: ou
X=1In (_145\@) :

Retour a I'exercices



Solution de I'exercice B.3.1

X2 X3
e*—-1 = TR + x*(x)
2
cos(2X) —1 = -2+ é><4 i x45(x)

Par suiteg(x) = —2x3 — x* + x*(x).

Retour a I'exercicea



Solution de I'exercice B.3.2
On posd = x — 2.
Alorsf(x) = u(t) = Vit 2= (t+2)2, te V(0).

Dans le tableau des d.I. &(0), on a :(1 + t)“.
Ici @ = 3 mais on a2 + t) et non(1 + t). On va donc faire apparaitre 1 en mettant 2 en
facteur.

V2+t=+v24/1+ avectouloursﬁeV(O)

2 2
1 1 1 1

0 3 _ 4 Lo +.3 3
rA+0% =14 5t— ot + 4+ (t)
donc . . .

3 2 3, 43

2 — - -
(2+1) f2<1+4t = TaoE il 5(t)>
et par suite

V2 V2. o V2

(x—2)3+(x—2)%= (x— 2) aveclime (x—2) =0

ﬁ:ﬁ+7( —2)- g (X= 258 %

32



Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.3.3
On posd = x — 2.

Alors g(x) = h(t) = evV*? = eYavecu(t) = vVt + 2= (2 + t)% ett € V(0).
C’est une fonction composée. On va utiliser la regle de la composition.

Attention Ici %ir% u(t) = V2 # 0. On ne pourra pas utiliser le d.I. que I'on connait de la
fonction exponentielle carn’est pas aw/(0).

On connait le d.I. de(t) établi dans I'exercic8.3.2

_ 1 1, 1.3 33
u(t) = v2 <1+ At 35t + gt 5(t)>
On posev(t) = v=u— /2 alorsv € V(0).
V(t) = V2 (3t — A2+ 243 + (1)) eton an(t) = eV = eV,
Commev € V(0),on a:

h(t) = eV?2 (1+V+V—22+§+v35(v))



avec

B 1. 1., 1.5 .
v_f2<4t 32t+128t+t5(t)>

> 13 .3
V2 = 2(1—6t—at +t (t))

Ve = \/_t2+t3 (t)

Donc en remplagant daimst)

\/_\/_ 1 \/z \/Z
V2 V2 2 3 3
) =e"2+ =Yt ve (16 =t +—384t + (1)

Par suite

‘/é\/é 1 V2 56‘/2
VX _ V2, 8 Ve V2 [+ V< 2 S R - P
e e t—y (x—2)+e (16 3 (X—2)°+ 384 (X—2)°+(x—2)7e(x—2)

avec
lime(x —2) = 0.

X—2



Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.3.4

a) La fonctionf a peut-étre un d.l. généralisé ¥(Hoo).
Posong = & alorst € V(0).

f(x) =g(t) = tlerctan (%_J()

La fonctiont — Arctan () a un d.l. aw/(0).
On prend a l'ordre 3, alorg aura un d.l. généralisé a I'ordre 1 puisque on divisethar

b) Cherchons le d.I. da(t) = Arctan ().
C’est une fonction composeée.

t
h(t) = Arctanu avecu(t) = 7— = t+ t? 4 3+ <(1)
On au € V(0) alors Arctaru = u — ¥ + u3(u).
Par suite

t 2
Arctan [ —— | =t +t2 + =63 + t3¢(t
<1 — t) +U+ St e(t)



c) On va déterminer I'asymptote.
gt) =" =11 142t +te(t), teV(0)
alors
f() =x+1+2+1l), xeV(to)
La droitey = x + 1 est asymptote a la courbe flet on a

2 11

f(x) —y= 3 ;5(;)

f(x) —y > 0 auV(+o0) : la courbe est donc au dessus de I'asymptote.
f(X) —y < 0auV(—oo) : la courbe est donc au dessous de I'asymptote.

Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.3.5

lim f(X) = +oc.

X—+o00
On va chercher I'existence d’un d.l. généralisé poauV (0).

Onposd =3, te V(0).
Alors

1 _t
hadmet un d.l.
a) d.I. dehauV(0) a I'ordre 3.

h est une fonction composée.

t
_ ol _ 143,43
h(t) =e", u(t)_l_tz—t+t + t°%¢(t)
2 3
w o
CommeueV(O),e“:1+u+—2+—6+u3s(u)



par suite
2

2 7
h(t) = 1+t+§+6t3+t35(t)

b) Asymptote.
Onawgt)=3+1t+3+&+1(})
Le d.l. généralisé au(+o0) def est donc

f(x):x2+x+}+l+}5 L
2 6x X \X

Soit la parabole d’équation= x? + x + % : c’est 'asymptote a la courbe &(+o0) car
lim (f(x)—y)=0

X7 £00
De plus,f(x) —y = & + 22 (%).
La difféerence est positive au(+oc) donc la courbe est au dessus de la parabole a
V(+00).
La différence est négative ali(—oo) donc la courbe est au dessous de la parabole a
V(—00).

Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.3.6

Si on fait le d.I. def a I'ordre 2, on trouve la partie polyndme nulle. On n’est pas allé asse
loin pour trouver un équivalent.

Choisissons I'ordre 3 pour le d.l.

2 X3
eX = 1+x+%+§+x35(x)
, !
cosX = 1— XE + x3(X)
Par suite e
f(X) = = + x°=(x)
3!
et 3
X
f(X)~—
()~

Retour a I'exercicea



Solution de I'exercice B.3.7

On a une fonction composée. On choisit I'ordre 2 en espérant que la partie polynéreeide
non nulle sinon on prendra un ordre plus éleve.
f(X) =In(1+ u) avecu(x) = cosX — 1 = _sz + x2<(x) etu € V(0) quandx € V(0).

Pourue V(0), In(14u)=u-— “72 + u2s(u)

Donc
R,
f(x) = — X e(Xx)
et par suite
f(x) __X2
0o 2

Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.3.8

f(x) = In(u(x)) avecu(x)(;v(x) =77 =X—0#1

On peut composer par suite

f(x)alnx

Retour a I'exercicea



Solution de I'exercice B.3.9

On af (x) = (u(x))” avecu(x) = 1 — cosx etx € V(0).

2
X
uxX)~— >0
()02
donc
X2a

Retour a I'exercica



Solution de I'exercice B.3.10

C’est une forme indéterminée.

sin e, In(1+ XZ)BJXZ, tan XX
En appliquant la regle sur le produit et le quotient, on a :

x3

~— —= X
0 X2

f(x)
En appliquant la régle que deux fonctions équivalentes en un méme point ont la mé
limite, on en déduit

lim f —
ey =€

Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.3.11

C’est une forme indéterminée.

On commence par se ramenena@") en posank = 1.
t
e' — cost

Alorsf(x) = g(t) = ————, te V(0"
g se présente sous la forme d’'un quotigft) = %, on pourra appliquer la régle des équi-

valents sur un quotient.
On va donc chercher un équivalentg) et un équivalent d®(t) auV(0™").

N(t) est sous la forme d’'une somme ; comme on n’a pas de régle sur les sommes, or
passer par les d.l.

el =1+t+te(t), cost=1+te(t)
doncN(t) =t + te(t).



et

Par suite

N(t)é\jrt
PourD(t), on sait qug (1 + x)* — 1) ~oX
Par suite
{2
g(t)c’; )

Jim £0) = lim g(t) = —o

Retour a I'exercica



Solution de I'exercice B.3.12

Commef est présentée sous la forme d’'une somme, on va passer par des d.l. Pour ga
du temps, il faut essayer de trouver I'ordre minimum qui donnera un premier terme non n
D’apres le d.I. de ces fonctions, il semble que 'ordre 2 suffit.

2
X 1 3
eX =14 x+ = +x%e(X), VI+2x=1+=(2X)— =(2%)?+ x%(x)

2 2 8
donc
f(X) = 2¢ + x%e(x) et f(x)?;2x2
Donc .
—Vv14+2
lim & V21X
x—0 X

Retour a I'exercica



Solution de I'exercice B.3.13

On posex = £ alorst € V(0) etf(x) = g(t) = @ — Y ouh(t) = =
hadmet un d.l. & l'ordr@ + 1 alorsg admet un d.l. généralisé ou développement asympto
tique a I'ordren. On prendh = 2

1 1 1
h(t) = ~ 4 tPe(t
® 21trlrte) 2 4 ®
Le coefficient du termé? est nul, si on veut avoir la position de la courbe par rapport
I'asymptote il faudra choisin = 3.

1 1 1, 3
h(t — = — S — ki
YIS 2+t+ 0+ 0 +3(t) 2 4 24 Y
1 1 t
g(t) = 2t Z—f‘ﬂ—i—t (t)

et
1+ 1 i 15(1)
4 24x2 X2 'x

f(x):)—z(



En conclusion, la droite d’équatign= 3 — %1 est asymptote a la courbe ¥@+00).

1 1 1 1
oY) =y= 24x2 + Pg(?ﬂ;omxz >0

La courbe est au dessus de I'asymptot&/&too) et auV(—oo).

Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.3.14

On doit étudieff auV(+o0).

On posex = t alorst € V(0).

_ 12 __t2
f<x):g(t):(1+22\|t/|1 t:(1+22t()ﬂ21 t

a = 1<=1teV(0") < x€ V(+x)
a = —1<—=1teV(0 )<= xeV(-x)

h(t) = (1+ 2t)v1—-t2aund.l en 0 al'ordren + 2. Alors g a un d.l. généralisé ou
développement asymptotique a I'ordrauV(0).
On prendn = 3.

1
V1-t2=1- 22+ t3(t)

2
donc

1
h(t) =1+ 2t — Et2 — 13 4 3<(1)



Par suite

et finalement
X x 1 1 1
X

En conclusion,
a) auV(+oo)
La parabole d’équatiop= 3x2 + x — 7 est asymptote &

NESEN
20X X "X +oo2X
La courbe est en dessous de la parabol¥ @goo).

<0

b) auV(+o0)
La parabole d’équatiop= —3x? — x + % est asymptote &
1 11 1
F(X) =y = —— + =e(2) ~ —
69—y 2aiX + xg(x)+o<32x <0

La courbe est en dessous de la parabol€ @too).



Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.3.15

1 1,
1+2x—§x ——x3 @)(4—1—)(48( ).

Retour a I'exercice



Aide 1, Exercice B.3.15

Composer lL4(0) dev/1 + u avec leDL4(0) desinx carsin 0 = 0.

Retour a I'exercicea



Solution de I'exercice B.3.16

1 7
1 — 2 o .
+eX T3 x* + x*e(x)

Retour a I'exercice



Aide 1, Exercice B.3.16

: - 1 : .
Si votre coefficient de* est3—6, relisez dans le cours les régles pour calculer un d.l. en effec
tuant une division selon les puissances croissantes et essayez a nouveau.

Retour a I'exercica



Aide 2, Exercice B.3.16

Le d.l. desin x en 0 commence paror pour effectuer la division selon les puissances crois-
santes, il faut que le terme au dénominateur ne s’annule pas. Il est donc nécessaire de simg
parx avant d’effectuer la division selon les puissances croissantes.

Retour a I'exercices



Aide 3, Exercice B.3.16

Pour que le d.l. soit juste jusqu’a I'ordre 4, il faut qu’au moment ou vous effectuez la divisic
selon les puissances croissantes, le numérateur et le dénominateur soient a l'ordre 4. B
il faut écrire le d.l. desinx en 0 a l'ordre 5, simplifier pax et effectuer la division selon les
puissances croissantes.

Retour a I'exercica



Solution de I'exercice B.3.17

e— %xz + %x“ + X% (x).

Retour a I'exercice



Aide 1, Exercice B.3.17

Votre d.l. commence par 1.

Que vaukcs%? Relire le cours sur la composition des d.|. et refaire les calculs.

Retour a I'exercica



Aide 2, Exercice B.3.17

Soitcos X = P(X) + x*=1(X).

Ecriree®osX = gltcosx—1 _ ggosx—1 ot nosem = cos x — 1.

Cette fois, lorsque est proche de Q est proche de 0.

Il suffit donc d’écrire le d.l. de Ben 0 & I'ordre 4 : & = Q(u) + u*s5(u), et on obtient le d.l.
recherché en écrivant ‘& = e e*~1 = e(Q(P(x) — 1)) + x*3(x).

Retour a I'exercicea



Solution de I'exercice B.3.18

e 11e2
€ — SX+ T X X3—|—X6()

Retour a I'exercicea



Aide 1, Exercice B.3.18

Vous avez utilisé le d.l. dél + x)®. C’est faux, car doit étre indépendant de Il faut écrire
la fonction sous forme exponentielle.

Retour a I'exercices



Aide 2, Exercice B.3.18

Vous avez écrit la fonction sous forme exponentielle mais votre d.l. commence par 1, rev
I'exercice précédent.

Retour a I'exercice



Aide 3, Exercice B.3.18

Vous avez écrit la fonction sous forme exponentielle mais le terme de degré 3 est faux. A ©
ordre faut-il écrire le d.I. d&n(1 + x) pour que le d.l. recherché soit a I'ordre 3 ?

Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.3.19

Retour a I'exercice



Aide 1, Exercice B.3.19
Poserx = % pour vous ramener en 0O et effectuer la division selon les puissances croissar
ou sig(X) = f()—l(), interpréterg comme le produit de deux fonctions dont vous multiplierez les

d.l. en 0.

Retour a I'exercica



Solution de I'exercice B.3.20

1+1_|_i_|_£ (1')
ox 32 2o\

Retour a I'exercice



Aide 1, Exercice B.3.20

Poseu = % pour vous ramener en 0 etggiu) = f(%), écrire le d.l. deg a I'ordre 2.

Retour a I'exercicea



Solution de I'exercice B.3.21

1
sinX = sin2 + (X — 2) cos 2 — Q(X_ 2)%sin 2 — %(X— 2)3cos 2+ (x — 2)3:(x — 2).

Retour a I'exercices



Aide 1, Exercice B.3.21

Utiliser la formule de Taylor Young.

Retour a I'exercicea



Solution de I'exercice B.3.22

X 1) — S 12+ - 1)~ k- 1) 4 (- De(x— 1),

Retour a I'exercices



Aide 1, Exercice B.3.22

Poserx = 1 + u pour vous ramener en 0.

Retour a I'exercicea



Solution de I'exercice B.3.23
1
m

Retour a I'exercice



Aide 1, Exercice B.3.23

Posert = x — 1 pour vous ramener en 0 et utiliser la feuille sur les équivalents.

Retour a I'exercicea



Solution de I'exercice B.3.24

Retour a I'exercice



Aide 1, Exercice B.3.24

Posert = x — 5 et exprimertan (5 + t) en fonction desantt.
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Solution de I'exercice B.3.25

1

2

Retour a I'exercice



Aide 1, Exercice B.3.25

Poselt = )—1( pour vous ramener en 0 et donner un équivalent de la fonction.
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Solution de I'exercice B.3.26

|
NI

Retour a I'exercice



Aide 1, Exercice B.3.26

Ecrire la fonction sous forme exponentielle.
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Aide 2, Exercice B.3.26

In(cos X)

Trouverlim 5
X

x—0 sin
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Aide 3, Exercice B.3.26
On rappelle quén(cos X) rov(cosx —1).

Retour a I'exercica



Solution de I'exercice B.3.27

Retour a I'exercice



Aide 1, Exercice B.3.27

Revoir les cas d’'indétermination.
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Aide 2, Exercice B.3.27

Mettre sous forme exponentielle.
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Solution de I'exercice B.3.28

e

n
On rappelle que I'équivalent d’'une fonction ne peut jamais étre 0 (sauf pour la fonction ide

tiguement nulle).
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Aide 1, Exercice B.3.28

\Voir exerciceB.3.18des d.I..
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Aide 1, question 1, Exercice B.3.29

00 = ( —2- X)€"

Retour a I'exercice



Aide 1, question 2, Exercice B.3.29

Retour a I'exercicea



Aide 1, question 3, Exercice B.3.29

xg(x) =1 — X — gxz + X%¢(X)

Retour a I'exercice



Aide 1, question 4, Exercice B.3.29
L'equation deA esty =t — 1.
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Aide 2, question 4, Exercice B.3.29

On déduit de la question précedente (¢ =t — 1 — % - %5(%).
Ainsi, lim {ft)-(t—1)} = lim —2% = 0. La droiteA d’équationy = t — 1 est asymptote
t—"0o0

t—" 00

ala courbe. Comméf (t) — (t—1)} B —%, on obtient en étudiant le signe el% la position

o

relative de la courbe et de son asymptote : au voisinagecde—% est négatif doné(t) —
(t— 1) < 0 etla courbe est au-dessous de son asymptote, au voisinag@ﬂe% est positif
doncf (t) — (t — 1) > 0 et la courbe est au-dessus de son asymptote.
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Solution de I'exercice B.3.30

1 1 1 t
Posong =1 Ona—— =° — —t(1 4+t te(t)) =t + t2 + t2(1).
1 x1_)_1( T (1+t+te(t)) + 17+ t%(t)

£ tend vers 0 quantitend vers 0 donc on compose le d.l.de avec le d.I. d&*en 0 :
et = 1+ (t+12) + M | 2(1) = 1+t+t2+ 324 2e(t) = 14+t + 362 + t2(1).
Par suiteer 1 = 1+2 4.3, 4+ 1c(1) et(x—1)ext = x+1+——1—1+15(l) = X+ =+1e(3)
2x2x2 - X T x=\x/ T 2x T x=\x/*
L’'asymptote a la courbe est donc la droite d’équatiea x et leur position relative dépend
du signe de}x. Ainsi, au voisinage de-oco, f(x) — x > 0 et la courbe est au-dessus de son
asymptote, au voisinage dex, f(x) — x < 0 et la courbe est au-dessous de son asymptote.

Retour a I'exercice



Aide 1, Exercice B.3.30

S’inspirer de I'exercice précéderi.3.29

Retour a I'exercicea
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