Introduction a la PLNE - Exercices -corrigé

I Pour fabriquer trois types de produits P1, P, P3, a firme Nacege a pour politique de .....

Variables :
xj quantité produite du produit i

yi = 1 ou 0 suivant que la machine i est louée ou non

Contraintes :

sur les matiéres premieres
4x1+3x2 +4x3 <160
sur la main d'oeuvre
3x1+2x2 +6x3 < 150

Objectif :
Max (12x1+8x2 +15x3 - (6x1 +4x2 +8x3) -(200y1 +150y2 +100y3)

On pourrait penser que le probleme s'écrit :

Max 6x] +4x2 +7x3 -(200y1 +150y2 +100y3)
4x1+3x2 +4x3 < 160

3x1+2x2 +6x3 < 150

X1, X2, x3 20

yi=1lou0i=1,.,3

Sous cette forme il est clair qu'a I'optimum, les variables yj seront nulles. Cette formulation n'est pas
correcte. Il faut de plus écrire que l'on ne peut produire un bien que si on a loué la machine
correspondante.

On adjoint pour cela les contraintes :

x]1£ My1 x2 £ Myp x3< My3

avec M suffisamment grand pour que la contrainte xj < M n'impose aucune valeur particuliere a xj
(on peut prendre par exemple ici M = 100).

Ces contraintes traduisent le fait qu'il ne peut y avoir production (xj > 0) que si la machine est louée
(vi=1).

Ces contraintes n'interdisent pas d'avoir yj= 1 et xj = 0, la machine est louée mais il n'y a pas
production. Mais une telle solution ne sera pas optimale.

Le probléme s'écrit donc :

Max (6x1+4x2 +7x3 -(200y1 +150y2 +100y3)
4x1+3x2 +4x3 <160

3x1+2x2 +6x3 < 150

x]1£ My1

x2 < My2

x3< My3

X1, x2,x3 20

yi=lou0i=1,.,3

**On suppose de plus que si on produit du bien P1, sa production doit étre d'au moins 10 unités.
Comment modifier la formulation précédente?

On doit donc avoir x71 =0 ou x1=10

Pour traduire cela, on introduit une variable booléenne y et la contrainte :

x1210y ; siy=1alorsx =10

Ceci n'est pas suffisant car si y = 0 on peut avoir 0< x7 <10
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On écrit en plus :

My=2x1 Siy=0alorsx]=0.

d'ot1 le résultat:
x1 =0 ou x1210 se traduit par
My=2x1210y avecy=0oul

II On considere un bien dont on souhaite planifier la production sur les T périodes a venir.
Variables de décision :
quantité & produire xt = quantité a produire en périodet,t=1,..T

Pour simplifier la formulation on introduit des variables représentant le stock a la fin de chaque
période.
yt = stock en fin de période t apres satisfaction de la demande, t=1, ..., T

Contraintes

Contraintes liant les quantités produites (variables), les demandes (données) et les stocks (variables)
yt-1+xt =dt +yt

soit

yt-1+xt -yt=dt pourt=1,..,T

il faut connaitre le stock initial y(

On ne veut pas de rupture de stock. Il faut traduire que la demande de chacune des périodes est
couverte par le stock de début de période complété par la production de la période :

Y1 +xt 2 dt
or yt =yt1+xt -dt
11 suffit donc d'imposer y= 0

Objectif :

Il s'agit de minimiser les cotits de production et de stockage;
Cott de stockage pour la période t : htyt

Cotit de production pour la période t:

0sixg=0

K¢ + ptxtesixg>0

On ne doit tenir compte du coftit fixe que si une production est effectivement mise en oeuvre.
Pour cela on introduit une variable booléenne z, avec :

xt >0 implique zt =1
Le cott de production de la période t est alors :
Kezg + pixt

Pour garantir que si zt =0 (on ne tient pas compte du cott fixe) il n'y a pas production on introduit

une contrainte
xt< Mzt

Le probleme se modélise alors de la maniere suivante :

T
Min z (Kizy +peXe +heyy)

t=1
yt-1 +xt -yt=dt pourt=1,.,T

xt <M zt
xt,yt=0 t=1,.,T ze{0,1} t=1,..,T

Modifier la formulation précédente dans les cas suivants :
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1 - Le niveau de production x du bien doit vérifier:
x=0ou Cmin <x < Cmax
Soit z une variable booléenne qui sera associée a I'un ou l'autre des cas de figure :
On peut écrire
X £ zCmax siz=0onauraalors x=0
Il faut maintenant traduire que si z =1 alors x = Cpin
Il suffit d'écrire x2= Cnin z
Finalement on a:
Cminz £x £ zCmax
z=0 implique x =0
z=1 implique Cmin <x < Cmax

2 - Le niveau de production x du bien doit vérifier
x=0o0ux=Q oux=2Q ........ oux=mQ
(la production est un multiple entier d'une taille de lot)

On associe a chaque cas possible une variable booléenne :

on écrit

x=y1*Q +y2*2Q + +ym*mQ)

avecy] +..+ym <1 ce qui garantit qu'au plus une des variables y; sera égale a 1.
Si elles ont toutes nulles, on aura x=0.

III Pour préparer un envoi publicitaire vous avez la possibilité d'acquérir différents fichiers.....
Variables :

On introduit une variable booléenne par fichier :

xj =1 si le fichier j est acheté , 0 sinon

Contraintes :
Toutes les catégories de population sont couvertes :

Par exemple, pour la catégorie 1 on doit avoir
X1+ x4+ xg21 seuls les fichiers 1, 4 et 8 conviennent.
On a de méme :

X2+ X3+ X4 + X¢ >1

X 2 +Xq >1

X1+ X2 + x5 + Xg >1

X7+ Xg >1

X3+ X4+ X5 >1
Objectif :

Min (5000 x1 + 4000 x2 + 6000 x3 + 4750 x4 + 5500 x5 + 3000 x¢ + 5750 x7 + 5250 xs )

IV Le coach de I'équipe de football du Club Omnisport de Gercy s'appréte a constituer son équipe...

Variables :
xj=1 ou 0 suivant que le joueur j est ou non retenu (j=1,.., n)

Contraintes :

n
ZX] =11 (Il'équipe comporte 11 joueurs)
j=1

n
Zaj Xj =3 (‘au moins 3 doivent pouvoir jouer en attaque)
=1
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n
Zd iXi 24 (au moins 4 doivent pouvoir jouer en défense)
=1

n
ZP ixj 2 3*11 (la valeur moyenne de 1'équipe en passes doit étre au moins de 3)
=1

x3+x5<1 (silejoueur 3 rentre alors le joueur 5 ne peut faire partie de 1'équipe)

X1 < x4

X1 £ X6 ( OU2x1=< x4+ x6 ) ( silejoueur 1 rentre les joueurs 4 et 6 doivent aussi rentrer)
Objectif :

Max iTj Xj

=1
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b) On introduit une variable booléenne pour traduire le "ou" .
Les deux contraintes

iaj Xjz 3 (‘au moins 3 doivent pouvoir jouer en attaque) et

=1
id iXi> 4 (au moins 4 doivent pouvoir jouer en défense)
j=1

sont remplacées par

ianjZ 3y et idej 24 (1-y) avecy=0oul
j=1 j=1

Siy =1, la contrainte sur l'attaque est respectée (celle sur la défense peut ne pas I'étre)
Siy =0, la contrainte sur la défense est respectée (celle sur l'attaque peut ne pas 1'étre)
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