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Correction des exercices de la lecon 6 :
Formes Quadratiques

1. q(z,y,2) = 2% + 4wz + 2% + 2°.

1) D’apres le cours

1 0 2
A=10 2 0
2 01
2)Remarquons que A étant symétrique, A est digonalisable dans IR.
(I1-=2X) 0 2
Py(N) = 0 (2—2M) 0 =2-=-NB=XN(-1=-MN).
2 0 (1-=2X)

A a trois valeurs proptre distinctes Ay = 2 avec m(A1) = 1, Ay = 3 avec m(\2) = 1 et
Az = —1avec m(A3)=1.

Détermination du sous-espace propre £, associé a \; =2

En observant la deuxieme colonne de A on en déduit immédiatement que

0 0 0
Al 1 [=2] 1 | et que E), est donc engendré par V; = | 1
0 0 0

Détermination du sous-espace propre £, asoocié a \y =3

x T+ 2z=3x _
(V=1 9y | €E\} <+ {AV = XV}, soit { 2y =3y ou{ i:z
z 2z + 2 =3z n
z 1
(V=1|y |ebBut={V= =z| 0 |}
z 1

E), est donc engendré par Vo =

—_— o~ 8 OR8
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Détermination du sous-espace propre F), associé a \3 = —1
x T+ 2z =— —0
{V=1 vy | € E\x} <= {AV = A3V}, s0it ¢ 2y =—y ou { Z:—:c :
z 2r+2=—z N
T T 1
{V=1y |eBEyt<={V=| 0 | =2 0 |}
z —x —1
1
E), est donc engendré par V3 = 0
-1

{V1,Va,V3} est un systeme de 3 vecteurs orthogonaux 2 a 2, mais V5 et V3 ne sont pas
normés. En les normant, on obtient une base othonormée de vecteurs propres :

= 1 1 1
P = {Vi, iy i} = £(0:1,0), (35,0, 75). (55 0. =750}

3) Dans P, q a pour matrice

20 0
B=]103 0
0 0 -1
x/
Et si (x,y,2) a pour coordonnées | o' | dans P, q(z,y,2) = 222 + 3y? — 22 (1).
!/
z

Et si on note M la matrice de passage de la base canonique vers P :

1

1
V22
M=|1 0 0
0o L 1
V2 2
x x’ x’ x
Donc | y | =M| v |ou| v | =M '| y |.Et puisque M est orthogonale,
z 2! 2 z
! 0 1 0 T Y
M~! =t M. Donc y: = % 0 \%1 y | = %4—7
X
z Vv -m/\z TV
(1) devient alors q(x,y,2) = 2y? + (\if %) — (% — %)2

2. 1) q(z,y,2) = 2% + 5y® + 622 + 20y — 4x2.
La matrice symétrique représentant ¢ est
1 1
1 5 0
-2 0
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q(z,y, 2) = (2% + 22y — 422) + 5% + 622

Q(CE,y, Z) = (517+y—22:)2 - (y_22)2 +5y2+622 (1)
C](ZL‘, Y, Z) = (l‘ +y— 22)2 + 4y2 + 222 + 4yz

q(z,y,2) = (x+y—22)2 +4(y + 32)% + 22

Ainsi ¢ est définie positive.

N.B: (1) n’est pas une forme réduite de ¢ car les formes linéaires ne sont pas indépendantes

1 0 0 0
(1 1 1, 1 |, 1 |et]| 0 | sont liés puisque ce sont 4 vecteurs de IR?). Dans
-2 -2 0 1

IR3, une forme réduite comporte au plus 3 carrés.

2) q(z,y,2) =a* —y* + 22 —wy — yz

La matrice symétrique représentant q est

1 —

N[

q(z,y,2) = (@2 —wy)—y*+22—yz = (x—5y)* — 102 =y —yz+27 = (2—3y)* - Jy° —yz+2°
Q(x;?b Z) = (.’L‘ - %y)2 + (Z - %y)2 - %y2

Ainsi g est indéfinie.

3)q(x,y,2) = 2zy — 2% — 22 — by? + 6yz — 32°.

La matrice symétrique représentant q est

q(z,y,2) = — (22 —2xy+222) —5y*+6yz —322 = —(z—y+2)> +(—y+2)? —5y? +6yz — 322
q(z,y,2) = —(x —y +2)* —4y® +dyz = 22° = —(x —y + 2)* = 2(2 — y)* — 2.

Ainsi ¢ est définie négative.

4)q(z,y,z) = 2zy — 2y2.

La matrice symétrique représentant ¢ est

q(z,y,2) = %(ac +y—2)%— %(I —y —2)% (c.f. cours).

Ainsi ¢ est dégénérée car elle a une valeur propre nulle.
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3. q(x,y,2) =2 +ay? + 22 —ay —yz = (2® —ay) +ay® + 2* —yz

q(z,y,2) = (. — 39)? — 22 + ay® — yz + 22
q(z,y,2) = (@ = 3% + (2 — 3y)2 + (a — $)y*.

Donc q est définie positive si et seulement si a — % > 0, soit

>1
a> —.
2

. En reprenant la forme quadratique de 2 1), la matrice symétrique représentant ¢ est

1 1 -2
1 5 0
—2 0 6
. 1 1 -2
1>0,| | . [=4>0et| 1 5 0 [=4>0.
-2 0 6

On retrouve bien, d’apres les résultats du cours, que ¢ est définie positive.

En reprenant la forme quadratique de 2 2), la matrice symétrique représentant ¢ est

1
A= Lo 0
02 "1 12
2
1 —3 1 11 _% 01 3
1>0, 1 _% :—§<Oet —3 —1 —5 :—§<0.
2 o —-L1 1

D’apres le cours ¢ est non dégénérée (det A # 0) et n’est pas définie positive. La matrice
symétrique représentant —q est

-1 3 0
_ 1 1
A= 2 b s
0 5 -1
-1 1 -1 % 0
-1 <0,]| 4 % = —% < 0 et % 1 % = % > 0. Donc —q n’est pas définie
2 0o i 1
2

positive, et ¢ n’est pas définie négative. Par éliminattion on en déduit que ¢ est indéfinie.

Remarque : det A < 0 donc si A1, A2 et A3 sont les valeurs propres de A, \jAsA3 < 0 et
A a une valeur propre négative et deux positives (A ne peut avoir trois valeurs propres
négatives sinon ¢ serait définie négative). Et toute forme réduite de ¢ a deux coefficients
positifs et un négatif (c’est ce qu’on vérifie dans I'exercice 2).
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6.

En reprenant la forme quadratique de 2 3), la matrice symétrique représentant q est

-1 1 -1
A= 1 -5 3
-1 3 =3

—1 < 0 donc d’apres le cours g n’est pas définie positive. La matrice symétrique représentant
—q est

1 -1 1
-A=| -1 5 =3
1 -3 3
1 -1 1 -1 1
1>0, 1 5 |T 6>0et| -1 5 =3 |=4>0.Donc —q est définie positive, et
1 -3 3

q est définie négative.

En reprenant la forme quadratique de 2 3), la matrice symétrique représentant g est

Le mineur d’ordre 1 vaut 0, donc ¢ n’est ni définie positive, ni définie négative. D’autre
part det A = 0, donc A a une valeur propre nulle et ¢ est dégénérée. TrA = 0 donc hormis
la valeur propre nulle, A a deux valeurs propres opposées et toute forme réduite de ¢ a
seulement deux coefficients et ceux-ci sont de signes contraires.

Les mineurs de A sont :

5 1 2 -1 0
2 >0, 1 9 =3>0,] -1 2 —-1|=4>0c¢€t
0 —1 2
_21 _21 _01 8 2 -1 0 -1 0 0
=2/ -1 2 —1|4+|-1 2 0 |=842=10>0
0 -1 2 -1 0 -1 2 0 -1 -1
0o 0 -1 2

D’apres le cours A est bien la matrice d’une forme quadratique définie positive.

3 -2 1
(a) La matricedegest: A=| -2 —1 0
1 0 2
Utilisons la méthode des mineurs pour déterminer la nature de q.
3 -2 1
det(A)=| =2 —1 0| = -13 <0, donc g est non dégénérée et n’est pas définie
1 0 2

positive.
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-3 2 -1
La matrice de —q est —A = 2 1 0 et Ay = =3 < 0. —¢ n’est donc pas
-1 0 -2

définie positive et g n’est pas définie négative.

Donc par élimination ¢ est indéfinie. Et puisque det(A) < 0 et que ¢ n’est pas définie
négative, A a une valeur propre négative et deux positives (en effet det(A) est le
produit des valeurs propres). Et on peut donc aussi affirmer que la signature de ¢
est (2,1).

Utilisons la méthode du cours (matrice bordée).

Ici, avec les notations du cours, n =3, p =1 et donc i = 2 ou 3. Il y a donc deux
mineurs principaux a déterminer et leur déterminant a calculer:

—32 :f é —12 o2 1
Mgz et M2: -2 -1 =2
1 0 2 1 D
1 -2 1 0
En faisant les transformations suivantes : 7 — C; — C3 et Cy — Cy + 2C'3, on
obtient :
AN
det(Ms) = ——| -2 -1 —2|=-5<0
1 4 2 1 I
0O 0 1 o
3 -2 1
det(My)=| -2 -1 -2 |=-3<0.
1 -2 0

Et avec les notations du cours (—1)P det(M;) > 0 et g est définie positive sous la
contrainte (C).
Utilisons la méthode du cours (matrice bordée).

Ici, avec les notations du cours, n = 3, p = 2 et donc ¢« = 3. Il y a donc un seul
mineur principal a déterminer et son déterminant a calculer:

3 -2 1 1 1
-2 -1 0 -2 1
Mz = 1 0 2 1 -2
1 -2 1 0 O
1 1 -2 0 0
En faisant les transformations suivantes : Cy — Cy — C7 et C3 — C3 + 2C4, on
obtient :
3 -5 7 1 1 5 7 1 1
-2 1 -4 -2 1 1 -4 —9 1
det(M3)=] 1 -1 4 1 -2 |=
-1 4 1 -2
1 -3 3 0 O 3 3 0 o0
1 0O -0 0 O
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En faisant la transformation suivante : Co — Cy + C7 , on obtient :

-5 2 1 1 5 1 1
det(M3) = _11 _33 _12 _12 =3/ -3 -2 1 |=18>0.
-3 0 0 0 o

Et avec les notations du cours (—1)P det(M;) > 0 (i = 3) et g est définie positivetive
sous la contrainte (Cy).

7. 1) Premiére méthode (plus originale et astucieuse)

fz,y,2) =@ —9)*+@y+1)?+(z-2)2>0

Donc f(x,y, z) atteint son minimum 0 pour z =y = —1 et z = 2.
Deuxiéme méthode (plus classique)
Points stationnaires de f :

% =2(z—vy), % = 2x+4y+2, % = 2z — 4. Donc le seul point stationnaire de f est

A=(-1,-1,2)

Conditions du second ordre :

*f _ Pf Pf _ *f _ ?f _ 2f _
22 =2y = 2 a0z =0 g =4h g =0, g2 =2
La matrice hessienne de f en A est donc :
2 =20
Fl(A)=| -2 4 0
0 0 2
Si on calcule les mineurs de F”(A) :
s g 2 -2 0
2>0, 9 4 =12>0et| -2 4 0 |=24>0.
0 0 2

F"(A) est donc la matrice d’une forme quadratique définie positive . A correspond & un
minimum local de f. Ce minimum vaut f(—1,—1,2) = 0.

2)Premiére méthode (plus originale et astucieuse)

9@y, 2) =@ -y +(y—2)°+(x—2°+1>0

Donc g(z,y, z) atteint son minimum 1 si 22 = y = 2z = 2. g(x,v, 2) atteint son minimum

en deux points : A = (v/2,2,2) et B = (—/2,2,2).
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Deuxiéme méthode (plus classique)
Points stationnaires de g :

%:4x3—4xy,%:—2x2+4y—22,%:—2y+4z—4.

zo(xg —yo) =0 (1)
23— 2yo+20=0 (2) .
Yo — 22’0 = -2 (3)

A = (z0, Y0, 20) est un point stationnaire de g si et seulement si

QO e e

Sizg =0, (1) est vérifiée et (2) et (3) donnent yo = 2 et zp =

Si 22 = yo, (1) est vérifiée et (2) et (3) donnent yg = 2z = 2. g a donc trois points
stationnaires :

A=(v2,2,2), B=(—V2,2,2) et C=(0,3,%).

Conditions du second ordre :

82 . 2 82 o 82 . 82 . 82 o 82 o
2 = 120° — 4y, awgy——élx,wgz—(),a—yg—él, aygz_—2,87§_4.
La matrice hessienne de g en A est donc :
16 —4v2 0
G"(A) =] —4v/2 4 =2
0 -2 4
Si on calcule les mineurs de G”(A) :
16 —4v2 4 =2
16 >0, WG 4 —16‘_\/§ 1 >0 et
16 —4v2 0 4 =2 0
-4v/2 4 -2|=16| -2v2 2 —1|=16x8>0.
0 -2 4 0 -1 2

G'(A) est donc la matrice d’une forme quadratique définie positive . A correspond a un
minimum local de g.

La matrice hessienne de g en B est donc :

16 —4v2 0
G"B)=| -4v2 4 =2
0 -2 4
Si on calcule les mineurs de G”(B) :
16 4v2 4 V2
16 >0, o 4 16‘\/§ 1 >0 et
16 4v2 0 4 V2 0

442 4 —2|=16]2v2 2 -1 |=16x8>0.
0 -2 4 0 -1 2
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G"(B) est donc la matrice d’une forme quadratique définie positive . B correspond & un
minimum local de g.

La matrice hessienne de g en C est donc :

-2 0 0
G'C)y=1 0 4 =2
0 -2 4
Si on calcule les mineurs de G”(C) :
8
-5 0 0
_8 3 —
—5<0,] 3 2 <0et| 0 4 -—2|=-% 42 42 <0
0 -2 4

G"(C) n’est donc pas la matrice d’une forme quadratique g définie positive, g n’est pas
non plus définie négative. D’autre part det G”(C) # 0, donc ¢ est non dégénérée. Par
élimination ¢ est indéfinie et C' est un point col de g.

8. flz,y,2) =xzlny+zlnzx —y.
f est définie et admet des dérivées partielles sur Dy = {(z,y,2) € R*n; y >0 et x > 0}.

Points stationnaires de f : sur Dy
af _ of _ of _
gy =Iny+ 2, @—%—1 g = Inx.
lnyo—i—;—g =0 (1)

A = (x0, Y0, 20) est un point stationnaire de f si et seulement si % —1=0 (2)

Inzg =0 (3)
(3) donne zp = 1, (2) permet alors d’obtenir yp =1 et (3) 2o = 0.
Et A= (1,1,0) est le seul point stationnaire de f (on vérifie bien que A € Dy ).

Conditions du second ordre :

Pf_ . 9 1 2 _1 Pf__a 2 _o #f_
O0x2 = x22 0 9xdy — y ? Oxdz — x ° Oyr T y?) Oydz ~ 0 022
La matrice hessienne de f en A est donc :
0 1 1
F'{Ay=|1 -1 0
1 0 0
0 1 1 11
det F"(A)=|1 -1 0 —‘_1 0 #0.
1 0 0

F"(A) est donc la matrice d’une forme quadratique ¢ non dégénérée . D’apres les critéres
du cours ¢ (mineurs de F”(A)) n’est ni définie positive ni définie négative. Donc par
élimination ¢ est indéfinie et A est un point col de f.
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9. 1) L(z,y,\) = vy +A(2?+y*> —2) est le Lagrangien de f sous la contrainte 22 +y? —2 = 0.
D’apres le cours les extrema liés de f sont des points stationnaires de L.

Points stationnaires de L :

g—i:y+2)\az,%:x+2)\y,g—§:x2+y2—2.

Yo + 2A0z0 = 0
A = (z0, yo) est un point stationnaire de L si et seulement si il existe Ao tel que ¢ xg + 2 oyo = 0
2,2 o _
5 +y;—2=0
Yo = —2Xowo (1)
Soit ¢ zo(1 —4A3) =0 (2)
w3+y2—2=0 (3)

(2) équivaut & zp = 0 ou A\g = £3.
Sizg =0, (1) donne yp = 0 et (3) n’est pas vérifie.

SiXo =35, (1) donne yg = —xq et (3) donne zy = £1.

D=

Si A = —% , (1) donne yy = z¢ et (3) donne zy = +1.
D’ou les 4 points stationnaires :

A= (1,-1) et B=(—1,1) correspondant & A = 3.
C = (1,1) et D = (—1,—1) correspondant & A = —1.

Conditions du second ordre :

GE =20, ZL =1, 58 =2 ctsiglry) =a?+4* -2, 5L =20, 52 =2y

11 2
MA=|1 1 =2
2 -2 0
11 2
det M(A)=|1 1 -2 |=-16.
2 -2 0

En utilisant les notations du cours : n =2, p =1 et i = 2 est la seule valeur.

Donc (—1)P det M(A) > 0 et d’apres le cours A correspond & un minimun lié de f sous la
contrainte g(z,y) = 0.

La matrice hessienne bordée de f en B est donc :
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11 =2
detM(B)=| 1 1 2 |=-16.
—2 2 0

Donc (—1)P det M (B) > 0 et d’apres le cours B correspond a un minimun lié de f sous la
contrainte g(z,y) = 0.

La matrice hessienne bordée de f en C' est donc :

~1 1 2
M) =| 1 -1 2
2 2 0
1 1 2
det M(C)=| 1 -1 2 |=16.
2 2 0

Donc (—1)*det M(C) > 0 et d’apres le cours C' correspond & un maximum lié de f sous
la contrainte g(x,y) = 0.

La matrice hessienne bordée de f en D est donc :

~1 1 -2
MMD)=| 1 -1 -2
—2 -2 0
1 1 -2
det M(D)=| 1 -1 -2 |=16.
2 -2 0

Donc (—1)*det M (D) > 0 et d’apres le cours D correspond & un maximum lié de f sous
la contrainte g(x,y) = 0.

2) L(z,y,A) = In(x — y) + A(a? + y? — 2) est le Lagrangien de f sous la contrainte
2?49y -2=0.

L(x,y,\) est définie et admet des dérivées partielles sur
De={(z,y) €R* ; z—y >0},

D’apres le cours les extrema liés de f sont des points stationnaires de L.
Points stationnaires de £ sur D,:

oL _ 1 oL 1 oL __ .2 2
%—x—_y—FQ/\:c?a—y—yfm—FQ/\y,W—x —i—y — 2.

1 + 2Xgzo =0 (1)

To—Yo

A = (z0, yo) est un point stationnaire de L si et seulement si il existe Ag tel que yoid»‘o +2Xy0 =0 (2) .

w+yg—2=0 (3)

2X0(zo +y0) =0 (4)
Soit, en calculant (1) + (2) yoimo + 20 =0 (2)

R -2=0 (3)
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10.

(4) équivaut & xg = —yp ou A9 = 0.

Si Ap =0, (2) n’est pas vérifiée.

PN

Sizg = —yo , (3) donne zp = +1 et (2) donne \g = —
D’ou les 2 solutions :

A= (1,-1) et B=(—1,1) correspondant a A = —1.
A € Dr mais B ¢ Dy. £ n’a donc qu'un seul point stationnaire A = (1,—-1) .
Conditions du second ordre :

%L _ 1 %L _
G = T2 5 = e B = e T2

et si g(z,y) =2 +4y? -2, dm 2x,gg—2y.

La matrice hessienne bordée de f en A est donc :

_3 1 2
14 43
MA)=| 1 -1 —2

2 =2 0

3 1

~3 1 2

det M(A)=| 1 -3 _9|=4
2 =2 0

En utilisant les notations du cours : n =2, p =1 et i = 2 est la seule valeur.

Donc (—1)*det M(A) > 0 et d’apres le cours A correspond & un maximun lié de f sous la
contrainte g(z,y) = 0.

L(x,y,2,\) =2z +y+ 2+ Mz?+y? + 22 — 1) est le Lagrangien de f sous la contrainte
332+y2+22—1:0.

D’apres le cours les extrema liés de f sont des points stationnaires de L .
Points stationnaires de L :

@—1—1—2)\1',—*14—2)@,%—14—2)\2, 9 =22 +y*+ 27— L.

A = (x0,Y0,20) est un point stationnaire de £ si et seulement si il existe A\g tel que
142X zo =0 (1)
1420y =0 (2)
142Xz =0 (3
w4y +28-1=0 (4)
Soit, en calculant (1) - (2) 2Xg(xo —yo) =0 (5)

(5) équivaut & xg = yp ou A9 = 0.

Si Ag =0, (1) n’est pas vérifiée.
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Sizg = yo , en calculant (1) - (3), on obtient de méme xy = 2p. (4) donne alors z = :l:§

D’ou les 2 points stationnaires de L :

37373
3

A — (x/§ V3 x/§) correspondant & \ = _§ et B = (—é,—i,—g) correspondant a
A=

2

Conditions du second ordre :

9L 9%L %L 9L 9L %L
WZQA? 8:(:6y:0’ 0zx0z =0, 0y? =2\, Oyoz =0, W:2)\’

etsig(x,y,z):x2+y2—|—22—1,%zZ:p,%zdet%z?z.

La matrice hessienne bordée de f en A est donc :

V3 0 0 2%
- | O Vs 0 .
0 0 -3 2%
23 9¥3 23
V3 0 0 2¥
0 —v3 0 2%
det My(A) = 3| =-12
23 93 93

En utilisant les notations du cours : n =3, p =1 et ¢ = 2 ou 3. Il faut donc calculer
det My(A) avec

V3 0 2¥)
M3(A) = 0 —V3 2@)
23 93 g
V3 0 2¥Y)
det Ma(A)=| 0 —v3 2¥3) | =84
23 2¥3

3 3

Donc (—1)®det M;(A) > 0 (pour i = 2 ou 3) et d’aprés le cours A correspond & un
maximun lié de f sous la contrainte g(x,y, z) = 0.

Si on considere le point stationnaire B, on constate que
Mg(B) = *Mg(A) et MQ(B) = *MQ(A)

Donc det M3(B) = (—1)*det M3(A) = det M3(A) < 0 et
det Ma(B) = (—1)3det Ma(A) = — det Ma(A) < 0.

D’ou (—1)Pdet M;(B) > 0 (pour i« = 2 ou 3) et d’apres le cours B correspond & un
minimun lié de f sous la contrainte g(x,y, z) = 0.
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2)L(x,y,2,A) = vyz + M + I - 1) est le Lagrangien de f sous la contrainte
2

2 —
22 10,

D’apres le cours les extrema liés de f sont des points stationnaires de L .

Points stationnaires de L :

’\79” , gj —xz—i—”‘y , g§ zy+2\z , 2 I :%4_%24_2,2_1_
A = (xo,yo,zo) est un point stationnaire de L si et seulement si il existe Ay tel que
Yoz + 2920 =0 (1)
To2o + 2)\0y0 =0 (2)
ToYo + 2/\OZO =0 (3)
3y 2 _
z+§+zo—1—0 (4)

Si (20,90, 20) = (22,1, ¥3), (4) est vérifide et (1), (2) et (3) sont vérifiée avec Ag = —1.

(M

Si (w0, y0,20) = (%=, —1, g), (4) est vérifiée et (1), (2) et (3) sont vérifiée avec \g = 1.

D’ou les 2 points stationnaires de £ :
A= (2—\3/3, 1, ?) correspondant & A = —1 et B = (2—\3@, -1 ?) correspondant & A = 1.

)

Conditions du second ordre :

8%2L A o%2L o2L 82L _ 2\ o%2L 8%2L

W_Q’8338y_2783382_y’87y2_?78y8z O’az =2A,
: _ 2z 2 99 _xz 909 _ 2y .4 09 _

et sig(w,y,2) =7 +% +=2 _17$—§=a§—?et$—22'

La matrice hessienne bordée de f en A est donc :

_1 V3 1 V3
2 3 3
V3 2 2V3 2
_ 3 3 3 3
3 3
V3 2 2v3 0
3 3 3
_1 V3 1 V3
2 3 3
V3 _2 238 2 16
detMy(4)=| 3 5 3 =k
3 3
V3 2 2V/3 0
3 3 3

En utilisant les notations du cours : n = 3, p = 1 et ¢ = 2 ou 3. Il faut donc calculer
det(My(A)) avec

_1 V3 V3
2 3 3

w)=| F -3
V32
3 3
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det MQ(A) =

o oy
©lco

ol
w\ww‘ww o

|

Donc (—1)*det M;(A) > 0 (pour i = 2 ou 3) et d’aprés le cours A correspond & un
maximun lié de f sous la contrainte g(z,y, z) = 0.

La matrice hessienne bordée de f en B est donc :

1 V3 1 VB
2 3 3
V3 2 23 _2
3 3 3 3
M= 2 22y 9 243
V3 _2 2v/3 0
3 3 3
1 V3 1 V3
2 3 3
V3 2 23 _2 6
_| 3 3 3 3 | _16
V3 2 238 0
3 3 3
1 V3 3
MQ(B): % §2 -3
3 —3 0
1 V3 3
2 3 3
det My(B)=| L 2 2 |=-8
V3 o_2
3 3

D’ou (—1)Pdet M;(B) > 0 (pour i« = 2 ou 3) et d’aprés le cours B correspond & un
minimun lié de f sous la contrainte g(x,y, z) = 0.

Premiére méthode

z=u1x+ 3 et y =z, le probleme revient donc a optimiser

o(x) = 5z + 48z + 90.

D’out le minimum pour x =y = —% et z=—

[$){Xe}

Deuxiéme méthode suggérée par I’énoncé.

L(z,y,2,A) = 22 + 2y? — dzy + 122 4+ 62% + A1 (2 — 2 — 3) + A2(y — ) est le Lagrangien
de f sous les contraintes ¢1(z,y,2) =2z —x —3=0¢et g2(x,y,2) =2 —y = 0.

D’apres le cours les extrema liés de f sont des points stationnaires de L .

Points stationnaires de L :
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12.

%:2x—4y—)\1+)\2,%:4y—4a}—)\2,%—5:124—1224—)\1,g—/\ﬁl:z—x—iiet
oL __

A = (x0, Y0, 20) est un point stationnaire de L si et seulement si il existe \; et Ao tel que
200 — 4y — A1+ X2 =0 (1)
dyp —4dzg — A2 =0 (2)
12+ 1220+ X =0 (3)
Zo—$0—3:0 (4)
zo—yo =0 (5)

Si (w0, Y0, 20) = (— %, =2, —2), (4) et (5) sont vérifides et (1), (2) et (3) sont vérifiée avec
A= et d=0.

D’out un point stationnaire de L :
A= 2 2 —%) correspondant & A\; = % et g =0

~ 5 [

Conditions du second ordre :

92L _ 02L 9°L 2L _ 92L 2L _
9z T “ > 9z0y =4, 0x0z =0, Oy? =4, 0yoz =0, 022 =12,
991 _ 1 99 _ 991 _ 1 992 _ 992 _ _ 992 _
9 — 1,ay—Oet 82—1, am—l,ay— 1et 62—0.

La matrice hessienne bordée de f en A est donc :

2 -4 0 -1 1

—4 4 0 0 -1
My(A)=| 0 0 12 1 0
-1 0 1 0 0
1 =10 0 0
2 -4 0 -1 1
—4 4 0 0 -1
det My(A)=| 0 0 12 1 = 26.

0
-1 0 1 0 O

1 -1 0 0 0
En utilisant les notations du cours : n =3, p =2 et ¢ = 3 est la seule valeur de ¢ . Donc
(—1)Pdet My(A) > 0 et d’apres le cours A correspond & un minimun lié de f sous les
contraintes g1(x,y,z) = 0 et ga(z,y,2) = 0.

(a) En appliquant la méthode suggérée dans le cours. Icin =3, p=1et i =2 ou 3.

Nous avons donc deux matrices bordées a fabriquer :

SRR

M3: etM2: 1 3 2
0o -1 2 -1 1 2 0
1 2 -1 0

En faisant les combinaisons linéaires de colonnes Cy — Cy — C1 et Cy — Cy — Cy :
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2 -1 1
= -1 2 —1|=—4+41+1-(2-1+2)<0,
1 -1 -1

detM3: 1 9 1

—_ O =

111
My=|1 3 2|=2+2—(3+4)<0.
120

Donc ici (—1)PdetM; > 0 (pour ¢ = 2 ou 3) et d’apres le cours ¢ est définie positive
sous la contrainte C}

r+2y—z=0 (1)
r—y+z2=0 (2)
n’y a donc qu'une matrice bordée a établir :

(b) Si on considere la contrainte Cs : ,n=3,p=2eti=23.1l

1 1 0 1 1
1 3 -1 2 -1
Ms=]10 -1 2 -1 1
1 2 -1 0 O
1 -1 1 0 0

2 1 1 1 1 o 11 1

4 3 2 2 -1 Y9 o
detMy=| -1 -1 1 -1 L |=| | °

3 2 1 0 0 s 1 0

0 =10 0 0

-1

-2 ; 2 -1 .
detMz=| 7 4 | |=—[2 2 -1 =—(2-2—-4—-(84+1+2)>0.
0 1 0 -1

La encore on a (—1)PdetM; > 0 (pour i = 3) et d’apres le cours ¢ est définie positive
sous la contrainte Cs.

13. Points stationnaires de F' :
O =6r+2y+2:-6, 88 =20 42y+32-2, 5 =20+ 3y +52-2

3zo+yo+2=3 (1)
A = (20, Y0, 20) est un point stationnaire de F'si et seulement si §  xo + yo + %zo =1 (2

zo+iyo+ 220 =1 (3)
Douyg=2=0et zg=1.
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14.

Et A =(1,0,0) est le seul point stationnaire de F'.

Conditions du second ordre :

PP _ g OF _o &PF _o9 &PF _o O°F _ 2 F _8

Ox2 ? dzdy ? Jz0z > Oy? » Bydz 3 922 3

La matrice hessienne de ' en A est donc :

6 2 2
F'(Ay=1 2 2 2
22%
3 3
6 9 6 2 2
Or 6 > 0, >0et|2 2 2|=16>0
2 2 5 B
9 2 ¢
3 3

F"(A) est donc la matrice d’une forme quadratique définie positive. D’apres le cours A
correspond donc a un minimum local de F'.

2 =2 2
A= -2 1 -3
2 -3 3

2) q(z,y,2) = 2(z% 22y +222) +y? —6yz+32% = 2[(x —y+2)? — (—y+2)?]+y> —6yz+322
q(z,y,2) =2(x —y +2)> — 4> = 2yz + 22 =2(x —y + 2)* — (2 + 2)> + 222
D’ou la forme réduite de q :

Q(xvyvz) = 2($ —y+ Z)2 - (Z + Z)2 + 222'

q est non dégénérée et indéfinie. Elle change de signe. A a deux valeurs propres positives
et une négative.

3) Avec les notations du cours : n =3, p=1, donc i = 2 ou 3.

Matrice bordée :

2 -2 2 2
-2 1 -3 2
Ms=1 9 _3 3 1
2 2 1 0
Pour i =2
2 -2 2
My=| -2 1 2
2 2 0

Calculons les déterminant de ces deux matrices :
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15.

0 -2 0 O

-1 -2 3
det M3 = j _13 _02 _32 =2/ -1 0 -2|=-6<0.
4 3 2

4 2 3 2
Et det My = —28 < 0

On en déduit que (—1)Pdet M; > 0 (pour i = 2 ou 3) et d’apres le cours ¢ est définie
positive sous la contrainte 2z + 2y + z = 0.

L(x,y,\) = zexp(—z + y?) + 2y — 3y? + 4y + M\(2? + y? + zy — 3) est le Lagrangien de f
sous la contrainte 22 + y? +xy —3 =0 .

L(z,y,\) est définie et admet des dérivées partielles sur IR?.

D’apres le cours les extrema liés de f sont des points stationnaires de L.
Points stationnaires de L :

% =(1—a)exp(—z+y*)+y+2 z+ Ny , % =2zexp(—z+y?)+x—6y+4+2\y+ Az
5 %=$2+y2+xy—3.
A = (z0,y0) est un point stationnaire de L si et seulement si il existe Ay tel que

(1 —x0) exp(—zo + y%) +yo+ 2 \x0+ Ayo =0 (1)
2xgexp(—xo + y%) +ax9—6yo+4+ 2 yo+ g =0 (2) .
22+ y8 +2oyo—3=0 (3)

Si on pose zg = yo = 1, (3) est vérifiée et (1) et (2) sont vérifée pour Ag = —3.
L a donc bien pour point stationnaire A = (1,1) correspondant & A = —% .

2) Conditions du second ordre :

GF = (-2 +a)exp(—z+y?) + 24, %@Ey =2y(1 —z)exp(—z +y*) + 1+,

9L
0y?

(22 + 4y2x) exp(—x + y?) — 6 + 2\, et si g(x,y) = 22 + y*> + 2y — 3,

le)
=2ty 5 =2yt

La matrice hessienne bordée de f en A est donc :

_3 2 3
23 32
3 3 0
5 2
-3 3 3
det M(A)=| 2 -2 3|=33>0.
3 3 0

En utilisant les notations du cours : n =2, p =1 et ¢ = 2 est la seule valeur de .

Donc (—1)*det M(A) > 0 et d’apres le cours A correspond & un maximun lié de f sous la
contrainte g(z,y) = 0.



