Lecon 06 — Correction des "Exercez-vous"

Exercez-vous 7 : 1) Soit f(x,y,z) = 4% + y* — 4xy sous la contrainte
g(x,y) = X — xy + 2 = 0. Déterminer les extrema d ef soutea=ntrainte.
2) Soit f(x,y,z) = In(X + V%) — Z + X*2* — 2x — By + 2 sous les contraintes
{gl(x,y,z):x +yY+72-2=0
(X,y,2) =Xy +xz+yz-1=0
Déterminer la nature de ce point stationnaire.

Montrer que (0,1,1) est un point stationnairdagpangien.

Solution
1) f et g sont polynomiales et admettent des désgartielles a tous les ordres.

Points stationnaires du lagrangien, conditionsdu premier ordre.
L(X,y,A) = 4 + P — Axy +A( X = Xy + 2).

(g—i; (xy) =12¢-4y +A3¢-y)=0 (1)

N

g—; (x,y) =3y - 4x -Ax =0 (2) . (1) donne (4 A)(3X*-y) =0

Lo =R -xy+2=0 @)

SiA=-4(2) donney =0 et (3) donne x%@ .
Si A #-4,3x* =y et (3) donne x = 1. On en déduit alors quedyeth = 23.

L a donc deux points stationnaires : A%EC-, 0) associc A=4etB =(1, 3) associé a
A =23.
Icin=2,p=1etiprend la seule valeur 2.

Calgulons les dérivées partielles secondes d'@deeL et les dérivées premiéres de g :
(0

FY (X,y) =24x + Bx

0°L

EYe) (X,y) =-4x-A

aZLy 24x + B\x -4x-N 3%-y
] o2 (x,y) = 6y etM=M=| -4x-A By -X

P -y -X 0
5)%(x,y)=3>5-y

99

(xy) = -x

e Pour A= (3/5 , 0) etA = 4, la matrice hessienne bordée est :
M=M;= 0 0 2 |- détw = 0 0 2 | =0.0n ne peut donc pas

iz o i 2 o

conclure avec les théoremes du cours et une étre#als'impose.



On fait comme dans le cours de L2 le changementdable x = 3/5 + h pour se ramener
au voisinage de 0 et on étudie le sign&def(x,y) — f(-s/é ,0) au voisinage de
(-3/5 , 0) (ou plutét, ce qui revient au méme,de f(-i/i +h,y) — f(g/i ,0) au voisinage de
(0,0)) en tenant compte de la contrainte g(x,y)(@Wplutdt g((i/i +h,y) = 0).

A=4([2 +h} +y - 432 +hyy - 8 (1)
(24P - ({2 +hy+2=0 (2)

(~[2 +hf = (2[2 +h)y — 2 etd = y*. DoncA change de signe sur tout voisinage de 0 et A
correspond a un point col.

en utilisant la contrainte (2) :

* Pour B = (1, 3) ek = 23, la matrice hessienne bordée est :

162 -27 O 162 -27 0 162 0
M=M,=| -27 18 -1|, détMp=| -27 18 -1| = ‘ 27 _1‘ =-162 <0.
0 -10 0 -10

Donc (-1¥ détM, = -(-162) > 0. Donc B correspond a un minimum deds la contrainte
g(x,y) = 0.

2) f et g et @ admettent des dérivées partielles a tous les ®rinel'ensemble
D = {(x,y,2)0R*, X + y* # 0}.

Sur D, L(X,y,2M1.A2) = IN(OC + VP) — 22 + X222 — 2X — By + 2 Ay (X 2+ VP + Z - 2) +Aa(Xy + Xz
+yz-1).

Montrons que (0,1,1) est un point stationnaireadmdngien. Il suffit de montrer que (0,1,1)
vérifie les conditions du premier ordre pour centaivaleurs d&; etA, que I'on déterminera.

-

g_)lz (X,¥,ZA1,A2) =;2%2 +2XZ -2 +M(2X) + Aoy +2) =0 (1)
g_; (X,Y,ZA1,A2) =;% -5+A(2y) +Ax(x+2)=0 (2)
< g_lg (X,y,Z)\l,)\z) = '322 + 2)(22 +)\1(22) +)\2(X + y) (3)

STL XY,ZAA) =X + Y+ Z-2=0 (4)
1

oL
Lo, (X,y,zZA1,A2) =xy+xz+yz—1=0 (5)



raL(Ol:L)\l A) =-2+2,=0 (1)

W (0,1,1MA2) =-3+ A1+ A2 =0 (2)
aL
< % (0,1,1A1,A)) =-3+A1+A> (3) , A1 =1 eth, =1 conviennent.

oL
aTl (0,1,1)\1,)\2) =0

oL
Lo, 011N =0

(0,1,1) est donc bien un point stationnaire dudagien associéX =1 etA, =1

Conditionsdu second ordre:
Calgulons les derlvees ar';glles secondes d'@deeL et les dérivées premiéres de g :
; )

ro°L

z(xyzm ) = GZ PR 22t
02|_ -4x
axay (X,y,Z)\l,)\z) = (X + ) +)\2

2

0X0z

0L 2y + 2%
8y XYZAA) =2z + 20

0°L

ayaz (X1y1z)\1,)\2) = )\2

>

% (X,y,Z) = -6Z + 2%+ 2\1

(X,Y,ZA1,A2) = 4XZ +A,

N

%gxi (X,y,z) = 2Xx et au point (0,1,1)

d
5% (x,y,z) =2y

%gz—l (x,y,z) =2z

—%  (%Y.Z) =y +2

—g—(xyz) X+z

\az(xyZ) X+y
6110 61102 61102
10121 10121 10121

M=M3=| 11-421|etdétM=|11-421| = |101-500
02200 02200 02200
2110 21100 21100



6112

01-5
0150 .
détvp = 2 0220 =-4|102 2| =(-8x12<0. Or (-1'gétM, = 96 > 0 et d'aprées le
211
2110

cours (0,1,1) correspond a un maximum de f sousdesaintes ¢x,y,z) = 0 et g(x,y,z) = 0.



