Lecon 06 — Exercices

Exercice 1 -Soit q la forme quadratique définie KR par q(x,y,z) = X + 4xz+ 2y + 22,

1) Déterminer la matrice A symétrigue associéalars la base canonique Rie.

2) Construire une base orthonormée P formée dewescpropres de A.

3) Déterminer la matrice B associée a q dansda PaEn déduire I'expression de la
forme réduite de q(x,y,z).

4) Utiliser la méthode de Gauss pour trouver wnmé réduite de g.

Exercice 2 -Déterminer la matrice symétrique représentant gneoune forme réduite de
forme réduite de q par la méthode de Gauss damsides
1) q(x,y,z) =X + 5y + 62 + 2xy - 4xz.
2)q(x,y,z) =% -y +2 -xy-yz
3) q(x,y,z) = 2xy - X - 2xz - 5¥ + 6yz — 37
4) q(x,y,z) = 2xy — 2yz

Exercice 3 -Que doit vérifier le parametre réel a pour quetate quadratique suivante soit
définie positive ?
aqix,y,z) =X +ay +2 -xy-yz

Exercice 4 -Pour chacune des formes quadratiques de I'exe2¢idéterminer sa nature en
utilisant les mineurs principaux et éventuellenaritace de la matrice symétrique qui la
représente.
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Exercice 5 -Soit A 0121l A est-elle la matrice d'une forme quadratiquendef
00-12
positive?

6 - On considére la forme quadratique q(x,y,z) £-3#xy + 2xz — §+ 27 .
a) Donner la matrice de A de q. Donner la nature de q.
b) On considére g sous la contraintg)(Cx — 2 y + z = 0. Déterminer la nature de g sous

Cy).
s . X—2y+z=0 _, .
c) On considere g sous la contrainte)( X+y-22=0 - Déterminer la nature de q
sous (GQ).




7 - Déterminer et préciser la nature des extrema égknties fonctions f et g définies RKi
par :
Df(X,y,z) =% -2xy+2¢ +2y+2 -4z +5
2)g(x,y,z) =R -2y + 2y -2yz+22 -4z +5
(indication : si on est bloqué dans le calcul d@sfs stationnaires, on pourra admettre qu'il y

. . . . 4
a trois points stationnaires :16@ 2,2) , B(x/é , 2,2) et C(% '3 )

8 - Déterminer et préciser la nature des extrema égkntie la fonction f définie par
f(x,y,2) = xIny + zInx - y

9 - En utilisant les matrices hessiennes bordées,diéter et préciser la nature des extrema
éventuels des fonctions suivantes, les variabltsyxetant liées par une contrainte :

1)f(x,y) = xy avec X +y2 = 2 (remarquer qu’un point stationnaire du lagien
1
correspond a x =0 ou= 5.

2)f(x,y) = In(x-y) avec X +y2 =2
(indication : si on est bloqué dans le calcul d@sts stationnaires, on pourra admettre qu'il y
a un seul point stationnaire : A(1,-1) et on doarlarvaleur du multiplicateur de Lagrange
correspondant)

10 -1)En utilisant les matrices hessiennes bordéesrrdéter et préciser la nature des
extrema éventuels de f(x,y,z) = x + y + z, lesafalés x, y et z étant liées par la contrainte (C)
X2ty +2 =1
. . X2 y?
2) Soit f(x,y,z) = xyz sous la contraig : 72 T3t 2 =1.

3 3 24/3 3 . : .
Montrer que @3[ 1 335 ) et (435 , -1 335 ) sont des points stationnaires du
Lagrangien, puis préciser si ce sont des maximgesuninima de f sous (C).

11 -Déterminer et préciser la nature des extrema égkntie la fonctions f définie s&3
par : f(x,y,z) =X + 2y -4xy + 12z + 6z , les variables X, y et z étant soumises aux deux
contraintes suivantes : z-x =3 etx -y =0.

- 24 24 9 . . . :
(On vérifiera que (? "5 "5 ) est le seul point stationnaire du Lagrangien).




12 -Soit la forme quadratique : g(x,y,z) 2 x2xy + 3y + 4yz - 2Z.
1) On consideére (X,y,z) soumis a la contrainte X+ 2y - z = 0. Donner alors la nature de q.

2) On consideére (x,y,z) soumis a la contraige €+ 2y-z=0etx-y+z=0
Donner la nature de g sous.C

13 - Soit F la fonction d&k3 dansR définie par :
2 4
F(X,y,z) = 3R + 2Xy + ¥ + 2xz +§ yz +§ Z2-6X-2y-2Z+5

Déterminer les points stationnaires de F. Pour whagint stationnaire A, déterminer la
matrice hessienne de A, F"'(A) et en déduire laneadu point stationnaire A.

14— Soit q(X,y,z) = 28— 4xy + 4xz + §— 6yz + 32

1) Donner la matrice symétrique représentant g.

2) Donner la forme réduite de q et en déduire taneade q.

3) On considéere g munie de la contrainte : 2x #+2y= 0. Donner, a I'aide de la matrice
bordée, la nature de g sous cette contrainte.

15 —Soit f(x,y) = xexp(-x+¥) + xy — 3y + 4y sous la contrainte,
X%+ +xy = 3.

1) Montrer que (1,1) est un point stationnaire dudagren pour lequel on précisera le
multiplicateur de lagrange.
2) Donner la nature du point stationnaire (1,1) @é&ale la matrice hessienne bordée.




