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Correction des exercices de la lecon 5 :
Equations différentielles

1. 1) L’équation s’écrit 2/(t) — z(t) = —1 —t (1), et d’apres le cours les solutions de (1)
sont de la forme
z(t) = p(t) +27(1),
oll ¢ est solution de 1’équation homogene associée & (1) : ¢'(t) — p(t) =0 (2),

et z*(t) une solution particuliere de (1).

D’apres le cours les solutions de (2) sont de la forme
o(t) = ke'.

D’autre part on cherche x*(t) de la forme z*(t) = C1t + Cy et on détermine Cy e Cs en
écrivant que x*(t) vérifie (1) :

Ch — (Clt+02) = —1 —t, soit t(—Cl + 1) + (Cl —Cy + 1) =0. DouCi=1,Cy =2 et
xz*(t) =t + 2. Donc

x(t) = ke! +t + 2.
k peut étre déterminée si on connait la condition initiale.
2)L’équation s’écrit a'(t) — 2x(t) = 2t3 +t (1), et d’apres le cours les solutions de (1)
sont de la forme

z(t) = o(t) + 27 (1),

ol ¢ est solution de ’équation homogene associée a (1) : ¢'(t) — 2p(t) =0 (2),

et x*(t) une solution particuliere de (1).
D’apres le cours les solutions de (2) sont de la forme

o(t) = ket

D’autre part on cherche z*(¢) de la forme x*(t) = C1t3 + Cat? + Cst + Cy et on détermine
Cy, Cy et Cg en écrivant que z*(t) vérifie (1) :
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3C1t? + 205t + C3 — 2(C1t? + Cat? + Cst + Cy) = 23 + ¢, soit
t3(=201 — 2) + t2(3C) — 203) + t(2C5 — 2C5 — 1) + (C3 — 2C4) = 0.
DouCi; = -1, Cy = —%, C3=-2,Cp=—1eta*(t) = 13 — %tQ — 2t — 1. Donc

3

z(t) = ke — 13 — §t2 -2t — 1.

On détermine k a l'aide de la condition initiale z(0) = 1. Donc
l=k—1et k=2, dou:

3)L’équation s’écrit a’(t) — 3z(t) = 2e3* (1), et d’apres le cours les solutions de (1) sont
de la forme
z(t) = o(t) + 2" (1),
oll ¢ est solution de 1’équation homogene associée a (1) : ¢'(t) — 3p(t) =0 (2),
et z*(t) une solution particuliere de (1).

D’apres le cours les solutions de (2) sont de la forme
o(t) = ket
D’autre part on cherche x*(t) de la forme z*(t) = Cte® (il y a résonance) et on détermine
C' en écrivant que x*(t) vérifie (1) :
Ce3t + 3Cted — 3(Ctedl) = 2e3t, soit
eSO —2) = 0.
Dot C =2 et z*(t) = 2te3. Donc

z(t) = ked + 2te.
On détermine k & l'aide de la condition initiale z(1) = 4e3. Donc

4e3 = ke3 +2e3 et k=2, dou :

x(t) = (2t +2)e3.

4)L’équation s’écrit 32/(t) — 2x(t) = 3cos2t (1), et d’apres le cours les solutions de (1)
sont de la forme

z(t) = (t) + 27(1),
ol ¢ est solution de ’équation homogene associée a (1) : 3¢/(t) — 2p(t) =0 (2),

et x*(t) une solution particuliere de (1).

D’apres le cours les solutions de (2) sont de la forme

o(t) = ke,
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D’autre part on cherche x*(t) de la forme z*(t) = Cy cos 2t + Cs sin 2t et on détermine Cy
et Cy en écrivant que x*(t) vérifie (1) :

3(—2C sin 2t + 2C5 cos 2t) — 2(C cos 2t + Cy sin 2t) = 3 cos 2t, soit

(6Cy —2C1 — 3) cos 2t + (—6C — 2C3)sin 2t = 0.

D’ou Cy = —%, Cy = 2% et x*(t) = —2% cos 2t + 2%sim?t. Donc

3 9
x(t) = kes! — 20 €08 2t + 20 sin 2t.

On détermine k & l'aide de la condition initiale 2:(0) = 4. Donc

17 _ 3 _ FE,
0 =k—s5et k=1, dou:

3 9
z(t) = et — %cos% + 2—Osin2t.

9]
i

5) L’équation s’écrit 2/ (t) + z(t) = 2te™* (1), et d’apres le cours les solutions de (1) sont
de la forme

z(t) = p(t) +27(1),
ou ¢ est solution de I’équation homogene associée a (1) : ¢'(t) + ¢(t) =0 (2),

et z*(t) une solution particuliere de (1).
D’apres le cours les solutions de (2) sont de la forme
o(t) = ke .

D’autre part on cherche z*(¢) de la forme x*(t) = t(C1t + Cs)e™t (il y a résonance) et on
détermine Cy e Cy en écrivant que z*(t) vérifie (1) :
(201t—|—02)€_t — (Cth —|—02t)€_t+ (Cltz +02t)€_t = 2t€_t, soit te_t(ch —2) —|—02€_t =0.
Dot C; =1, Cy =0 et 2*(t) = t2¢~*. Donc

x(t) = ket + %t

On détermine k a l'aide de la condition initiale z(0) = 1. Donc 1 =k et

x(t) =e 12t

2. 1) L’équation s’écrit 2 (t) +22 (t) +2x(t) = et cos 2t (1), et d’apres le cours les solutions
de (1) sont de la forme
z(t) = o(t) + 27 (1),
ou ¢ est solution de I’équation homogene associée a (1) : 3" (t) +2¢'(t) +2p(t) =0 (2),
et x*(t) une solution particuliere de (1).

L’équation caractéristique associée & (2) est : r2+2r4+2=0 (3). Or A = —4 = (2i)? et
(3) a pour solutions 1 = —1 —i et rg = —1 + .
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D’apres le cours les solutions de (2) sont de la forme

@(t) = e (ki cost + kysint).

D’autre part on cherche z*(t) de la forme x*(t) = e~*(Cy cos 2t +C5 sin 2t) et on détermine
Cy et Cy en écrivant que z*(t) vérifie (1). On a

(z*)'(t) = —e Y(C} cos 2t + Cy sin 2t) + e~ H(—2C sin 2t + 2C5 cos 2t),

(z*)"(t) = e H(Cy cos 2t + Cysin 2t) — 2e~4(—2C) sin 2t + 2C5 cos 2t) + e~ H(—4C] cos 2t —
4C5 sin 2t). Et si x*(t) vérifie (1), on obtient :

e t[(Cy cos 2t+Cy sin 2t) —2(—2C sin 2t42C5 cos 2t)+(—4C] cos 2t—4C4 sin 2t)]+2e~¢[(C cos 2t+
Cy sin 2t) + (=201 sin 2t + 2C5 cos 2t)] + 2e74(C} cos 2t + Cy sin 2t) = e~ cos 2t.

Et en ordonnant :

(201 + Cy)e !sin2t + (Cy — 205 — 1)e~tcos2t = 0, soit Cy = 1, Cy = —1 et a*(t) =
e~!(% cos2t — Zsin2t). Donc
—t . —t 1 2 .
x(t) = e "(kycost + kysint) + e (g cos 2t — 7 sin 2t).
On détermine k; et ko a 'aide des conditions initiales '(0) = —2 et 2:(0) = 1. Donc
—2=—k1—ft+ke+iet 1=k + 1, soit ky=—%etky=—1 Dou:

4 17 1 2
z(t) = €_t(—3 cost — = sint) + e_t(g cos 2t — E sin 2t).

2)L’équation s’écrit x”(t) +4x(t) =0 (1), ¢’est une équation homogene.

L’équation caractéristique associée & (1) est : 72 +4 =0 (3).

(3) a pour solutions r; = 2i et ro = —2i.
D’apres le cours les solutions de (1) sont de la forme

x(t) = ki cos 2t + ko sin 2t.

Les constantes ki et ko peuvent étre déterminées si on connait les conditions initiales.

3)L’équation s’écrit 42" (t) + 42/(t) + x(t) =0 (1), c’est une équation homogene.

L’équation caractéristique associée & (1) est : 4r2 +4r+1=0 (3).

. 1
(3) a pour solutions 1 = ry = —3.

D’apres le cours les solutions de (1) sont de la forme

2(t) = (k1 + kot)e 2",

Les constantes kq et ko peuvent étre déterminées si on connalit les conditions initiales.
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4) L’équation s’écrit 2" (t) — 22/ (t) +2x(t) = 2t —sint (1), et d’apres le cours les solutions
de (1) sont de la forme

z(t) = (t) + 27(1),
ol ¢ est solution de I’équation homogene associée & (1) : ¢ (t) —2¢/(t) +2p(t) =0 (2),
et x*(t) une solution particuliere de (1).

L’équation caractéristique associée & (2) est : 12 —2r+2=0 (3). Or A = —4 = (2i)? et
(3) a pour solutions 1 =1 —i et ro =1 +1.

D’apres le cours les solutions de (2) sont de la forme

@(t) = e'(ky cost + ko sint).

D’autre part on cherche z*(t) de la forme z*(t) = Cy cos 2t + Cysin 2t + Cst + Cy et on
détermine C1, C, C3 et Cy en écrivant que x*(t) vérifie (1). On a

(x*)(t) = —C1sin2t 4+ Cy cos 2t + Cs,

(x*)"(t) = —C1 cos 2t — Cysin 2t. Et si z*(t) vérifie (1), on obtient :

(—=C1 cos 2t —Cysin 2t) —2(—C sin 2t +Cq cos 2t +C'3) +2(Cy cos 2t+Co sin 2t+Cst+Cy) =
2t —sint. Et en ordonnant :

(—Cl —2Cy + 201) cos 2t + (—CQ +2C7 +20C5 + 1) sin 2t + t(203 — 2) + (—203 + 204) =0

et O = —%, Cy = —%, C3=1let Cy=1. Dou: z*(t) = —%cosZt— ésin2t+t+1 et

2 1
x(t) = et(kl cost + kosint) — gcos2t — gsin2t+t+ 1.

Les constantes kq et ko peuvent étre déterminées si on connait les conditions initiales.

5) L’équation s’écrit 2’ (t) — 2/(t) — 2z(t) = €! (1), et d’apres le cours les solutions de (1)
sont de la forme

x(t) = (t) + 27(1),
oll ¢ est solution de 1’équation homogene associée a (1) : ¢”(t) — ¢'(t) — 2¢(t) =0 (2),
et z*(t) une solution particuliere de (1).

L’équation caractéristique associée a (2) est : 72 —7r —2 =0 (3). (3) a pour solutions
ry=—1et rg =2.

D’apres le cours les solutions de (2) sont de la forme

©(t) = kie ! + kot

D’autre part on cherche z*(t) de la forme z*(t) = Ce’ et on détermine C' en écrivant que
x*(t) vérifie (1).

Ce! — Ce! —2C¢€! = ¢!, soit e!(—2C — 1) = 0 et C = —3. Donc z*(t) = —3e' et

1
z(t) = kie™" + koe?t — §et.
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k1 et ko peuvent étre déterminées si on connait les conditions initiales.

6)L’équation s’écrit 2 (t) —32'(t) +2z(t) = e!(1—-2t) (1), et d’apres le cours les solutions
de (1) sont de la forme

z(t) = o(t) + 2" (1),
ol ¢ est solution de I’équation homogene associée a (1) : " (t) — 3¢/ (t) +2p(t) =0 (2),
et x*(t) une solution particuliere de (1).

L’équation caractéristique associée & (2) est : 72 —3r +2 =0 (3). (3) a pour solutions
ri=1et rg =2.

D’apres le cours les solutions de (2) sont de la forme

©(t) = kiet + koe®.

D’autre part on cherche x*(t) de la forme x*(t) = te!(C1t + Cs) (il y a résonance) et on
détermine Cy et Cy en écrivant que x*(t) vérifie (1). On a

(z*)(t) = et (C1t% + Cat) + €' (201t + Cy),

(.T*)”(t) = 6t(01t2 + Cgt) + 2€t(2017f + Cg) + €t(201).

Si z*(t) vérifie (1) :
(et(Cth—i—Cgt)+26t(201t+02)+6t(201))—3(et(C’1t2—i—Cgt)+et(201t+02))+2(et(01t2—|—
Cat)) = e'(1 — 2t), soit

el[t2(C1 — 3Cy + 201) + t(Cy + 4C1 — 3Cy — 601 +2C +2) + (2C5 +2C1 —3C3 — 1) =0
et C1=1,Co=1et a*(t) =tel(t+1) et

z(t) = kret 4 koe® 4 tef (t 4+ 1) + tel(t +1).
Les constantes kq et ko peuvent étre déterminées si on connait les conditions initiales.
7)L’équation s’écrit o (t) — 42’ (t) + 4x(t) = te?* (1), et d’apres le cours les solutions de
(1) sont de la forme

z(t) = o(t) + 27 (1),

ol ¢ est solution de ’équation homogene associée & (1) : ¢”(t) — 4¢'(t) +4p(t) =0 (2),

et z*(t) une solution particuliere de (1).

L’équation caractéristique associée & (2) est : 72 —4r +4 =0 (3). (3) a pour solutions
ry =19 = 2.

D’apres le cours les solutions de (2) sont de la forme
gp(t) = (/ﬁt + k2)62t.

D’autre part on cherche x*(t) de la forme x*(t) = t?e*/(Cit + C3) (il y a “double”
résonance) et on détermine C; et Cy en écrivant que z*(t) vérifie (1). On a
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(z%)(t) = 2e2(C1t? + Oat?) + €2 (30112 + 205t),

(z%)"(t) = 4e* (C1t? + Cat?) + 4e* (3C1t* + 205t) + ¥ (6C1t + 2C).

Si z*(t) vérifie (1) :

(4e2 (C1134-Ot?) +4e? (3C1 12 +2C05t) +-e2 (601t +2C5) ) —4(2e2 (C113 + Cat?) €2 (3C1 12 +
205t)) + 4(e?*(C1t3 + Cot?)) = te?t, soit

e2t[t3(4C1—801+401)+t2(402+1201—802—1201+4Cg)+t(802+6€1—802—1)+802] =0
et C1 =g, Co=0cet 2*(t) = $t3e* et

1
z(t) = (kyt + kp)e®t + 6t362t.

On détermine k; et ko & 'aide des conditions initiales z(0) = 1 et 2/(0) = 4. Donc

1=FKyetd=2ky+ kq,soit ki =2et kg =1. D’ou :

1
x(t) = (2t + 1)e* + 6t362t'

3. 1)L’équation s’écrit 23 () — 22" (t) +2'(t) —22(t) = 0 (1), c’est une équation homogene.

L’équation caractéristique associée a (1) est : 73—2r24+r—2 =0 (3), soit (r—2)(r?>+1) = 0.

(3) a pour solutions r; =2, 7y =i et r3 = —i.
D’apres le cours les solutions de (1) sont de la forme

z(t) = ki1e®t + ko cost + kssint.

On détermine kj, k2 et k3 & ’aide des conditions initiales 2(0) = 5, 2'(0) = 3 et 2”(0) = 0.

Donc
5=Fk + ko
3 =2k + k3 ,
0=4k — ko

soit k1 = 1,ks =4 et k3 =1. D’ou :

z(t) = e* + 4 cost + sint.

2) L’équation s’écrit (3 (t) — 227 (t) + 2/(t) — 2z(t) = 2t> (1), et d’apres le cours les
solutions de (1) sont de la forme

z(t) = o(t) + 2" (1),

ou ¢ est solution de I’équation homogene associée a (1)

e (1) — 20" (t) + ¢/ (t) — 2p(t) = 0 (2) et z*(t) une solution particuliere de (1). (2) est
I’équation de ’exercice précédent, donc

@(t) = kie* 4 ko cost + kysint.
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D’autre part on cherche z*(t) de la forme z*(t) = C1t? + Oyt + C3 et on détermine Cj,
C5 et C3 en écrivant que x*(t) vérifie (1):
—2(2C) + (2C1t 4 Cy) — 2(01752 + Cot + Cs) = 2752, soit
t2(—201 —2)+t(2C) —2C) 4+ (—4C1+C2—2C3) = 0. Donc C = -1, Cy = —1, C3 = —%,

() =—t2 —t—3 et

x(t) = ke + kocost + kysint — t* —t —

N W

N ot

On détermine k1, ko et k3 a aide des conditions initiales z(0) = 2, 2/(0) = 2 et 2”(0) = 1.

Donc
%=k1+k2—%
2=2k1+ks—1,
0=4k1 — k9 —2

soit k1 = 2,ky = 2 et ks = 2. Dot :

3 2 9 3
z(t) = 562t+5cost+gsint—t2—t— 5

3) L’équation s’écrit 2O (t) —2” (t)+2/(t) —x(t) = 2¢* (1), et d’apres le cours les solutions
de (1) sont de la forme

z(t) = (t) + 27(1),
ou @ est solution de I’équation homogene associée a (1)

©B) (1) — " (t) + ' (t) — (t) =0 (2) et 2*(t) une solution particuliere de (1).

L’équation caractéristique associée & (2) est : 73 —r2+r—1=0 (3), soit (r—1)(r>+1) = 0.

(3) a pour solutions 1 = 1, 1o =i et r3 = —i.

D’apres le cours les solutions de (2) sont de la forme

@(t) = kie' + ko cost + kzsint.

D’autre part on cherche z*(t) de la forme z*(t) = Cte! (il y a résonance) et on détermine
C' en écrivant que z*(t) vérifie (1):

(3Ce! + Ctel) — (2Ce! + Ctel) + (Cel + Ctel) — Ctel = 2et, soit ! (3C —2C + C —2) = 0,
C =1 et 2*(t) = tet. Donc

x(t) = kie' + ko cost + kssint + te'.

On détermine ky, ko et k3 & l'aide des conditions initiales 2(0) = 1, 2/(0) = 0 et 2”(0) = 1.

Donc
1=k + ko
0=k +k3+1,

1=k —ko+2
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soit ]{71 = O,k‘Q =1et k‘3 = —1. D’ou :

x(t) = cost — sint + te'.

4. Soit le systeme différentiel (1) {

Posons X (t) = ( ;Eg ), A= ( 1 _11 >7 et F(t) = ( 72275 ) . (1) s’écrit

Réduction de A

N -1

Pa(\) = det(A = AI) = | ! 1L (1=

’:(1—)\)2+1:(1+i—>\)(1—i—)\)
Ici on est amené a travailler sur €, mais il faudra déterminer parmi toutes les solutions

complexes, celles qui sont réelles.

A a donc deux valeurs propres distinctes, Ay = 1+ ¢ avec m(A1) = 1 et Ay =1 — i avec
m(A2) = 1. A est donc diagonalisable dans C.

Détermination du sous-espace propre £, associé a \{ =141

(V= ( ;j ) € By, } <= {AV = \|V}, soit

vty =(1+i)y ,ouzx =1y et

o= (1) em=o-(2)(1)

E), est donc engendré par V; = ( i )

{m—y:(1+i)x

Détermination du sous-espace propre E), associé a \p =1 —1

(Vv = ( ‘; ) € By} <= {AV = AV}, soit

,ouy =1z et

{m—y:(l—i)x

r+y=(1-1)y

{Vz(i)GEAZ}@{V:<;;>:x<1)}.

E), est donc engendré par Vo = ( 1 >( — ( —12 >)
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On en déduit alors que

A=PDP avee D= 1T0 U ) o p=( ¢ L),
0 1—1 1

D’apres ’énoncé

(3) s’écrit alors X'(t) = (PDP™YH)X(t) + F(t) ou (P71X'(t)) = D(P71X(t)) + P7LF(¢).

Changement de variable

Faisons le changement de variable Z(t) = P~1X (t), (3) devient

Z'(t)=DZ(t)+ P 'F(t) (4)
ot P7LF(t) = ( ::Ztt )

o | ou(?) o ) =0+ Dut)—i—t (5)
Posons Z(t) = ( o(t) >, (4) s’écrit { V() = (1—i)y+1+it (6)

Résolution de (5)

L’équation homogene associée & (5) est ¢/ (t) = (14 i)@(t), et dans T, @(t) = ke +9t,
Une solution particuliere de (5) est de la forme u*(t) = Cit + Cs.
On détermine C; et Co en écrivant que u*(t) est solution de (5):
Ci=1+4)(Cit+Cy) —i—t,soit t(—(1+4)C1 +1)+ (C1 — (1 +14)Cy + i) = 0.
Donc Cy = 354, Cy = § et u*(t) = L4t + 3. D'on

1—i 1

U(t) = k1€(1+i)t + Tt + 5

Résolution de (6)

L’équation homogene associée & (5) est ¢'(t) = (1 — i)(t), et dans T, @(t) = koe =9t
Une solution particuliere de (6) est de la forme v*(t) = Cit + Cs.

On détermine Cj et Co en écrivant que v*(t) est solution de (6):

Ci=(1—-19)(Cit+ Cq) +1+it, soit t((i — 1)C1 —i) + (C1 + (i — 1)C2 — 1) = 0.

Donc Cy = 352, Cy = —L et v*(t) = L4t — L. Do
(—iyp , L=
v(t) = kge +—t——.

R ket 4 10y 4 1
D’o‘t Z(t) = ( pe1=0t 4 iy 1 et

o ikjle(l—”)t + k‘ge(l_i)t +1
LT ket gDt g1 )
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Il faut maintenant déterminer les complexes ki et kg correspondant aux solutions réelles.

Or ket 4 foe(=Dt 4 ¢ = e![(iky + ko) cost + (—ky — iks)sint] et
ket 4 jkoe(1-0t — e![(ky + iks) cost + (k1 + iks) sint].

Les solutions réelles correspondent & iki + ko et k1 + iky réels. Or z +Z € IR. Donc si
k1 = ikg, k1 + iko € R et iky = —ik) = —i(iks) = ko et on a aussi ik; + ko € IR.

11 suffit donc que ki = iks et les solutions réelles sont de la forme :

X(t) = e'(Cycost — Cysint) +t
| e(Cycost+ Cysint) +t+1

z(t) = e'(Cy cost — Cysint) + ¢
y(t) = e'(Cacost + Cysint) +t+1

@/(1) = w(t) = y(t) + 2¢*
Y(t) = —x(t) +y(t) +2t+2

_ o2t
Posons X (t) = ( zg; ), A= < _11 11 )7 et F(t) = ( —i—;t—l—Q ) . (1) s’écrit

X'(t)=AX(t)+ F(t) (3)

2)Soit le systeme différentiel (1) {

Réduction de A

1-)) -1

fguy:@uA—AQ):|(_1 (1N

|:u—AV—1:AM—2y

A a donc deux valeurs propres distinctes, A\; = 0 avec m(A1) = 1 et Ay = 2 avec m(A2) = 1.
A est donc diagonalisable dans IR.

Dtermination du sous-espace propre E), associé a \; =0

{Vz(i)é@&@@@M%ﬂme

—x+y=0"

o ()emrev-(2)A(2)

E), est donc engendré par V; = ( 1 )

{ar—y—() ouzx =1y et

Détermination du sous-espace propre E), associé a \y =2

{Vz(i)éEM%:vMV:&VLmH

r—y=2r _
{:B—f—y:?y ,ouy=—xet
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{V:(i)eEAQ}:»{V:<_xx)zx<_11>}.

E), est donc engendré par V5 = ( 1 )

On en déduit alors que

00 1 1
— -1 — —
A=PDP ", avec D_<O 2) et P_<1 1).

D’apres 1’énoncé

(3) s’écrit alors X'(t) = (PDP~Y)X(t) + F(t) ou (P~1X'(t)) = D(P~1X(t)) + P~LF(¢).
Changement de variable

Faisons le changement de variable Z(t) = P~1X(t), (3) devient

Z'(t)=DZ(t)+ P 'F(t) (4)

-1 _
et P F(t)—<€2t_t_1

Posons Z(t) = ( “(’? ) (4) s'écrit { ui(h) = ¢ +t+1 (5)
Résolution de (5)

1 1
u(t) = 5ezt + 51t2 +t+ k.

Résolution de (6)

L’équation homogene associée a (6) est ¢/ (t) = 2¢(t), et ¢(t) = koe*.
Une solution particuliere de (6) est de la forme v*(t) = Cyte® + Cot + Cs.
On détermine Cy, Cy et Cs en écrivant que v*(t) est solution de (6):
Cre?t +2C1te?t + Cy = 2(O1te? + Cot + C3) + 2! —t — 1, soit
e?(Cy — 1) +t(—2C5 + 1) + (C2 —2C3 + 1) = 0.
Donc C1 =1, Cy =1, C3 =3 et v*(t) =te® + 3t + 2. D'ou

3

1
v(t) = koe® + te + St

1.2t 1,2
e _ 5€ +§t +t+ Kk
Dou Z(1) <k262f+te2t+;t+i o
11 )( e Ty >:(th(1+k2+t)+§t2+3t+3+kz1)

XO=PZO={ 1 3 )| koe2t 4 te2 4 1p 4 3 L 70 T S S T v B
2 4 2 2 2 4
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On peut déterminer les constantes ki et ky a l'aide des conditions initiales (inexistantes
ici).

( (
3)Le systeme différentiel s’écrit : (1) ¢ o/'(t) = —y(t) + 42(t)
z

z(t) -1 0 -2
Posons X (t) = | y(t) | et A= 0 —1 4 |. (1) s%écrit
2(t) 2 2 -1

Réduction de A

(—=1—=2X) 0 -2
Pa(M\) = det(A — A\I3) = 0 (—1=X) 4 =(=1=X)(=3=XN)(1=2X).
2 2 (—=1-=2X)
A a donc trois valeurs propres distinctes, \y = —1 avec m(A1) = —1, Ay = —3 avec

m(A2) =1 et A3 =1 avec m(A3) = 1. A est donc diagonalisable dans IR.

Détermination du sous-espace propre E), associé a \; = —1
x

{V=|y | € E\x} <= {AV = N1V}, soit
z

—r—2z=—x =0
—y+4z=—y ,ou{ B et
—2z

20+ 2y —z= y=-7
T T 1
{V=1lvy |eBEy}={V=]| -z |=z| -1
z 0 0
1
E), est donc engendré par V; = [ —1
0
Détermination du sous-espace propre £, associé a Ay = —3
x
{V=1 vy | € E\,} < {AV = AV}, soit
z

—r —2z=-3x .
—y+4z= -3y ,ou{ B et
3z

2r +2y — 2z = — y=-2
T T 1
{V=|y |eEy,}={V=| 2z |=2| -2 |}

z x 1
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1
E), est donc engendré par Vo = | —2
1

Détermination du sous-espace propre E), associé a \3 =1

x
{V=|y | € Ex,} <= {AV = A3V}, soit

z

—xrx—2z=x v s
—y+4dz=y ,ou{ B et

204+ 2y — 2=z y=2z
T —z -1
{V=|y |eBEyt={V=| 22 [=2| 2 |}
z z 1
-1
E), est donc engendré par V3 = 2
1
On en déduit alors que
-1 0 O 1 1
A=PDP ! avec D= 0 -3 0| e P=| -1 =2
0 0 1 0 1

(3) s’écrit alors X'(t) = (PDP~Y)X(t) ou (P~1X'(t)) = D(P~'X(t)).

Changement de variable
Faisons le changement de variable Z(t) = P~1X(t), (3) devient

Z'(t) = DZ(t) (4).

u(t) u'(t) = —u(t) (5)
Posons Z(t) = | wv(t) |, (4) s’écrit < v'(t) = —3v(t) (6)
w(t) w'(t) = w(t) (7)
Résolution de (5)
u(t) = ke
Résolution de (6)
v(t) = kye 3t
Résolution de (7)
w(t) = kse’
kpe=t
Do Z(t) = | koe™3t | et

14



Lecon5 - correction des exercices 15

1 1 -1 kiet kie™t + koe 3t — ket
Xt)y=PZ(t)=| -1 -2 2 koe 3t | = | —kjet — 2koe 3t + 2kget
0 1 1 k3€t kzefst + kget

On peut déterminer les constantes ki, ko et k3 a I’aide des conditions initiales (inexistantes
ici).

"(t) = 22(t) + y(t) — 2(2)
2(t) 1 -1 4
Posons X (t) = | y(t) |etA=| 3 2 -1 (1) s’écrit
2(t) 2 1 -1
X'(t)=AX(t) (3)
Réduction de A
1-x -1 4
Pa(X) =det(A — M3) = 3 (2-X) -1 =(1-=XN)(-2-X)(3—-).
2 1 (=1-X)
A a donc trois valeurs propres distinctes, A\; = 1 avec m(A;) =1, Ay = —3 avec m(A\a) =1

et A3 = 3 avec m(\3) = 1. A est donc diagonalisable dans IR.

Détermination du sous-espace propre £, associé a A\ =1

x
{V=1 vy | € E\} <<= {AV =\ V}, soit
z
r—y+dz=x e
3x+2y—z:y,ou{ B et
y =4z
2r4+y—z==z
T —z —1
{V=|y |ebEx}={V=]| 42 |=2| 4 |}
z z 1
-1
E,, est donc engendré par V; = 4
1
Détermination du sous-espace propre £, associé a Ay = —2
x
{V=|y | € E\x} <= {AV = X2V}, soit
z
r—y+4z=-2x R
3z +2y—2=—-2y ,ou { _ . et
20 +y—z=-2z v=
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T T 1
{V=1ly |eBEyL}={V=]| —= |=z| -1 |}
z —x —1
1
E), est donc engendré par Vo = [ —1
-1

Détermination du sous-espace propre L), associé a \3 =3

x
{V=1 vy | € E\x} <= {AV = A3V}, soit
z
x—y+4z=3x Y
3r+2y—2z=3y ,ou{ :21: et
204+ y—2=3z v=
T T 1
{V=1ly |eBy}={V=| 2z |=2]| 2 |}
z T 1
1
E), est donc engendré par V3 = | 2
1
On en déduit alors que
1 0 O -1 1
A=PDP ! avece D=0 -2 0 | et P=| 4
0 0 3 1 -1

(3) s’écrit alors X'(t) = (PDP~Y)X(t) ou (P71X'(t)) = D(P~1X(t)).

Changement de variable

Faisons le changement de variable Z(t) = P~1X(t), (3) devient

Z'(t) = DZ(t) (4).

u(t) u'(t) = u(t) (5)
Posons Z(t) = | wv(t) |, (4) s’écrit < o'(t) = —2v(t) (6)
w(t) w'(t) = 3w(t) (7)
Résolution de (5)
u(t) = ket
Résolution de (6)
v(t) = kye 2t

Résolution de (7)

16
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klet
Dot Z(t) = | koe™2 | et
k3e3t
-1 1 1 klet —klet + k2672t + kgegt
X(t)=PZ(t) = 4 -1 2 koe™2t | = | 4kjet — koe 2t + 2kgzet
1 -1 1 k‘36’3t k‘let — k2€_2t + k‘3€3t

On peut déterminer les constantes ki, ko et k3 a ’aide des conditions initiales (inexistantes
ici).

5. Soit (1) : 2”(t)+2x'(t) —bx(t) = 0. Equation caractéristique associée & (3) : r242r—b =0
(3) s'écrit (r+1)2—(1+b) =0
e Sib> —1, (3) a 2 racines réelle distinctes, 11 = =1 —+v/1+bet ro = —1++/1+bet (1)

a pour solutions:

o(t) = k167(1+\/1+b)t 4 kge—(I-VIFD)E,

(1) est stable si et seulement si 7 < 0 et ro < 0 soit —1 < b < 0.

Si —1<b<0 lim z(t)=0 et la solution est stable.

li
t—+00

Si b>0 lim z(t) =400 et la solution est instable.

t—4o00

e Sib< —1, (3) a 2 racines complexes conjuguées 1 = —1 —iy/—1 — b et
rg = —1+1iv—1—"bet (1) a pour solutions complexes :
{L‘(t) _ k,le—(l—‘ri\/—l—b)t + k,2e—(1—i\/—1—b)t.

avec k1 et ko constantes complexes.

Les solutions réelles sont de la forme :

z(t) = e H(Cy cos(vV—1 — bt) + Cysin(v/—1 — bt))

et

lim x(t) =0 et la solution est stable.
t——+o00

6. On a
TrA=X+X=-1 et detA =M\ =1.

A a donc deux valeurs propres de partie réelle négative. A est donc différentiellement
stable.

TrB=MX+X=1 et detB = MMy =2.
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B a donc deux valeurs propres de partie réelle positive. B n’est donc pas différentiellement
stable.

7. Po(\) = (=1=A)(A>+(1—a)XA+1—a). C est donc différentiellement stable si et seulement
si les racines de (1) A2+ (1 —a)\ + 1 — a ont des parties réelles négatives.

A=(1-a)?-4(1-a)=(1-a)(-3—a)

e Sia €]—00; —3[U]1;+oo[, A > 0 et les racines Ay et Az de (1) vérifient AAz=1-a
)\1 + )\2 =a-—1
eSia< —3, A\ <0et Ay <0. A est donc stable.

e Sia > 1, A\ et \y sont de signes contraires, donc A est instable (I'une des valeurs propres
est positive).

eSi—3<a<1 A=)\ et Re(A1) = Re(A2) = % = anl < 0. A est différentiellement
stable.

e Sia= —3o0ua =1, 'une au moins des valeurs propres de A est nulle et A n’est pas
différentiellement stable.

2(t) = —z(t) + y(t) + 2sint + e
. . e y'(t) = =bx(t) + 4y(t) — %z(t) + 3sint + 2t
8. Soit le systeme différentiel (1) 2(t) = —Ta(t) + 5y(t) %z(t) —l— Sinf 4+ 2t 4+ 2t
z(0)=—5 , y(0)=1, 2(0) =
x(t) -1 1 0 2sint + e~
Posons X(t) = [ y(t) |, A=| -5 4 -1 ,et F(t)= | 3sint+2e !+t
2(t) -7 5 —1z(t) sint + 2e~t + 2t

(1) s’écrit

Réduction de A

D’apres 'exercice 14 du chapitre précédent :

110 10 2
A=PJP™' avec J=| 0 1 0| et P=| 2 1 3
00 3 2 2 1
et
5 —4 2
Pl=| -4 3 -1
-2 2 -1

(3) s’écrit alors X'(t) = (PJP Y X(t) + F(t) ou (P71X'(t)) = J(P7'X(t)) + P7LF(2).

Changement de variable
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Faisons le changement de variable Z(t) = P~1X(t), (3) devient

Z'(ty=PZ({t)+ P 'F(t) (4)

et PLF(t) = et

sint

u(t) u'(t) = u(t) +v(t) + et (5)
Posons Z(t) = | wv(t) |, (4) s’écrit & o'(t) =v(t) +t (6)

w(t) w'(t) = 3w(t) +sint (7)

Résolution de (7)

L’équation homogene associée a (7) est ¢/(t) = $p(t), et ¢(t) = krezt.

Donc w(t) = kyez! + w*(t), ot w*(t) est une solution particuliere de (7) de la forme

w*(t) = Cysint + Cycost. On détermine Cy et Cy en écrivant que w*(t) est solution de

(7) :

Cicost—Cysint = 1(Cysint+Chcost)+sint, ou cost(Cl—%)—l—sint(—Cg—%— ) =0.
Dou C = —% et Cy = —%. Donc

4
w(t) = kre2! — Zsint — £ cost.

(SR8

Résolution de (6)
L’équation homogene associée a (6) est ¢'(t) = ¢(t), et p(t) = kael.

Donc v(t) = koe! + v*(t), ot v*(t) est une solution particuliere de (6) de la forme

v*(t) = Cit + Cy. On détermine C et Cy en écrivant que v*(t) est solution de (6) :
Ch = (Clt + CQ) +t, ou t(—01 — 1) + (Cl — 02) =0. D’ou C; = -1 =C5. Donc

v(t) = koe! —t — 1.

Résolution de (5)

(5) devient (8) u/(t) = u(t) + koe' —t —1+e7".
L’équation homogene associée & (8) est ¢'(t) = ¢(t), et p(t) = ksel.

Donc u(t) = kse! +u*(t), ot u*(t) est une solution particuliere de (8) de la forme

u*(t) = Cytet + Cot + C5 + Cye (il y a résonance). On détermine Cy, Oy, C3 et Cy en
écrivant que u*(t) est solution de (8) :

Clet + Cltet + Cy — C4€7t = Cltet + Cot + C3 + C4€7t + kQ@t —t—1+4 eft, ou
e(Cr — ko) +t(-Co+ 1)+ (Co —C3+ 1)+ e H(—Cy — Cy — 1) = 0.
DouCi=ky, Co=1,C3=2¢et Cy = —%. Donc u*(t) = kote! +t+2 — %e*t et
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1
u(t) = kze' + kote® +14+2— —e™".

2
kse! + kate' +t+2 — ge
D'on Z(t) = koel —t—l ot
1
kpe2t — gsmt -z 4 cost

10 2 kse® + kote! +t+2— 1e7!
Xt)=PZt)=| 2 1 3 koet —t — 1 ,

2 2 1 kiezt — Zsint — 4 cost

kse! + kote! +t+2— 2e7t + 2(]{71€% — Zsint — £ cost)

X(t) = | 2(kse’ + kote' +t+2— Je") + koe —t—1+3(k:162 — Zsint — 2 cost)
2(kse! + kate! +t 42— e=') + 2(kae' —t—l)—l—k:162 — Zsint — £ cost

On détermine les constantes ki, ko et ks a l'aide des conditions initiales z(0)

L —kyp2 L pok -8

y(0) =1et Z(O):%, soit 1—2k3+4—1+k2—1+3k1—§ , ce qui donne
T =2ks+4—1+2ky— 24k —3
k=% ky =2 et ky=—3 et
x(t)zet( + 13t)+t+2 +258e2 —gsmt—fcost

y(t) = et(— 7+13t)—|—t+3—e t+4262 —gsmt—gcost
et(— 3+236t)+2—e_t+154e2 —gsmt—gcost

9. Soit le systeme différentiel (1) ( )( S
=-2,y(0)=2, 2(0) =

—t—et

20

6’

1
2
Posons X(t) = < :;Eg )a A= ( _31 i >a et F(t) = ( b+ 2¢” > Les deux premieres

équations de (1) s’écrivent
X'(t)=AX(@t)+ F(t) (3)
Réduction de A

D’apres ’exercice 10 du chapitre précédent :

_ 1 (21 _ 1 1
A=PJP™ ", avec J-(O 9 et P= 10 )

et on calcule par la formule de I’énoncé

4 [0 -1
P (1 1)

(3) s’écrit alors X'(t) = (PJP )X (t) + F(t) ou (P71X'(t)) = J(P'1X(t)) + P~LF(t).
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Changement de variable

Faisons le changement de variable Z(t) = P~1X (t), (3) devient

Z'(t)=PZ(t)+ PT'F(t) (4)
ot PTUF(t) = ( b+ e )

Posons Z(t) = ( u(t) )7 (4) s'écrit { u'(t) : 2u(t) +o(t) +t+e" (5)

Résolution de (6)
L’équation homogene associée & (6) est ¢/ (t) = 2¢(t), et ¢(t) = k1e*.

Donc v(t) = k1e?! +v*(t), ott v*(t) est une solution particuliere de (6) de la forme v*(t) =
Ce'. On détermine C en écrivant que v*(t) est solution de (6) :

Cel =2Ce! +¢e!, ou e!(C —2C —1) =0. Dot C = —1 et v*(t) = —e'. Donc

v(t) = ke — el

Résolution de (5)

(5) devient (7) u'(t) = 2u(t) + k1 +t.
L’équation homogene associée & (7) est ¢/ (t) = 2p(t), et (t) = koe?.

Donc u(t) = kge?® + u*(t), ot u*(t) est une solution particuliere de (8) de la forme

u*(t) = C1te®® + Cot + O3 (il y a résonance). On détermine Oy, Co et C3 en écrivant que
u*(t) est solution de (7) :

01€2t + 2017f€2t +Cy = 2(Clt€2t + Cot + 03) + k}162t + ¢, ou

62t(01 — k‘l) + t(—QCQ - 1) + (02 — 203) =0. Dou Cy =k, Cy = —% et C3 = —% .
Donc u*(t) = kite® — 3t — % et
1 1
u(t) = kot + kyte?t — §t -
N /{32€2t + k‘ltth — 11
D’on Z(t) = ( Fye2 ot 204 ) et
_ _ 1 1 koe?t + kite?t — %t - i _ koe?t + kite?t — %t — % + ket — et
X(t)=Pz(t) = ( -1 0 ) < ket — et o —koe®t — kyte?t + %t + i '
On détermine les constantes k; et k2 a 1’aide des conditions initiales z(0) = —2 et y(0) = 2
9 — kg — 1 _

, soit { 22__2_’_:%1—1_%1 1 , ce qui donne ki1 =1, kgz—% et

o(t)= (=2 4+t)e? — St — 1 —¢
y(t) = (T —t)e? + 1t + 1
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10.

D’autre part 2/(t) = x(t) + y(t) — 2(t), soit
2(t) = —z(t) + 2 — et (8).

Donc z(t) = kse™ + z*(t), oll z*(t) est une solution particuliere de (8) de la forme

2*(t) = C1e? + Cyet. On détermine Oy et Cy en écrivant que 2*(t) est solution de (8) :

201€2t + 02€t = —(01€2t + Cget) + et — et, ou €2t(201 +Ci — 1) + et(Cg + Cy + 1) =0.
Dot Cy = 1 et Cy = —5 . Donc z*(t) = 3% — Le’ et

1 1
2(t) = kge ™t 4+ e — iet.

3
On détermine k3 en utilisant la condition initiale z(0) = 3 :
3 =hs+ g€ —J et ky=2 et
2
z(t) = ge_t + 362t el
1) Réduction de A
Pa(\) = det(A — \I) = | (_‘: A _4A ‘ =N 44 +4=(A+2)%
A a une valeur propre A = —2 avec m(\) = 2.
Détermination du sous-espace propre E) associé a A = —2

(V= ( i ) € B\} «= {AV = AV}, soit

{ —4x+ 4y = —2x Cou =2y et

—xr = -2y
[z 2y ) 2
{V-(y)éEﬁ(z){V-( ) >_y< 1 )
FE est donc engendré par Vi = ? et A n’est pas digonalisable et a pour réduite de

Jordan J = ( _02 _12 >

Détermination d’un vecteur de Jordan associé a V;

{V = ( 5 ) est un vecteur de Jordan associé a Vi } <= {AV =V} + AV}, soit

—dx+4y =2 -2z _ (1
{—x=1—2y ,oux =2y 1et{V2—<

1 ) convient.
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On en déduit alors que

- 1 (-2 1 (21
A=PJP ", avec J—( 0 -9 et P= R

D’apres 1’énoncé

2) La premiere équation (1) du systéme peut etre résolue, en effet : x(t) = kyet + 2*(t),
ot #*(t) est une solution particuliere de (1) de la forme x*(¢) = C1e3' + Cs. On détermine
Cy et Cy en écrivant que x*(t) vérifie (1) :

30163t = Cle3t + Cy + 20163t + 1 ou 63t(301 - Ci — 2) + (—CQ — 1) =0. Dou C; =1,
Co = —1et 2*(t) = ¥ — 1. Donc

z(t) = kel + 3 — 1.

On détermine k; en utilisant la condition initiale z(0) =1 :
1=Kk +1—-1,douk; =1et
z(t) = et + €3 — 1.
Si on considere les deux derniéres équations du systéme en remplagant z(t) par sa valeur

el + €3 — 1, on obtient :

(2)

Y'(t) = —4y(t) +4z(t) + et + 4t +6
2 (t) = —y(t) + 2" + 2t + 2
y(0) =3, 2(0) =2

Posons X (t) = ( ‘ZE;; ),A: < :11 é),et F(t) = ( 26;-:421575—;62 ) . On a

X'(t)=AX(t)+ F(t) (3)

(3) s’écrit alors X'(t) = (PJP™HX(t) + F(t) ou (P71X'(t)) = J(P71X(t)) + P~LF(t).

Changement de variable

Faisons le changement de variable Z(t) = P~1X(t), (3) devient

Z'(t)=JZ(t)+ P 'F(t) (4)

ot P-IF(1) = ( —et 42t 44 )

o u(t) o) () = —2u(t) Fu(t) — et + 2t + 4 (5)
Posons Z(t) = ( ) ), (4) s’écrit { V(t) = —20(t) + 3¢ — 2 (6)
Résolution de (6)

L’équation homogene associée & (6) est ¢'(t) = —2¢(t), et p(t) = ke 2.
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Une solution particuliere de (6) est de la forme v*(t) = Ce! + Cs.

On détermine Cy et Cy en écrivant que v*(t) est solution de (6):

Cret = —2(C1el + Cs) + 3et — 2, soit e/ (C1 +2C1 — 3) + t(2C5 + 2) = 0.
Donc Cy =1, Oy = —1 et v*(t) = ¢! — 1. D’olt

v(t) = ke 2 el — 1.

Résolution de (5)

(5) s’écrit (7) : u/(t) = —2u(t) + kie 2t + 2t + 3.

L’équation homogene associée & (7) est ¢/ (t) = —2p(t), et p(t) = kae 2.

Une solution particuliere de (7) est de la forme u*(t) = Cyte 2! +Cyt+Cj (il y a résonance).
On détermine Cy, Cy et Cs en écrivant que u*(¢) est solution de (7):

Cre 2t —2C te ™2 4 Cy = —2(C1te 2! + Cot + C3) + kre 2t + 2t + 3, soit

e 2(Cy — k1) +t(2C5 — 2) + (Ca +2C3 — 3) = 0.

Donc Cy = k1, Co =1, C3 =1 et u*(t) =te 2! +t+ 1. D’on

u(t) = koe 2 +te™? +t + 1.

koe 2t fte 2t 4t +1
Et Z(t) = < ke el 1 , donc

2 1 koe 2t fte 2t 4 ¢+ 1
X(t):PZ(t):<1 1>< 2k1e_2t+et—1

X(t) = 2koe ™ +te 2 +14+1) + (ke 2 + el — 1)
T\ (ke H pte 2t + 1)+ (ke H et — 1)

On détermine les constantes k; et ko a I’aide des conditions initiales y(0) = 3 et z(0) = 2
it { 3=2ky+2+k +1-1

Q—ho+ 14k +1-1 , ce qui donne

k‘lzl,k‘gzoet

y(t) = (1+2t)e 2t + 2t + 1 + ¢t
2(t) = (1+t)e 2+t 4 el



