Lecon 05 — Correction des "exercez-vous"

X'1(t) = Xy (£)-X(t)+X5(t)
Exercez-vous 6 ;: Résoudre X'2(t) = X ()+2x,
X'3(t) = X,(1)

Solution

1-11
Ce systeme s'écrit X'(t) = AX(t) avec A|=l 2 0 |. Le polyndme caractéristique de A est

010
PA) =-A (1A)(2-A) +1-A =(LA)A2-20+1) = (1A)3.
A = lest donc valeur propre triple de A.

X X-y+Z = X X=-y
V=Y est un vecteur propre associ# &i et seulement gix+2y =y donc{Z =y et
z y=2z
-1
V=x 1
1
-1
P,=| 1 | estun vecteur propre et le sous espace prepoeig & = 1 est engendré paji P
1

et est de dimension 1.
La matrice la plus simple semblable a A est dormd#rice de Jordan

110
J=[{011
00
Il reste & déterminer la matrice de passage P.eL&ektteur colonne de P est bien sgr, P
X2 X3
quant aux deux autres ceux sont les vecteurs daddd = | Y2 et B=|VY3
Z; Z3

, . AP, =P + P,
déterminés par AP,=P,+P,

X3-Y3+t3=1+X%
AP =P+ Py = X3+ 2Y;= Vs etk =

Xp-Yo+2,=-1+% 1

AP, =P+ P = X +2%,=1+Y et B=| 0 | convient.
0
0

y3=-1+3 1

Y, =1+3%
j convient.




1

On obtient ainsi deux vecteurs de Jordap =f 0 | et
-1
-110
P 1 00|
1-11/
Posons Z(t) = P X(t). Nous sommes ramenés a résoudre : Z'(t)=)JXbait
z',(t) = z(t)+z,(t)
Z(t) = () +z4(t) .
Z'5(t) = z4(t)

La derniére équation donne immédiateméni(t) z ks
Et si on reporte dans la deuxieme équation, orenbti
(1) z2(t) = (1) + ks €,
équation du premier ordre dont la solution génézatale la forme
7, () =ke +7%0
ou z*(t) une solution particuliére.
z*,(t) est de la forme &tél y a résonance) et puisque,z¥érifie (1) :

aé +até =até + k& soit a=k et| z(t) =ekt+k)]|.

. D'ou

wU
1
= O O

Si on reporte maintenant dans la premiére équatior, :
(2) zZ(t) =z(t) +ekst+k).
De méme #t) = k; & + z*1(t) avec zi(t) solution particuliere de (2) de la forme1gt) =
tel(at+b) (il y a résonance) .
Or z*(t) vérifie (2) donc §a2+bt) + é(2at+b) = at+bt) + é(k;t+k,)

k3 S k3
eta=5, etb=k. D'ou z¥%(t) :e(5t2+k2t) et

K
2,(t) = 63 2+ kt + k)

Or X(t) = PZ(t), donc

xy(t) = é('% 2+ (kat + k; - ky)
X,(t) = -z(t) + z(t) K
Xo(t) = z(t) et x,(1) = (5 2+ kot + k)
X(t) = z,(t) - Z(t) + z(t)

Kk
| Xa(l) = €5 2+ (oko)t + Ky - K, + ko)



