Lecon 05 — Correction des "exercez-vous"

Exercez-vous 3 : 1) Resoudre{f('g[)) B )1(I(t)et 2)(x((g) _4; + 3

2) Résoudre (1) x"(t) + 2x'(t) + 2x(t) = tsin

Solution

1) Cherchons d'abord la solution générale de I'éguaiomogene(2) associée a (1) et
résolvons I'équation caractéristique : Byr-2=0. Soit (r+1)(r—-2)=0
Les solutions de (2) sont donc de la forndét) = ke + k™.

Soit X (t) une solution particuliére de (1), alors x(&) + X (t) = kie* + koe™ + X (1).

Cherchons Xt) sous la forme’Xt) = at + b + @" (il y arésonance

X '(t) = a + C8 — Cté' et X"(t) = -2Ce' + Cte",

En écrivant que %t) vérifie (1), on obtient :

(-2Ce' + Cte") — (a + C& — Cté') — 2(at + b + Ct8 = 4t + 3'et en ordonnant :
te'(C+C—-2C)+§-2C-C—-3)+t(-2a—4) + (-a—2b)=0
DouC=-1,a=-2etb=1et(® =-2t+1—1t8 donc

X(t) = ke€' + ko™ - 2t + 1 — té,

Les conditions initiales x(0) = 1 et x'(0) = -6 sgquermettent de calculer &t k.
X'(t) = -k + 2le” - 2 - €' +te!, x(0) =k + ko + 1 et X'(0) = -k + 2k — 3. D'oUl

ki+k+1=1
{1k1+22k2 3_6etk1 1,k=-1, donc

x(t)=¢e'-'-2t+1-8

2) Cherchons d'abord la solution générale de l#muahomogene (2) associee a (1) et
résolvons I'équation caractéristique : By2r+2 =0

A' = -1 les solutions de (3) sont donc r = -1+i et= F1-i. Les solutions réelles de (2) sont
donc de la formed(t) = et[k;cost + ksint] (I et k réels)

Une solution particuliere est de la forme : x*(tjat+b)sint + (ct+d)cost .
x*(t) = asint + (at+b)cost + ccost - (ct+d)sint
x*'(t) = 2acost - (at+b)sint - 2csint - (ct + d)sto
Or x*(t) vérifie (1), d'ou :
tcost(c+2a) + cost(2a +d+2b+2c) + tsint(a-2c-1)nt(s-2c+2a-2d) = 0
c+2a=0
a-2c=1 -2
Soit 2a+2c+2b+d= OIes 2 premiéres équations donnent : Ba 'tC=p eten remplagant

2a+b-2c-2d=0
14

dans les deux derniéres équations, on obtlent‘zé) =td=¢ =5



2. . 2 14 : -
D'ou x*(t) = (%t 2—5) sint + (-gt 2—5) cost et la solution générale de (1) est :

: 2, . 2 14
X(t) = e'(kycost + ksint) + ét -op) Sint + (-5 t-5p) cost .

Ici il n'y a pas de conditions initiales, on ne fp@onc pas calculer les constanteekk.



