Lecon 05 - Cours : Equations différentielles

Objectif : Les modéles dynamiques en économie théorique sont souvent formulés a l'aide
d'équations différentielles correspondant au concept de 1'évolution du temps en continu. Alors
que si le temps est considéré sous une forme séquentielle, on fait appel a la notion de suites
récurrentes.

Dans cette lecon nous n'étudierons que les équations différentielles linéaires a
coefficients constants car ce sont celles qui sont le plus souvent rencontrées en économie.

Ici la variable est le temps t et les équations différentielles linéaires a coefficients
constants d'ordre n sont de la forme :

x®(t) +a,_, xO-D(t) + ... + a, x(t) = (1),

ou x™ désigne la dérivée ni¢me de x par rapport au temps t, les a; sont des réels donnés et f{(t)
est une fonction de R dans R donnée.

I1 y a bien slir beaucoup d’analogie entre les résolutions des systémes récurrents linéaire
d’ordre 1 abordés dans la lecon précédente et celles des systémes différentiels que nous
¢tudions dans cette legon. Il est bien slir important de remarquer les ressemblances des deux
démarches mais aussi et surtout les différences.
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Dans cette lecon nous considérons donc les équations différentielles linéaires a
coefficients constants d'ordre n, la variable étant le temps t, de la forme :

XO0(1) + a2, XOD(O) + .. + 3y x(0) = ) (),

ou x(® désigne la dérivée ni¢me de x par rapport au temps t, les a; sont des réels donnés et f{(t)
est une fonction de R dans R donnée.
Résoudre (E) revient a trouver toutes les fonctions x(t) de R dans R (en économie le probléme
posé est réel et attend des solutions réelles), vérifiant 1'équation (E).

On note parfois au lieu de x'(t) et au lieu de x"(t) lorsque la variable par rapport
laquelle on dérive est le temps.

1. Equations différentielles linéaires a coefficients constants

1.1. L’'ordre 1

On considére donc les équations de la forme : (1) x'(t) + ax(t) = f(t) ou aeR et fest
une fonction donnée. f{(t) est appelé second membre.

On appelle équation homogéne (ou équation sans second membre) associée a (1)
I’équation :

'O+ ap®) =0 (2).

On retiendra :

La solution générale x(t) de 1'équation (1) est la somme d'une solution particuliere de (1) x*(t)
et de la solution générale de I'équation (2) homogéene associée, ¢(t) :

x(t) = @(t) + x*(1).

1.1.1. Solution de I'équation homogéne (ou sans second membre)

0

Résolvons donc : @'(t)+ ag(t) = 0. Soit
ésolvons donc : ¢'(t)+ ag(t) ot

=-aetIn|p(t)=-at + C
D'ou |(t)] = e . Et

o(t) =ke™ keR.

1.1.2. Méthodes de détermination de la solution particuliére

1) Une solution particuliére apparait de fagon évidente si on observe bien I'équation de
départ. C'est le cas de 3) dans « Exercez-vous1 ».
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2) Dans le cas particulier qui nous intéresse des équations différentielles a coefficients
constants, on cherchera la solution particuliére x*(t) de la méme forme que le second membre
f(t). Plus précisément :

e Sifestun polynome de degré n et a non nul, on posera x*(t) = Q(t), polynome de
degré n et on déterminera les coefficients de Q en écrivant que x*(t) est solution de

'équation différentielle (1). Si a est nul Q est de degré n+1.

o Sif(t) = P(t)e™, on posera x*(t) = Q(t)e™, avec Q de méme degré que P si
m # -a. Sim = -a, il y a résonance et on posera x*(t) = tQ(t)emt,

e Si f(t) = (Asinmt + pcosmt)P(t), on posera x*(t) = Q(t)sinmt + R(t)cosmt, avec Q et R,
polynomes de méme degré que P.

1.2. L’ordre 2.
On considere les équations de la forme : x"(t) + a x'(t) + b x(t) = f(t) (1).

Remarquons la encore que si x*(t) est une solution particuliére de (1), x(t) - x*(t) est solution
de I'équation sans second membre (ou homogene) associée :

') +ag'® +boe®=0 (2).

On retiendra donc :

La solution générale de 1'équation (1) est la somme d'une solution particulieére de (1) et de la
solution générale de I'équation homogene (2) associée : x(t) = @(t) + x*(t).

1.2.1. Résolution de I'équation homogene (ou sans second membre)

(2)

Si @1 et @2 sont deux solutions particuliéres de (2) indépendantes (c'est a dire non
proportionnelles) alors pour tous réels k; et ko, ki@ + ko, est encore une solution de (2). On
admettra et on retiendra le résultat général suivant :

Toutes les solutions de (2) sont de la forme ¢ = k;@; + ko@,.
Cela revient a dire que I'ensemble des solutions de (2) forment un espace vectoriel de
dimension 2 engendré par @, et @,.

Considérons les solutions de (2) de la forme e. On a donc r’e™ + are™ + be™ = 0 et r vérifie :

2 +tar+b=0 (3).

Cette équation est appelée équation caracteristique associée a (1) (ou a (2))
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e lercas: A>0.(3)adonc 2 solutions réelles distinctes r; et r,. ent et ex' sont donc deux
solutions particuliéres indépendantes et les autres solutions sont de la forme :

o(t) = kjent + kpent .

e 2tmecas: A<0.(3)adonc 2 solutions complexes conjuguées r et .
Sir=a +iP, dans C (2) admet alors des solutions de la forme :
Aeat et + Q,eat erift = eat [(A; + Ay)cosPt + i(A; - Ap)sinft]. En choisissant A; et A, conjugués
etenposant : k; =A;+MeRetky=1i(A;- Ay)eR,
on obtient les solutions réelles de la forme :

o(t) = e™'(k cospt + kysinpt).

e 3fmecas: A =0. (3) a donc une racine double ry. ew est une solution particuliére et on
vérifie alors que tewt est une autre solution particuliére. Ainsi l'ensemble des solutions de (2)
est le la forme :

o(t) = (k; + tky)ent .

Remarque : On notera I'analogie avec les suites récurrentes d'ordre 2. Mais on remarquera
bien les différences.

1.2.2. Résolution de 1'équation (1) avec second membre "simple"”

Nous avons vu que les solutions de (1) sont de la forme :
x(t) = () + x*(t) avec ¢(t) solution de (2) et x*(t) solution particuliére de (1). Donnons la
forme de la solution particuli¢re lorsque f{(t) est une fonction simple.

Idée : Chercher une solution particuli¢re de la méme forme que le second membre
(coefficients différents).

e 1ercas: f(t) est un polynome de degré n.
Alors une solution particuliére de (1) est :
*Un polyndéme de degré n si b est non nul.
*Un polyndme de degré n+1 si b est nul et si a ne l'est pas.
*Un polyndéme de degré n+2 si a et b sont nuls.

e 2¢mecas : f(t) = P(t)e™, avec m réel et P(t) polyndome de degré n.
Alors une solution particuliere de (2) est de la forme
*x (t) Q(t)e™ avec Q(t) polyndome de degré n, si m n'est pas racine de (3).
* X (t) = tQ(t)erm si m est une racine simple de (3).
* X (t) = t*Q(t)e™ si m est une racine double de (3).

e 3fmecas: f(t) = (Acosmt + usinmt)P(t) (meR*)
Une solution particuliére est de la forme : x t)sinmt ou Q et R sont des polyndmes de
méme?(t) = Q(t)cosmt + R( degré que P.
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o 4eme cas : f(t) = f)(t) + £,(t) avec f(t) et f,(t) de formes analogues a celles du ler, 2éme
ou du 3¢me cas. Alors si x*;(t) est une solution particuliere de
x"(t) + ax'(t) + bx(t) = fi(t) et si x*,(t) est une solution particuliere de
x"(t) + ax'(t) + bx(t) = f2(t), x*i(t) + x*»(t) est une solution particuliere de (3).

1.3 L’'ordren

On considére donc 1'équation différentielle (1) suivante :
xM(t)+a, 4 x(n'l)(t)+ ... ta,x(t) = f(t) avec a, eR (pour i=0,...,n) et a, non nul.
Ici x et f sont des fonctions de t. x™ désigne la dérivée ni¢me de x par rapport a t. On ne note
pas la variable lorsque ce n'est pas nécessaire pour simplifier 1'écriture.

On montre comme a l'ordre 1 que la solution générale de (1) est la somme d'une
solution particulic¢re et de la solution générale de 1'équation sans second membre associée,
appelée parfois équation homogene et ici notée (2) (conformément au paragraphe précédent) :

o™ +a_ 0D+ +a,¢=0 (2)

X(t) = @(t) + x*(1).

On admettra le résultat suivant, déja rencontré a 1'ordre 2 :

Les solutions de I'équation homogeéne associée forment un sous espace vectoriel de dimension
n de l'espace des fonctions de R dans R.

Il faut donc déterminer n fonctions indépendantes vérifiant (2). Cherchons-les sous la
forme e". On a donc et(r" +a_ 1 + ... +a,) =0.

Ainsi r est racine du polyndme caractéristique, P(r) = +a, , ™! +...+a, (3).Ce
polyndme est de degre n et admet n racines r; (distinctes ou non) dans C.

Si ces racines sont distinctes, les fonctions efit sont indépendantes et la solution

n
générale de 1'équation homogene (2) est de la forme ¢(t) = ijerjt .
=1
Remarquons que si P(r) est a coefficients reels et si r; = o + iff ne l'est pas, est aussi
solution de P(r) et les solutions réelles associces sont de la forme e*(k; cospt +k'; sinft)

(démonstration faite dans le cas de 'ordre 2).
D'autre part si r; est une racine de P(r) d'ordre de multiplicite m; , de fagon analogue a

I'ordre 2, les m; solutions indépendantes li¢es a 1; sont de la forme : tlert (avec £ =0,1,...,m;-1)
et les solutions de (2) peuvent s'écrire :

mJ—l

o) =% > ki tleri (ki eR)

J =0
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Cette écriture est un peu compliquée mais pour couvrir le cas général il est difficile de faire
plus simple. Les nombreux exercices permettent de comprendre la méthode qui somme toute
est simple.

‘ En fait la difficulté réside donc dans la recherche des racines de P(r).

Quant a la solution particuliere elle se détermine de facon analogue a ce qui a été vu
précédemment dans le cas ou le second membre f{(t) est soit un polyndme, soit le produit d'une
fonction exponentielle et d'un polyndme, soit la somme de telles fonctions.

2. Systemes d'équations différentielles linéaires d'ordre 1

Tout systéme d'équations différentielles d'ordre 1 s'écrit sous la forme :

X'l(t) =ar Xl(t) +apn Xz(t) +...tan Xn(t)

X'n(t) = anl Xl(t) + anz X2(t) + . .+ ann Xn(t)

ce qui s’écrit matriciellement

X'(t)y=AX(t) + F(t) (1),

X;(1)
X,(t)
avec X(t)=| . ( Xy,...,X, fonctions de t inconnues),

X,(t)

f,(t)

f5(0)

F(t)= ) (f;, £,,....f, fonctions de t donnees) et A = (a;j) matrice d'ordre n a
f.(0)

coefficients réels constants.

Comme dans le paragraphe précédent, si X*(t) est une solution particuli¢re de (1) alors
X(t) = X*(t) + Y(t) avec Y(t) solution du systéme d'équations homogenes associé :
Y'(t) = AY(b).

Mais ici il est trés rare de trouver facilement une solution particuliére, aussi on utilisera plutot
la méthode suivante.
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2.1 Résolution du systéme avec second membre

Si A =PJP", avec J réduite de Jordan de A (éventuellement diagonale), 'équation
X'(t) = AX(t) + F(t) s'écrit X'(t) = PJP-1X(t) + F(t) et P-1X'(t) = J(P-1X(t)) + P-1F(t).

Donc si on pose Z(t) = P-1X(t), on obtient,

Z'(t) = JZ(t) + P F(t).

Or si les fi(t), coordonnées de F(t) sont des sommes de produits de fonctions polyndmes et de
fonctions exponentielles, celles de P-! F(t) le sont aussi puisque ce sont des combinaisons
linéaires des fi(t).

Et siJ est diagonale, on est ramené a résoudre n équations différentielles du premier ordre a
coefficients constants avec second membre. Si J n'est pas diagonale, on procéde de méme de
proche en proche en commengant par la derni¢re équation.

Remarque :

*Si F(t) = 0, le calcul de P-! est inutile. Ce calcul ne sert qu'au calcul de P-!IF.

*Si A est diagonalisable, Z'(t) = DZ(t) + P-1F(t). Soient z(t) est la iéme coordonnée de
Z(t), gi(t) celle de P-1F(t) et A; les valeurs propres de A, on a :
Z'%(t) = A zi(t) + gi(t) (1) et z(t) =k Mt z*(t) (k;eR et z*|(t) solution particuliere de (1)).

Donc, puisque X(t) = PZ(t) et si P a pour vecteurs colonnes les V, (vecteur propre

n
associé a L)), X(t) s'écrit : X(t) =2 (k; etit +z*(t)) Vi. (D)

i=1

Cette formule s'applique bien sir au cas complexe. Mais dans le cas ou le probléme

posé est réel et ou certaines valeurs propres sont complexes, on regroupera les valeurs propres
conjuguées de fagon a faire apparaitre un résultat réel. Ce résultat fera bien slr apparaitre des
sinus et des cosinus. La démarche est analogue a celle qui a été utilisée pour les systémes
d'équations récurrentes linéaires d'ordre 2 a coefficients constants.

*Si A n'est pas diagonalisable, Z'(t) = JZ(t) + P-1F(t). Etant donné la simplicité de la
matrice J, on peut résoudre facilement cette équation. Le cas général utilise des notations

assez lourdes aussi on se contentera d'un exemple. Mais on remarquera que, dans ce cadre, il
y a toujours au moins un cas de résonance.

2.2. Condition initiale

Si le systeme est de dimension n (n équations différentielles), la solution de
(1) X'(t)=AX(t) + F(t), dépend de n constantes (ki, k», ks dans le dernier exemple).

Si la condition initiale X(0) est donnée, on peut alors déterminer ces constantes.
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2.3. Comportement a l'infini

Nous allons introduire la notion d'équilibre et de stabilité et constater que celles-ci sont
liées au signe des parties réelles des valeurs propres de la matrice A.

2.3.1. Cas d'un systeme d'équations différentielles linéaires
homogene

Soit Y'(t) = AY(t), ou A est une matrice réelle a coefficients constants. Etant donnée la forme
des solutions que nous avons obtenues au paragraphe précédent (c.f. (I) et (II)), le
comportement de Y(t) quand t tend vers I'infini dépend des valeurs propres 2, (en effet

"l'exponentielle I'emporte sur toute fonction polynome") lorsque la variable tend vers 1'infini.
Or eifit est borné puisque de module 1.

Donc si Vj? a; <0 %im eMt =0et %imY(t) = 0 (matrice colonne nulle).
Dans le cas contraire, c'est a dire si pour un j o > 0, [[Y(t)|| = +oo quand t—>-+oo (sauf'si la

condition initiale conduit au cas particulier ou les coefficients des " sont nuls). Il y a alors
divergence.

Equilibre et stabilité :

Par définition, un équilibre est une solution constante Y, du systéme donné :
Vt?eR,Y() =Y, .

Y, vérifie donc AY, =0 et .

Dorénavant nous considererons que rangA = n, soit KerA = {0}. Le seul équilibre est donc
Y, =0.

Donc si toutes les parties réelles des valeurs propres sont strictement négatives, a
l'infini Y (t) tend vers 1'équilibre 0. On dit alors que 1'équilibre
Y, = 0 est stable dans R et A est dite différentiellement stable.

2.3.2. Systéme d'équations différentielles linéaires avec second
membre

Soit X'(t) = AX(t) + F(t). On sait que X(t) = X*(t) + Y(t), ou X*(t) est une solution
particuliére et Y(t) la solution générale du systéme homogéne associé.

Si A est différentiellement stable, Y(t) tend vers zéro quant t tend vers +oo et
X(t) = X*(t), solution "tendancielle" ou "d'équilibre".

Mais ici cet équilibre n'est pas constant, en effet a priori X*(t) dépend de t. Donc quel que
soit X(0), X(t) tend vers X*(t) et Y(t) représente les écarts de X(t) a la solution tendancielle
X*(t) quand t — +oo.
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Si A n'est pas différentiellement stable, Y(t) ne converge pas et en général (sauf pour
des conditions initiales particulieres) X(t) diverge.

Criteres de stabilité

Nous allons donner quelques critéres pour déterminer si une matrice est différentiellement
stable.

*Une matrice carrée d'ordre 2 est différentiellement stable si et seulement si sa trace
est négative et son déterminant positif. (En effet la trace est la somme des valeurs propres et le
déterminant est leur produit).

*Une matrice carrée d'ordre 3 est différentiellement stable si son polyndme
caractéristique -A3 + trAA? + bA+ détA =0 est? tel que :
trA <0, b <0 et détA <0 et btrA > -détA (cette condition n'est pas nécessaire).

*Une matrice A d'ordre n :
Soit son polyndme caractéristique: (-1)2(A" + bjAr-l+ bAr2+ .+ b, A +b,)=0

Une condition nécessaire pour que A soit d-stable est que tous les b, soient positifs.

Une condition suffisante pour que A soit d-stable est que A soit a diagonale négative
dominante c'est a dire que les termes de la diagonale soient tous négatifs et que leur valeur
absolue soit supérieure a la somme des valeurs absolues des termes de la ligne (ou de la
colonne) correspondante autres que celui se trouvant sur la diagonale.
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Exercices

Exercice 1-Résoudre les équations différentielles suivantes ot t est la variable :

Dxt)—-x(t)+1+t=0 2)x'(t) - 2x(t) -2 -t=0 et x(0)=1
3)x'(t) - 3 x(t) =23 et x(1)=4¢3 4) 3x'(t) - 2x(t) - 3cos2t=0 et x(0) = ;—(7)
S)x(t) + x'(t) =2tet et x(0)=1

Exercice 2 - Résoudre les équations différentielles suivantes ou t est la variable :
1) x"(t) + 2x'(t) + 2x(t) = etcos2t et x'(0)=-2 et x(0)=1

2) 4x"(t) + 4x'(t) + x(t) =0 3) x"(t) + 4x(t) =0

4) x"(t) - 2x'(t) + 2x(t) = 2t - sint 5) x"(t) - X'(t) - 2x(t) = ¢t

6) x"(t) - 3x'(t) + 2x(t) - et(1-2t) =0

7) x"(t) - 4x'(t) + 4x(t) - te?t =0 et x(0)=1 et x'(0)=4.

Exercice 3 - Résoudre les équations différentielles suivantes ou t est la variable :
1) x®(t) - 2x"(t) + x'(t) - 2x(t) =0 etx(0) =5 et x'(0)=3 et x"(0)=0

2) x3(1)- 2x"(t) + x'(t) - 2x(t) = 2€ et x(0) =§ et x'(0)=2 et x"(0)=0
3) xI(0)- x"() + x'(1) - x(t) = 2¢t et x(0)=1 etx'(0)=0 et x"(0)=I

ab
Exercice 4 - On donne le résultat suivant : si P = (c d) est une matrice inversible alors
-1 1 d -b . \ .
P = . Résoudre les systémes suivants :
ad - bc -Cc a

{x’(t) =x(t) - y(t) + 2
Dy = x(t) +y() - 2t

2) {X'(t) = x(t) - y(t) + 2e2t

y'(t) = -x(t) + y(t) + 2t + 2 x'2(t) = -Xp(t) + 4x5(1)

{X'l(t) = -Xl(t) - 2X3(t)

3)

X'3(t) = 2x,(1) + 2%,(t) - X5(1)
X'1(1) = x,(t) - X,(t) + 45

4) 1X'5(1) = 3x,(1) + 2x,(t) - x5(t)
X'3(t) = 2x (1) + x,(1) - X5(t)

Exercice 5 - On considére I'équation : x"(t) = -2x'(t) + bx(t) (b est un paramétre réel non nul).

Etudier la stabilité des solutions.

1-1 -12
Exercice 6 - Les matrices A = ( 3 2) et B= ( ) 2) sont-elles d-stables ?
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a-10
Exercice 7 - Pour quelles valeurs de a la matrice C=| 1 -1 0 | est-elle d-stable?
0-1-1

(X'(t) = -x(t) + y(t) + 2sint + et
1
y'(t) = -5x(t) + 4y(t) - 5 z(t) + 3sint + 2et + t

- _ I3 1
Exercice 8 - Résoudre < 2(t) = -Tx(t) + Sy(t) - 5 2(t) + sint + 2e* + 2t °

1 1
(X0 =-% .yO)=1,20)=3

| (On pourra utiliser des résultats obtenus dans les exercices 14 et 16 du chapitre précédent)?

X'(t) = 3x(t) + y(t) + t + 2et
y'(t)=-x(t) +y(t) - t-¢'
Exercice 9 - Résoudre astucieusement § z'(t) = x(t) + y(t) - z(t)

1
x(0)=-2 .y(0)=2,20) =5

| (On pourra utiliser les résultats de I’exercice 10 du chapitre précédent)

ab

. . . -1
d) est une matrice inversible alors P~ =
C

N.B. : On donne le résultat suivant : si P = (
1 d-b
ad - bc -C a )

Exercice 10 - 1) Réduire A = (

44

) 0) en choisissant pour une matrice de passage ayant pour
derniére ligne (1 1).
x'(t) = x(t) + 2 + 1
) _ y'(t) = x(t) - 4y(t) + 4z(t) + 4t + 7 - &
2) - Résoudre astucieusement 2(t) = 2x(t) - y(t) + 2t + 4 - 2

x(0)=1,y(0)=3,2(0)=2

ab
cd

N.B. : On donne le résultat suivant : si P = ( ) est une matrice inversible alors

Pl _ 1 d -b
B ad - bc -C a
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