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Correction des exercices de la legon 4 :
Réduction d’une matrice

1 0 1 2 -1 -1 300
1. 1) Notons P = 0 1 1 |et@Q@=| -1 2 -1 1].PQ=]0 30
-1 -1 1 1 1 1 0 0 3
On en déduit par exemple que P71 = %Q ou que Q! = %P.
(2-A) 1 1
2)P4()\) = det(A — \I3) = 1 (2—X) 1 = - +6\2 -9\ +4
1 1 (2—2A)

Pa(h) = (1= \)%(4 - \).

A a donc deux valeurs propres distinctes, Ay = 1 avec m(A1) = 2 et Ao = 4 avec m(\g) = 1.
(m(\) désigne comme dans le cours l'ordre de multiplicité de \).

Détermination du sous-espace propre E), =1 associé a \;

x
{V=1 vy | € E\} <= {AV =\ V}, soit
z
2r+y+z==x
r+2y+z=y ,oux+y+z=0et
r+y+2z==z
x x 1 0
{V=1y | €E\} = {V= y =z| 0 |+y| 1 |} E, estdonc
z —Tr—y —1 —1
1 0
engendré par V; = 0 et Vo = 1 1,
-1 -1
1 0
By, =< 0 , 1 >
-1 -1

D’autre part V; et V5 sont libres (car non proportionnels), ils forment donc une base de
E), et dimEy, =2 =m(\;). A est donc diagnalisable.
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Détermination du sous-espace propre E), associé a \y =4

x
{V=1 vy | € E\} < {AV = XV}, soit
z
20+ y+z=du 3243y =0
r+2y+z=4y ,ou 4 a—0 et
TH+y+2z=4z -
T T 1
{V=1ly |eBEyL}={V=]| 2 |=2| 1|}
z T 1
1
E), est donc engendré par V3= | 1 |,
1
1
E)\Q =< 1 > .
1
On en déduit alors que
1 00 1 0 1
A=PDP7! avec D=0 1 0| e¢ P=| 0 1 1
0 0 4 -1 -1 1
2 -1 -1
D’apres 1) P~ = %Q = % -1 2 -1
1 1 1
1 0 1 10 0 2 -1 -1
A"=pPD"P == 0 1 1 01 0 -1 2 -1
-1 -1 1 0 0 4" 1 1 1

(2447 (=1447) (=144
At = | (=1447) (3+44") (=144
(—144") (=14+47) (2447

1 01
22.B=10 3 0 Soit f D’application linéaire de matrice B dans la base canonique
101
IR3

{61, €9, 63} de
D’apres B, f(ea) = 3e2 et f(e1) = e1 +e3 = f(e3). Donc f(e1 + e3) = 2(e1 + e3) et
f(61 - 63) =0= 0(61 — 63).

On en déduit que es est un vecteur propre de f associé a la valeur propre 3, e; + eo est
un vecteur proprte de f associé a la valeur propre 2 et e; — eg est un vecteur propre
de f associé a la valeur propre 0. Ainsi B a trois valeurs propres distinctes et B est
diagonalisable.
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300 01 1
Ici on a méme montré que B=PDP lavecD=| 0 2 0 |etP=| 1 0 0
0 00 01 -1
2 1 0 1 1 0 1 00
3.1)Soit P=| -1 =1 0 |et@Q =] -1 =2 0 PQ=|(010 Donc
0 1 1 1 2 1 0 01
Pl =qQ.
(—4—X) —6 0 (—4— ) 6
Py(N) =det(A—AI3) = 3 (5—2A) 0 =(5-2M\) 3 (5- ) =
3 6 (5—=2X)

(5= N1+ M\)(2— ).

A a donc trois valeurs propres distinctes qui sont, par ordre croissant, Ay = —1 , Ap = 2
et A3 = 5, et A est diagonalisable.

Détermination du sous-espace propre E), associé a \; = -1
x
{V=|y | € E\x} <= {AV = N1V}, soit
z
—4xr — 6y = —=x —3x—6y =0 v =—%
3z + 5y =—y ,ous 3r+6y=20 Joug
3x + 6y +5z=—=2 3rx+6y+62=0 N
T —2y —2
{V=1vy | €E\}={V= Y =y 1 1}
z 0 0
2
E), est donc engendré par Vi, = | —1 | (on a choisi y = —1 pour retrouver la premieére
0
colonne de P) ,
2
E)\l =< —1 >
0

Détermination du sous-espace propre E), associé a \y =2

x
{V=1 vy | € E\} <<= {AV = XV}, soit
z
—4x — 6y =2z —6x — 6y =0 .
3z + 5y = 2y ,oul 3x+3y=0 ou{z:x
3x + 6y + 5z = 2z 3x+6y+32=0 -
T T 1
V=1ly |eByn={V=]| -2 |=z| -1 |}

z T 1
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1
E), est donc engendré par Vo = -1 |,
1
1
E)\Q =< —1 > .
1

Détermination du sous-espace propre F), associé a \3 =5

0
D’apres la forme de A, | 0 | est un vecteur propre associé a A3 = 5 puisque A
1
0
51 0 |, et
1
0
E)\S =< 0 >
1
Donc
-1 0 0 2 1 0
A=PDP ! avece D= 0 2 0| e¢ P=| -1 -1 0
0 0 5 0o 1 1
Et P~1 = Q est donné par 1).
2 1 0 (-=1)" 0 0 1 1 0
3) A =PD"Pt=| -1 -1 0 0 2 0 -1 -2 0
0 1 1 0 0 5" 1 2 1
(-1 =27 (2(-1)"—2"1) 0
AN — ((_1)n+1+2n) ((_1)n+2n+1) 0

(=27 +5%) (=2t 4 2x5n) 5

4)On constate que le systéme s’écrit matriciellement

Un+1 Un
Un+1 =Al| v,
Wn+1 Wn,
On en déduit donc en itérant que
Un Un—1 Un—2 Uuo
Un =A| v, =A% v, =...A"| vy |.D’ou le résultat
Wn, Wp—1 Wn—2 wo

Up = (2(=1)" — 2M)ug + (2(—=1)" — 27 H)q
Uy = ((_1)n+1 + 2”)“0 + ((—1)" 4 2n+1)vo
Wy, = (=2" 4+ 5™)ug + (—2"T! + 2 x 5™)vg + 5wy
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Si ug # 0 ou vy # 0, les trois suites divergent (pour u, et v, ce sont les puissances de 2
qui 'emportent, pour wy, si wg # 0, c’est 5).

Siup = v = 0 et si wy # 0, pour tout n, u, = v, =0 et (w,) diverge.

Si ug = vg = wo = 0, pour tout n, u, = v, = w, = 0.

4. Si A2 = A, A est la matrice d’'un projecteur p, projection sur Imp parallelement a ker p
et Smp P kerp = IR™.

Soit {v1,...,v,} une base By de Smp et {v,11,...,v,}, une base By de kerp. Pour tout
vecteur v; de By, p(v;) = v; puisque v; € Smp et tout vecteur v; de Ba, p(v;) = 0 puisque
v; € ker p. Donc la matrice de p dans dans la base By | By de IR™ est

r colonnes
—_————

1. .0 . .0
1.0 . .0
0 . . 1 . . 0 |.EtAestdiagonalisable.
0 .0 0
o . . . . .0

Remarquons que si A> =1,, A= A"1.

SiAV # -V, AV +V #0et A(AV +V) = A2V + AV =V + AV.

Donc AV 4+ V est un vecteur propre associé a A\; = 1.

Si pour tout V, AV = -V, A = —1I, et est diagonale.

SIAV AV, VAV #0et AV —AV) = AV — A2V = AV -V = —(V — AV).
Donc V' — AV est un vecteur propre associé a Ay = —1

Si pour tout V, AV =V, A = I, et est diagonale.

Soit F7 le sous-espace propre associé a A1 et Fs le sous-espace propre associé a Ay. On
peut écrire

1 1
WER" V= (AV 4 V) 4 (V- AV).

Or Vi = 3(AV +V) € Ey et Vo = L(V — AV) € Ey. Donc Ey + E» = IR™ et puisque E;
et E sont des sous-espaces propres, cette somme est directe, £y €@ Fo = IR"™. Donc A est
diagonalisable.

Remarque : Cet exercice est difficile. 1l s’adresse aux plus curieux. Il est intéressant d’en
comprendre le corrigé.

N1

5. Pa(\) = det(A — AIy) = | o (4- )

|:)\26)\+8a:()\3)2(a+1).

e Sia# —1, P4(\) a deux racines distinctes dans € et A est diagonalisable.
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e Si a = —1 P4()\) a une racine double, A = 3.

30

Si A était diagonalisable, on aurait A = P ( 0 3

) P! =3PLP7' =31, Or A# 3,

donc A n’est pas digonalisable.

e Etudions le cas ot a # —1 et déterminons P et D telles que A = PDP~!. Dans ce cas
A a deux valeurs propres distinctes A1 et As.

Sia+1>0, A\ =3++vVa+1let=3—+a+1.
sia+1<0,\i=34+iv/—a—1et \g =3 —iy/—a— 1.
On peut donc écrire les valeurs propres de A sous la forme A = 3 + ey/|a + 1|, avec

e =1,—1,17,—i selon les 4 cas précédents. Désignons par E) le sous-espace propre associé
ax=3+ey|a+1]

(V= ( zj ) € By} < {AV = AV}, soit

24+ y=(3+e]a+1])z o
ar +4y = 3+¢ev/la+1])y ’

T x 1
{V:<y>€E9¢:{V:<u+f m+mx>:x<ﬂ+s|mﬂb>}

E) est donc engendré par V = ( (1+¢ 1\@4—1\) ) )

u{ y=(14ey]|a+1|)z et

1
By =< ( (1+ey/fat1]) ) >

Orsia+1>0,|a+1] =a+1 et les valeurs propres correspondent & ¢ = 1 et -1. On
obtient alors A = PDP~! avec

H_ [ 3+Va+1 0 P 1 1
o 0 3—Va+1 "\ 1+vVa+1 1—+Va+1 /-

Sia+1<0,|a+1] = —a—1 et les valeurs propres correspondent a € = 7 et -i. On obtient
alors A = PDP~! avec

b [ 3+iv—a-1 0 P 1 1
o 0 3—iv—a-—1 N 14ivV—a—-1 1—iv/—a—-1 )"

(2— ) 1 0
6. PA(\) =det(A—A3)=| -1 (3—=)X) 1 = -+ 6X2 120 +38
1 0 (1-N)

Pa(N) = (2= V).

On se retrouve ici dans la méme situation que dans l'exercice précédent (cas a = —1), il
n’y a qu'une seule valeur propre dont 'ordre de multiplicité est la dimension de 1’espace
vectoriel dans lequel on travaille, ici 3.
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Si A était diagonalisable, on aurait A = PDP~! avec D = 2I3. Or 2I3 commute avec P
donc A =2I,PP~! =2I,. Or A # 2I3, donc A n’est pas digonalisable.

1
Remarque : On vérifie aisément que Es =< | 0 | > et dim By =1 < m(2).
1
-2 1 0
CPiN) =det(A-X3)=| 0 -\ 1 =N 432 -3\ +1
1 =3 (3=X)

Pa(\) = (1 - N)3.

Avec un raisonnement analogue & celui de ’exercice précédent, on en déduit que A n’est
pas diagonalisable.

Détermination du sous-espace propre E) associé a A =1

x
{V=|y | € Ex} <= {AV = AV}, soit
z
y=ux
z=y ,our=y=z

rT—3y+3z==z2

T T 1
{V=ly |eE\})={V=]| 2z |=z| 1 |}
z T 1
1
FE) est donc engendré par Vi = | 1 |,
1
1
Ey =< 1 > .
1

dim E\ = 1 donc la réduite de Jordan de A est

1 10
J=10 111,
0 01
et A a deux vecteurs de Jordan V5 et V3.
T y=1+=x
D’apres J, Vo vérifie AVo =Vi+ VoetsiVo=| y |, 2=1+y .
z r—3y+3z2=1+2
-1
Vo = 0 convient.

1
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x y=-1+u
D’apres J, V3 vérifie AV3=Vo+VzetsiVs=| y |,{ 2=04+y .
z T—3y+3z2=1+4+z2
1
Va=| 0 | convient. Et A = PJP~! avec
0
1 1 0 1 -1 1
J=10 11 et P=|1 0 0
0 01 1 1 0

8. C’est la matrice de I'exercice 6. On a vu que P4(A\) = (2 — \) et que A n’est pas
diagonalisable.

Détermination du sous-espace propre FE) associé a A =2

T
{V=| vy | € E\} < {AV = AV}, soit
z
2r+y=2x —0
—r+3y+z2=2 ,ou{ 'Z:Z
T+z=2z o
T T 1
{V=|y |eBErx}<={V=|[0|=2 }
z T 1
1
FE) est donc engendré par Vi =| 0 |,
1
1
) =< 0 > .
1

dim £\ = 1 donc la réduite de Jordan de A est

2 10
J=10 2 1],
0 0 2
et A a deux vecteurs de Jordan V5 et V3.
x 2r+y=1+4+22
D’apres J, V, vérifie AVo = Vi +2VhetsiVo=| v |, ¢ —2+3y+2=0+2y .
z r+z=142
1
Vo = 1 convient.

0



Lecon4 - correction des exercices

x 2 4+y=1+42z
D’apres J, V3 vérifie AVs =Vo +2V3etsiVa=| vy |, ¢ —z+3y+2=1+2y .
z z+2z=04+z2
0
Vo= 1 | convient. Et A = PJP~! avec
0
210 1 1 0
J=10 2 1 et P=] 0 1 1
0 0 2 1 00
(a—N) b 0 1-) -1
9. Py(N\) =det(A— \3) = 0 (1= -1 :(a—)\)| 9 (4— )
0 2 (4=

Pa(\) = (a—AN)(A%2 =B5X+6) = (a — A\)(A —2)(\ = 3).
e Siaz#2eta#3, Aa trois valeurs propres distinctes et A est diagonalisable.

e Sia =2, A a une valeur propre double A = 2.

Détermination du sous-espace propre FE) associé a A =2

x
{V=1 vy | € E\} < {AV = AV}, soit
z
y—z=2y ,ou -,
2y + 4z = 22 y=
esia=2etb#0,
T T 1
{V=|y |eEx}={V=|[0|==x| 0|}
z 0 0
1
FE) est donc engendré par Vi = | 0 |,
0
1
Ey =< 0 > .
0

dim E\ = 1 <m(A). A n’est pas digonalisable. Une forme réduite de Jordan de A est

J =

S O N
SN =
w o O
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10.

x x 1 0
esia=2etb=0,{V=|y | €E\}={V= Yy =z 0 |+y| 1 [}
z -y 0 -1
1 0
FE) est donc engendré par Vi = | 0 | et Vo = 1 ,
0 -1
1 0
Ey =< o1, 1 > .
0 -1

V1 et Vo sont libres (car non proportionnels), ils forment une base de E) et

dim Ey =2 =m(\). A est alors diagonalisable et A est semblable &

2 00
D=]10 20
0 0 3

e si a = 3, A a une valeur propre double A = 3. Et par un raisonnement analogue au
précédent, on montre que si a = 3 et b # 0, A n’est pas diagonalisable et a une réduite

2 0
de Jordan de la forme J = | 0 3 . On montre aussi que sia =3 et b =0, A est
00

diagonalisable et semblable a D =

oo N WHE O
O W O
w o O

1
Notons X; = ( :;t ) et A= ( 31 1 ), le systéme s’écrit
’ _

Xip1 = AX;.

Réduction de A

3-) 1

Py(X) = | 1 (1—=X)

|:(3—>\)(1—>\)+1:(>\—2)2.

Détermination du sous-espace propre Es associé a la valeur propre A = 2.

I _ . 3rx+y=2x
{V = ( y ) €E2}<:>{AV2V},SOIt{ by =2y

oo (1)emmr-(5) (1)

FE» est donc engendré par Vi = ( _11 >, Ey =< ( _11 ) >

uy = —2x.
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dim F3 = 1 < m(2), donc A n’est pas diagonalisable et a pour réduite de Jordan

~(21)

Reste a déterminer un vecteur de Jordan.

Jr+y=1+2z

{V = ( g ) est un vecteur de Jordan} <= {AV = V; + 2V}, soit Crty——1+2y

ouy=1-ux. EtV2:<(1)>convient. Donc A = PJP~! avec P = < _11 (1)>

Changement de variable

Le systéme s’écrit alors X;11 = (PJP X, ou P~ X = J(P71Xy) (1),
Faisons le changement de variable Z; = P71 Xy,

(].) devient Zt+1 = JZt (2)

Ut 5, s Ut+1 = 2ut + vt . Vs = ]{?12t
N =
otons Z; ( o ), (2) s’écrit { Vi1 = 20 , soit { st = 2up + ka2 (3)

Résolution de (3) :

w1 = ko2t +u} avec u} solution particuliere de (3) de la forme uf = Ct2!. On détermine
C en écrivant que uy vérifie (3) :

C(t+1)2H = 20128 + k1 2%, soit 21(2C — k1) =0, C = % et up = ko2t + %tQt . Donc

_ [ 2+ e _pg oL L[R2t g2t (Rt k)2t G
Z‘( 12! aXe=Pa=1_1 ey 20 - —ko2t — ELgpt )

D’ou

Ty = (k‘l + k2)2t + %tQt
yr = —ko2! — L2t

Les constantes ky et ko peuvent étre déterminées si on connait les conditions initiales.

Tt 1 2 =2
11. Notons Xy = | o |et A=| 2 1 —2 |, le systéme s’écrit
Zt 2 2 =3
X1 = AX,.

On a donc X; = A'X,y. Mais ce calcul, apres réduction de A utilise P~'. Nous allons
plutot utiliser, comme dans l’exercice précédent un changement de variable.

Réduction de A
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(1-=2x) 2
Pa()) = 2 (1-X) =N+ A+1=(1-N1+N2
2 2 (=3-)\)
A a donc 2 valeurs propres distinctes A\; = 1 avec m(A1) =1 et Adg = —1 avec m(\y) = 2.
Détermination du sous-espace propre Iy, associé a la valeur propre A\g = —1.
x r4+2y—2z2=—x
{V=1 vy | €E\} <<= {AV =XV} soit ¢ 20 4+y—22=—-y ouz+y—z=0.
z 20 + 2y — 3z = —z
T T 1 0
{V=|y |eb\y} = {V= y =z| 0 [+y]| 1 [}
z z+y 1 1
1 0 1 0
By, est donc engendré par Vi =| 0 |etVo=] 1 |, Ex,=<| 0], 1
1 1 1 1
dim E)y, = 2 = m(\2), donc A est diagonalisable et est semblable a
-1 0 O
D= 0 -1 0
0 0 1
Détermination du sous-espace propre E), associé a la valeur propre A\; = 1.
x r+2y—2z2==x _
{V=1vy | €E\} <= {AV =NV} s0it { 204+y—22=y ou{z:z.
z 20+ 2y — 32 =2 -
T T 1
{V=ly |eBEy}={V=]| 2 |=2]1
z T 1
1 1
E), est donc engendré par V3= 1 |, E\,=<| 1 | >
1 1
0
Donc A = PDP~! avec P = 1
1

Changement de variable

Le systeme s’écrit alors X;.1 = (PDP~1)X; ou P71 X,y = D(P71X})

Faisons le changement de variable Z; = P71 X,
(1) devient Zt+1 = DZt (2)

Notons Z; =

Ut

ve |, (2) s’écrit

We

U1 = —U
V41 = — Ut
Wiy1 = Wt

Ut = kl(—l)t
, soit { vy = ko(—1)¢
wy = kg
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ki(—1)t 101 ki(—1)¢ ki(—1)t + ks
Zy = k‘g(—l)t et Xy = PZ; = 01 1 k‘Q(—l)t = kg(—l)t + k3
ks 1 1 1 k3 (kl + kg)(—l)t + k3

‘ol
Ty = kl(—l)t + ]C3
yr = ko(—1)" + k3
2z = (k1 + k‘Q)(—l)t + k3
Les constantes k1, ko et k3 peuvent étre déterminées si on connait les conditions initiales.

Ti4+1 = 2$t — Yt — 2Zt +2
12. Ecrivons le systeme sous la forme (1) yip1 = ¢ +y: — 1

Ztr1 = _%yt + %
Tt 2 -1 -2 2
Notons Xy =| v | ,A=1] 1 1 0 et F; =] —1 [, le systeme s’écrit
z 0 -1 0 3

Xt+1 - AXt + Ft.

Réduction de A

2-\ -1 =2
Pa()) = 1 (1—1)\) 0 |=-A+322-3\+1=(1-1)3
0 -2 =2

A a donc 1 valeur propre A = 1 avec m(\) = 3.

Détermination du sous-espace propre E) associé a la valeur propre A = 1.

T 20 —y—2z2==x r—y—2z=
{V=1y | €E\} <= {AV =XV} soit z+y=y oug z=0
z —%y =z —y =2z
T 0 0
{V=|y |eEh\}={V=| 22 |=2]| -2 |}
z z 1
0
E) est donc engendré par Vi = 2 (on choisit z = —1 pour pouvoir utiliser la
-1
0
remarque en fin d’énoncé), F) =< 2 > .
-1

dim E) =1 < m()\), donc A n’est pas diagonalisable et a pour réduite de Jordan

110
J=10 11
0 01
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Détermination des vecteurs de Jordan.

A a deux vecteurs de Jordan V5 et V3 vérifiant AVy = Vi + Vo et AV = Vo + V3.

x 20 —y—22=04+=z r—y—22=0
DoncsiVo =1 y |, AVa = Vi+Vaéquivauta¢ v +y=2+y ,80it ¢ =2
z —%y:—l—i—z y=2-2z
2
et Vo= 0 | convient.
1
x 2r —y—22=2+=x T—y—2z=2
SiVg=1| y |,AV3=Vo4+Vzéquivautas z+y=0+1y ,80it ¢ =0
z —%yzl—i—z y=-—-2—-2z
0
et Vo = 0 convient.
-1
0 2 0
Donc A= PJP~! avec P = 2 0 0
-1 1 -1
0 1 O
Le calcul de P~! donne P71 = % 1 0 0 d’apres la remarque de 1’énoncé.
1 -1 =2

Changement de variable

Le systeéme s’écrit alors X; 11 = (PJP N X+ F, ou P71X; 1 = J(P71Xy) + P7IF, (2).

0 1 0 2 -3
OorP'F,=%1[1 0 0 -1 | = 1
3
1 -1 -2 g 0
Faisons le changement de variable Z; = P71 Xy,
(1) devient Zy, 1 = JZ, + P~'F,  (3).
Uy U1 = Ut + V¢ — % (4)
Notons Z; = ve |, (3) sécrit ¢ vy1 =vi+w+1 (5) . On résout ce systéme en
wy w1 = wy (6)

commencant par la derniere équation.

(6) <= {wt = k1 }

(5) s’écrit Vt+1 = Ut + ]{31 +1 (7)
Donc vy = ka+wv; avec vf solution particuliere de (7) de la forme vy = Ct (il y a résonance).
On détermine C' en écrivant que v} vérifie (7) :
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13.

Ct+1)=Ct+ki+1,s0it C =k +1et

vy = ko + (k‘l + l)t.

(4) s'écrit uppr =+ ko + (k1 + 1)t — 1 (8)

Donc u; = ks + uj avec uf solution particuliere de (8) de la forme u; = (C1t + Co)t =
C1t? + Cot (il y a résonance). On détermine Cy et Cq en écrivant que u} vérifie (8) :

C1(t+1)2+Co(t+1) = C1t2+Cot+ko+ (k1 +1)t—3, soit t(2C1 —k1 —1)+(C1+Co—ko+3) =
0et Cl = %(k‘l + 1) et 02 = —%kl + k‘g — 1. Donc

1 1
uy = k3 + §(k1 + 1)t2 + (—§k'1 + ko — l)t.

D’ou
ks + %(kl + 1)t2 + (—%kl + ko — 1)t
Zy = ko + (k1 + 1)t et
k1
0 2 0 ks + (ki + 1)t2 + (—3k1 + ko — 1)t
Xy =PZ = 2 0 0 ko + (k1 + 1)t D’ou
-1 1 -1 k1

Ty = 2ko + 2(]451 + 1)t
yr = 2ks + (2]€2 — k1 — 2)t + (kl + 1)t2
2= (—ks+ko— ki) + (3k1 — ko + 2)t — L (k1 + 1)¢?

Les constantes k1, ko et k3 peuvent étre déterminées si on connait les conditions initiales.
Notons X; = ( :;t ) et A= (
t

La stabilité d’un systeme séquentiel dépend du module des valeurs propres de A.

Q Nl

>, le systeme s’écrit

= Q

Xip1 = AX;.

_ 1
Pa(\) = ’ (a 1 g (ai

o]
Les deux valeurs propres de A sont donc Ay = a — % et Ao =a+ %
Et A sera séquentiellement stable si et seulement si [A1] < 1 et [A2] < 1.
Soit l[a — 3| < let |a+ & < 1. Or
1 1 3
- o<1} = {2 <=
fla= 5l <1} &= {5 <a<}}

et



Lecon4 - correction des exercices 16

1 3 1
Z 1V e {_-Z Z

soit

14. 1)Pa(\) = -5 (4—N) 3 =N+ 3N —2)+ 1.

Les deux valeurs propres de A sont donc \; = 1 avec m(A1) = 2 et Ay = 3 avec m(Ag) = 1.

A sera diagonalisable si le sous-espace propre Ejy, associé a A\; = 1 est de dimension 2 (=

Détermination du sous-espace propre E}, .

T —r+y==z — 9
(V=1 y | €E\} <= {AV =NV}, soit { —br+dy—1iz=y ou{ y_2x .
z —7z + 5y — %z =z
T z 1
{V=1ly |eBE\}={V=| 2z |[=2]| 2 |}
Z 2z 2
1
Ey, est donc engendré par Vi = | 2 | et dimEy, = 1 < m(\;), donc A n’est pas
2

diagonalisable et est semblable a

110

J=[010

00 3
110
2)S=J=|01 0
00 3

Pour déterminer P, il faut déterminer un vecteur de Jordan V5 associé a A; et le sous-
espace propre Iy, associé a Ap.

Détermination de V5

Vo vérifie AVo =Vi + Vs .
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x —r+y=1+= 142
SiVo=| vy |, AVo = Vi+ Vs équivaut & { —bx+4y —22=2+y , soit y=
? z2=2+42x
z —Tx+dy—52=2+z
0
et Vo = 1 convient.
2

Détermination du sous-espace propre E},.

x —r+y= %x y =32
{V=1 vy | € E\} << {AV = XV}, soit —5x+4y—%z:%y ou { z—ia:
z —Tx 45y — 52 = 52 -2
T T 1
{V=1vy | €E\}={V= %SL‘ =x % }
1 1
z PR 2
2
), est donc engendré par V3 = | 3
1
On en déduit P :
1 0 2
P=(21 3
2 21
Lt
3) Notons Xy = | v | , le systéme s’écrit
2t
5
Xt+1 = AXt et X() = 8
4

Etant donnée la réduction de A, on a X311 = (PSP~ )X, (1) et P71 X,y = S(P7LX,).
Changement de variable
Faisons le changement de variable Z; = P71 X},

(1) devient Zy 11 = SZ; (2).

u U1 = ug + o (3)
Notons Z; = | v |, (2) s’écrit ¢ vp1 = v (4) . On résout ce systeme en com-
wy w1 = 3wy (5)

mengant par la derniére équation.

(5) = fun = ki(3)'}
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15.

(4) = {vr = ko}

(3) s’écrit ugr1 = ur + ko (6)

Donc u; = ks + uj avec uj solution particuliere de (6) de la forme uy = Ct (il y a
résonance). On détermine C' en écrivant que uj vérifie (6) :

C(t+1)=Ct+ ko, soit C = kg et

up = k3 + kot.
D’ou
ks + kot
Zt = k‘Q et
k()"
1 0 2 ks + kot ]{33+]{22t—|—2]{31(%)t
X;=PZ=|2 1 3 ko = | 2(ks+ kaot) + k2 + 3(k1(3)")
2 21 ki(3)" 2(ks + kat) + 2ka + k1(3)"*
5
On détermine k1, ko et k3 a ’aide des conditions initiales Xg = | 8
4
5 = ks + 2k
Dou{ 8=2ks+ko+3ky et ki =2, ks =0et kg =1. Donc
4 = 2kg + 2ko + k1
Tt = 1+ 4(%)t
Yy =2+ 6(%)7f
Zt = 2 + 2<§)t
Et
tLleroo(xt’ Yt Zt) = (17 27 2)
s 12 -2 2% — 24 (—1)t
Notons X; = | w ,,A=12 1 -2 | et F, = 6t + 5(4t) , le
2 2 2 -3 6t — 2+ (—1)" +5(4%)
systeme s’écrit
0
Xt+1 = AXt + Ft et Xo = 0
-1

Réduction de A
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D’apres I'exercice 11,

1 10 1 0 0
A=PDP ! avec P=|1 0 1 |.e¢ D=] 0 -1 0
111 0 0 -1

Remarque : ici on a changé 1’ordre des valeurs propres et des vecteurs propres pour pouvoir
utiliser I'indication de I’énoncé.

Le systeme s’écrit alors X; 11 = (PDP™ )X+ F,ou P~'X;,1 = D(P7'X,)+P~'F, (1).
Changement de variable

Faisons le changement de variable Z; = P71 X,
(1) devient Zt+1 = DZt + P_lFt (2)

D’autre part, si on suit les indications de 1’énoncé :

110 1 1 -1 1 00 1 1 -1
1 01 0 -1 1 |=]010|.DoncPlt=| 0 -1 1 [et
111 -1 0 1 001 -1 0 1
1 1 -1 2t — 2+ (1) 2t
PlER= 0 -1 1 6t + 5(4%) = —2+4(-1)*
-1 0 1 6t — 2+ (—1)t +5(4) 4t +5(4Y)
Ut Ut+1 = Ug + 2t (3)
Notons Z; = | v, |, (2) sécrit { vip1 = —vg — 2+ (=1)" (4) .
Wt Wi+1 = — Wt + 4t + 5(4t) (5)

Résolution de (3)

uy = k1 + u} avec uj solution particuliere de (3) de la forme uj = Cit? + Cat (il y a
résonance). On détermine C et Cy en écrivant que uj vérifie (3) :

Cr(t +1)2 + Co(t + 1) = C1t? + Ot + 2t, soit t(2C; —2) +C1 + Cy = 0. D’on C; = 1,
Cg = —1, et
wp = ky +t* —t.

Résolution de (4)

vp = ko(=1)! + v} avec v} solution particuliere de (4) de la forme v; = Cy + Cot(—1)* (il
y a résonance). On détermine C; et Cy en écrivant que v; vérifie (4) :

C1+Co(t+1)(=1) = —(C1 +Cat(—1)Y) — 24 (—1)1, soit (2C1 +2)+(—1)}(—=C2—1) = 0.
Dou Cy =—-1,Cy = —1, et

v = ko(—=1)t —1 —t(=1)%.
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16.

Résolution de (5)

wy = k3(—1)! +w; avec w; solution particuliere de (5) de la forme w} = Ct+Cy +C3(4?).
On détermine Cy, Cs et Cg en écrivant que w; vérifie (5) :

Ci(t+1) + Cy + C3(4M1) = —(Cyt + Co + C5(41)) + 5(4%) + 4t soit
t(2C1 — 4) + (C1 +205) +41(5C3 — 5) = 0. D'ou C; =2, Cy = —1,C3 = 1 et

wy = kg(—1)" + 2t — 1 + 4%

ky+t2—t 110 ky+t2—t
Zi=| ko(=1)' =1 —t(-1)! |etX;=PZ;=| 1 0 1 ko(—1)t —1 —t(—1)*
ks(—1)" +2t — 1 + 4 111 ky(—=1)t +2t — 1+ 4!

ky+ k(=1 4+ 82—t — 1 —t(—1)
X, = ki + k(=1 +42+t— 144
ki + (k3 + ko) (=) + 2+t — 2 —t(—1)t 4 4

0
On détermine les constantes k1, ko et k3 en utilisant les conditions initiales Xy = 0
-1
0=k +ks—1
Donc{ 0=k +k3s—1+1 et ki =1,k =0et k3= —1. D’ou
—1:k1+(k33—|—k2)—2+1
v =12 —t —t(-1)
ye=—(=1)  + 12+t + 4
z=—(t+1) (=D +2 4+t —14+4
Ty -1 1 0 2t2 — 12 4 2¢
Notons X; = ye |, A= -5 4 —% et F; = | 3t2—-16+ 2Tt |, le systeme
2 -7 5 —3 t? — 242041
s’écrit
2
X1 =AXy+ F et Xp= 4
3

Réduction de A

D’apres 'exercice 14,

A=PJP! avec P= et J=

NN
N = O
W N
o O =
O = =
= O O

Le systéme s’écrit alors X; 11 = (PJP )X+ F,ou P71 Xy = J(P7IX) + P7LF, (1).
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Changement de variable

Faisons le changement de variable Z; = P71 X},
(1) devient Zy11 = JZ, + P~'F,  (2).

D’autre part, si on suit les indications de 1’énoncé :

1 0 2 5 —4 2 100 5 —4 2
2 1 3 -4 3 -1 |=1010]|. DoncPlt=| -4 3 —1 |et
2 21 -2 2 -11 0 0 1 -2 2 —11
5 —4 2 22 — 12 4+ 21 ot
PlF= -4 3 -1 3t2 — 16+ 211 | = 2
-2 2 —11 t2 — 2 4 2tF1 t2—6
Ut U1 = ug + v + 28 (3)
Notons Z; = | v |, (2) s’écrit ¢ vy = v +2 (4)
Wt Wiyl = %wt -+ 2 —6 (5)

On résout ce systeme en commencgant par la derniere équation.

Résolution de (5)

wy = k1(3)! + wi avec w} solution particuliere de (5) de la forme w; = C1t? + Cot + Cj .
On détermine Cy, Cy et Cg en écrivant que w; vérifie (5) :

Ci(t+ 1) + Co(t + 1) + Cy = L(C1t2 + Cot + C3) + t2 — 6 soit
tZ(%Cl — 1) + t(QCl + %02) + (Cl + Cqy + %Cg + 6) =0. DouCy = 2, Cy = —8,03 =0 et

1
wy = kl(i)t + 2t% — 8t.

Résolution de (4)

vy = ko + v} avec v} solution particuliere de (4) de la forme vy = C1t (il y a résonance).
On détermine Cy en écrivant que vy vérifie (4) :

Ci(t+1)=Cit+2, s0it Cp =2 et

Uy = k‘Q +2t

Résolution de (3)
(3) devient (6) ugr1 = ug + ko + 2t + 2°.

ug = k3 +uj avec uj solution particuliere de (6) de la forme uj = C1t? + Cot + C32¢ (il y
a résonance). On détermine C e,t Cy et Cs en écrivant que uj vérifie (6) :
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17.

22

Cr(t+1)2 + Co(t +1) + C32!Tt = C1t? + Oyt + C32F + ko + 2t + 2¢, soit t(2C] — 2) + (C1 +

Cy— ko) +24203 —C3—1)=0. Dot C; =1, Cy = ko — 1 et C3 =1, et
wp = ks + 12 + (ko — 1)t + 20,
D’ou
ks + 1% + (ko — 1)t + 2¢

Zt = k’g + 2t et
ki(5) +2t% — 8t

10 2 ks +t2 + (kg — 1)t + 2t
X;=PZ=|2 1 3 ko + 2t :
2 2 1 ki(3)" + 2% — 8t

ks + 512 + (ko — 17)t + 2° 4 2k (3)!
Xy = | 2ks+ 82+ (2ky — 24)t + 2871 + ko + 3k1(3)!
2ks + 4t% + (2kg — 6)t + 211 4 2y + Ky (3)°

2
On détermine kq, ko et k3 a ’aide des conditions initiales Xg = | 4
3

2:k‘3+1+2k‘1
Dou{ 4=2ks+2+ko+3ky etki =1,k =1et k3= —1. Donc
3=2ks+ 2+ 2ky + k1

=512 — 16t — 1+ 2t + (1)t
yr = 8t% — 22t — 1+ 2041 4 3(1)!
2 =4t — 4t + 201 4 (1)

Réduction de A

TR

Détermination du sous-espace propre E1 associé a la valeur propre A = %
2

5
. x _1 . 5 y o
{V—(y)éE;}{:}{AV—QV},smt{4x_§ ou y = 2z.

T T 1
oe(3)emme(5) (1)

FE1 est donc engendré par Vi = ( ; ), Ei =< < ; ) > .
2 2

dim E1 =1 < m(3), donc A n’est pas diagonalisable et a pour réduite de Jordan
2

(3 1)

Sl
N~ =
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Reste a déterminer un vecteur de Jordan.

5
{V = ( 5 ) est un vecteur de Jordan} <= {AV = V; + 3V}, soit A 3
2

ou2r=1+y. Et Vo= ( ) convient. Donc A = PJP~! avec P = ( 10 )

0
-1

Tyl = %Cﬂt —y — 2+ 3(2)

Sion considere les deux premieéres équations du systéme on a (1
P d Y ( ){ Yes1 = 4o — Sy — 54 6(2")

_ t
Notons X; = ( Z ) et I}, = ( _§ i ggtg ), le systeme s’écrit

Xt+1 :AXt+Ft avec XO = < ? ) .
Le systeme s’écrit alors X;.1 = (PJP )X, + Fyou P71 X1 = J(P71Xy) + P7LF,
Changement de variable

Faisons le changement de variable Z; = P71 X},

(1) devient Zy 1 = JZ; + P~'F,  (2).

D’apres la formule de 1’énoncé P~! = < ; _01 ) et

_ 1 0 -2+ 3(2") —2+ 3(2%)
1 — J—
P Ft_<2 —1><—5+6(2t) - 1
1 _ t
Notons Zt — Ut , (2) S’écrit Ut41 = 12U/t + V¢ + 2 -+ 3(2 ) (3) ’
Ut vpp1 = U+ 1 (4)
Résolution de (4) :

Vi1 == k1(3)"+vf avec v} solution particuliere de (4) de la forme v; = C'. On détermine
C' en écrivant que v} vérifie (4) :

C:%C—i—l, soit C' =2 et
1
Vy = kl(*)t + 2.
2
Résolution de (3) :
(3) séerit (5) @ w1 = gue + ki(3)" + 3(2)

U1 == k1(3)"+uj avec uf solution particuliere de (5) de la forme uj = C1t(5)! +C2(2").
On détermine C; et Cy en écrivant que uj vérifie (5) :
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Calt + 1)(L)HH 4 o2 = L(Crt(h) + Cal21)) + ka (1) + 32, soit (1)H(AC) — k1) +
2t(202 — %CQ — 3) =0. Dou C7 =2k, Cy =2 et

1 1
Uy = k‘2(§)t + 2/€1t(§)t + 2t+1

kg(l)t + let(l)t + ot+1
Donc Z; = 2 2 t
onc Z ( kl(%)t i e
x—pg_(1 0 k()" + 2kit(3)" + 2011\ (ko + 2k1t)(3)! + 2¢H1
! ! 2 —1 ki(3)t+2 (2ky — k1 + 4k1t)(3)! + 2142 — 2

2="Fky+2

, . <1y .. . [ 2 N
On détermine kq et ko & I’aide des conditions initiales Xy = ( 1 ) D’ou { 1= %%y —ky+2

douky =1let kg =0cet

xp = 2t(3)" + 2071
ye = (4t —1)(3)t+22 -2

D’autre part z; vérifie alors z; = —%zt et z; = kg(—%)t. Et puisque zg =1, k3 = 1 et
1
At = (—§)t

En récapitulant :

v = 24(L) 4 241
ye = (4t — 1)(3)" + 22 -2
2 =(—3)

)



