Lecon 04 — Correction des "Exercez-vous"

2-21 200 100
Exercez-vous 7 SoitA;=| -2 1 -2 | A,= -3-1-1| etAs={12-1
1-2- 31-3 110

1. Ces matrices sont-elles diagonalisables ?

2. Déterminer tous les sous-espaces propres deateses (on en donnera une base).

3. Pour chaque matrice diagonalisable, on préclaeratrice diagonale qui lui est semblable
et la matrice de passage associée en précisamtalé qui lie les matrices calculées.

Solution
1.
(2A) -2 1
o PaN) =] -2 (@A) -2 | = AP-AT+N+27=(3A) + 3.
1 -2 (-29)

Donc d'aprés le couis; est diagonalisable si et seulement si le sous-egpapre &
associé a la valeur propke = -3 est de dimension 2 (= ordre de multiplicied\g).

Détermination de E3 sous-espace propre associé\a = -3

X 2-21 X X
v=|Y | OEssietseulement #i;v=Ayvsoit| -2 1-2||y|=-FY]|ou

Z 1-2-2/\z Z
-2X -2y +z2 = -3X X 1 0
{-2X+y-22=-3you x—2y+z=0.DoncvE Yy |[=x O [+y| 1]|.Onen
X-2y-2z2=-3z 2y-X -1 2

déduit alors que Eest un sous-espace vectoriel de dimension 2 engead

(1,0,-1) et (0,1,2). Ces deux sont vecteurs likzas non proportionnels) et forment une
base de ket dim Es=2 = m(-3).

A; est donc diagonalisable.

(2-\) 0 0
e Puo(\)=| -3 (1) -1 = 2-NA+M+4) =2 NN+ 2%
3 1 (-3}

Donc d'apres le couis; est diagonalisable si et seulement si le sous-egpapre &
associé a la valeur propke = -2 est de dimension 2 (= ordre de multiplicie\g).

Détermination de E, sous-espace propre associé\a = -2

X 200 X
v=|Y |OE,siet seulement #i,v =A\vsoit| -3-1-1|[y | =-2 Y | ou
z 3 1-3 z z



-3X-y-z=-2y ou {X:Z .Doncv=|y |=y|1].Onen déduitalors que
3Xx+y-3z=-2z y y

E., est un sous-espace vectoriel de dimension 1 enggad (0,1,1).
dim E; = 1 <m(-2)et A, n'est donc pas diagonalisable.

{ZX =-2X 0

(1) 0 0
e« PaM)=| 1 (@A) -1| =2+ - +1=(1A)>
1 1 -A

Donc d'aprées le couis; est diagonalisable si et seulement si le sous-egpapre kE associé
a la valeur propra; = 1 est de dimension 3 (= ordre de multiplicit&\ge

Remarqgue qui peut étre utile(vous pouvez l'utiliser dans les exercices a yenir

Dans ce cas (et ce a chaque fois que l'ordre digpirailé d'une valeur propre est égal a la

dimension de I'espace vectoriel)sj était diagonalisable on aurdit = PDP* avecD =
100

010 =lIzetA;=PIPt=PP! =15 C'est faux cals# I3, Az n'st donc pas

00
diagonalisable. (si la valeur propre était égale @ = Al 3 et on obtiendrait eAz = Al3 ce qui
améne a la méme conclusion). Vérifions-le en détermE;.

Détermination de E; sous-espace propre associé\a= 1

X 100 X
v=|Yy |0E; sietseulement #isv=Avsoit| 12-1 |y | = ou
z 110 z

P ON < X

. On en déduit alors

X =X X 1
{X+2y-22you X+y—-z=0.DoncvE Yy |=x 0] +y
Xty =z X+y 1 1
que B est un sous-espace vectoriel de dimension 2 (§)rafendré par (1,0,1) et
(0,1,1) (vecteurs libres car non proportionnedg)n'est donc pas diagonalisable.

* PourA; reste a déterminer le sous-espace prepr@Essocié a la valeur propre

}\2=3.
X 2-21 X X
v=|Y |OE;ssietseulement éi;v=Axvsoit| -2 1 -2y | =3y | ou
z 1-2-2 z z
-2X - 2y + 2 = 3X _ z 1
-2X+y-22=3you{ _ o, .Doncv=| 2z (=7 2 |.On en déduit alors que Est
_ y=2z
X-2y-22=3z 7 1

un sous-espace vectoriel de dimension 1 engendi(@ 2al).

* Pour A, reste a déterminer le sous-espace prepr@ssocié a la valeur propke = 2.



X 200 X X
v=|Y |E; si et seulement gi,v =A\vsoit| -3-1-1 ||y [ =2y | ou
z 3 1-3/\z z
2X = 2x y =-3z L 8
-3X-y-z=2y ou « _8 , -Doncv= =32 -9 |. On en déduit alors que E
3Xx+y-32=2z -3

est un sous-espace vectoriel de dimensmn 1 eng@adn(8,-9,3).

3. PourA, d'apres les résultats précédents :

300 101
A;=PD/PtavecD;=| 0 -30| etP=| 012
003 12

Attention a l'ordre des vecteurs propres, étant donnéetidcamB, choisie les deux
premieres colonnes desont les coordonnées de deux vecteurs propregendants associées
a -3 et la derniére correspond a un vecteur praggecie a 3.




