Rappel : Suites récurrentes

1. Les suites récurrentes linéaires du ler ordre a
coefficients constants.

. s - uo
Ce sont les suites u définies ;%&:ﬂ =ay,+g(n) aR*

(1)

L'equation homogerassociée a (1) est .M = av,  (2).

Théoréme: Siu® est une solution particuliére de (1) et si v assdlution
générale de (2) (équation homogene associée al@lyplution générale de (1) est
u=u"+v

Démonstration :

Soit U une solution particuliere de (1) .y, = au, + g(n)

u est une solution quelconque de (1) si et seuiesie).; = ay, + g(n)
Soit : Y1 - Unsr=a(y, - U, etu - U est solution de (2).

Or les solutions de (2) sont de la fornm

Donclyh = Un + v | WOR  gemarque: up = U + Vo)

Exercez-vous 1

) . . e Vo=-5
1. Déterminer la suite v définie pa{rvn+1 = 3y,

=4

2. Déterminer la suite v définie pa4\:/n+1 = 2w,

*Cas ou g(n) =P(n) avecP est un polynéme de degré k.
Si a# 1alors une solution particuliére est un polyné@ie) de degré k.
Sia =1, une solution particuliére est de la forn@(m) , ouQ est un polynédme de degré k
(on dit qu'il y arésonance.
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N.B. : g(n) = b (cte) est un cas particulier daucel, il correspond a k = 0.

*Casoug(n)=Ct (C ettconstantes réelles données)
Sit#a une solution particuliére est sous la form€; =uKth (K constante a déterminer)

Si t = a une solution particuliere est sous la forme=uKna (phénoméne deésonance

Remarque on peut remplacer C par un polynéme de degré Istkalers remplacé par un
polyndme quelconque de degré k.

*Si U, est solution particuliere dey = ay, + gy(n) et si Wy, est une solution particuliére de
Un+1 = aty + op(n) alors 0y, + W', est une solution particuliere de

Un+1 = ath + gi(n) + a(n).

Exemples
Equation Solution de I'équation Forme de la solution
homogene associée particuliere
Uns1= 2U, + 3.5' Vh=Vo 2" unp=C.5
Uns1= 2Uy + IT - N Vn=Vo 2 Up=arf+bn+c
Uns1= 2W + 3.2 V= Vg 2" Un=Cn.2
Ups1= Up + 1T - N Vn = Vo U, =n(ar + bn + c)

Il y a résonance pour les deux derniéres équations.

Exercez-vous 2

) : : e Up = -1
1. Déterminer la suite u definie p:{ru.n+l — 3y +R-3n+1

=1
2. Déterminer u telle quey, 1
Wlum=2053 @
. . I Uo =
3. Determiner u telle que Unap = 2U + 201 )

(1)

2. Suites récurrentes linéaires du second ordre a

coefficients constants.

Ces suites sont définies payrat u et une relation de la forme :

»
Un+2 + bl-h+1 +Ch = g(n)

BIR* , cOR*

1)




L'équation homogene associée a (1) est :

Vn+2 + an+1 + CVn = 0 (2 .

Théoréme: Si U est une solution particuliére de (1) et si v assdlution
générale de (2), la solution générale de (1) est:u” + v.

Méme démonstration que pour les suites récurrdiméaires du & ordre.

L'équation caractéristiqude (2) est :¥+br+c=0 (3).
SiAd>0 (3) a deux solutions distinctegeat r,, et
Vp = Ari" + o0 est la solution générale de (2).

(A et sont des réels dépendant des conditions initiajest u)

Exercez-vous 3

vo=1l, y=2

Vn+2= '3Vn+]_ = 2Vn (2) ’
2. Déterminer v telle que o= 511 — 4\,

1. Déterminer v telle que{:

SiA4=0 (3) aune solution doublg 1 et
Vh = Arg" + unrg? est la solution générale de (2).

(A et sont des réels dépendant des conditions initiajest u)

Exercez-vous 4
vo=1, =0

Déterminer v telle que ‘{sz ~BVpsq + OV, =0

Le casA < On'est pas étudié dans le cadre de ce cours drai¢adans le cours de L3 aprés
I'introduction des nombres complexes.




*Cas ou g(n) =P(n) avecP est un polyndme de degré k.

Si 1 n'est pas racine de (3)on cherche une solution particuliefede (1) sous la forme d'un

polyndmeQ de degré k : i = Q(n).
Si 1 est racine simple de (3" est de la forme "y = NQ(n) (résonance).
Si 1 est racine doublale (3), U est de la forme :"y = nQ(n) (double résonance).

*Cas ou g(n) = Ct (C ettsontdes réels non nuls donnés).

Si t n'est pas racine de (3)une solution particuliere”wle (1) est de la forme
u'n = kt" (k constante réelle a déterminer).

Si t est racine simple de (3)une solution particuliere” we (1) est de la forme
u*n = knt" (résonance). k constante réelle a déterminer.
Si t est racine double de (3)une solution particuliere’ ule (1) est de la forme
u'n = kret" (double résonance). k constante réelle a détermin

*Si U, est solution particuliere de4p + buh+1 + c4h, = qi(n) et si W, est une solution
particuliere de gho + buh+1 + cy = gp(n) alors 0y, + W'y, est une solution particuliere dg:pl
+ Dlh+1 + Clh = gu(n) + &(N).

Exemples
Equation Racines de | Solution de I'équation | Forme de la solution
I'équation homogene particuliere
caractéristique
Unso- BUyg+ 6L, = 3.5 2et3 Vo =A2" + 3" u,=C.5
Un+2+ Slher+6Ly = 17 - N 2et3 Vo =A2" + 3" up=arf+bn+c
Uni2- 4thea+ 4h = 3.8 | 2, racine double] v = A2" + pun2” U,=C.5
Ups2- Slhsr+ 64, = 3.2 2et3 Vo = A2" + }_13” u*n =Cn.2
Uns2- 3Uher+2Uh = 1P - N let2 Vo=A + 12" U, =n(arf + bn + c)
Unez- s+ 40, = 3.7 | 2, racine double] v =A2" + un2” un,=Crf.2"
Unsz- 2Uhe1+ Uy =P -Nn | 1, racine double Vo=A +pn U, = rf(arf + bn + ¢)

Exercez-vous 5

Déterminer u telle que{umzz BUyag- 2y + 62 - 2n - 3 (1)

2. Déterminer u telle que{:

3. Déterminer u telle que{:

UW=w=1

Un+2 -6Un+1 + Oth = -25(-2f

U=0ety=-1
Un+2= Sth+1- 4th+6n-5 (1)
UWw=1l, u=-1

(1)




Correction des "Exercez-vous"

Exercez-vous 1

) . . e Vo=-5
1. Déterminer la suite v définie pa{rvn+1 = 3y,

) . . e Up =4
2. Déterminer la suite v définie pa4vn+l = 2w,

Solution

1. On reconnait la relation de récurrence corred@aina une suite géométrique de raison3
(c.f. le cours de L1). Dong,¥ v (3") = -5(3").

2. Pour les mémes raisonsv4(-2J'.

Exercez-vous 2
) iner la suite u défini Up = -1

1. Déeterminer la suite u définie p ru'n+1: 3p+m-3n+1 (1)

U=1
2. Déterminer u telle quey: 1 .
Wlum=-20453 @

stermi I =5

3. Déterminer u telle que Unsp = 2U + 2071 )

Solution

1. D'apres le cours, & v, + U*,, ou (u*) est une solution particuliere de (1) &f) e
solution de I'équation homogene associégyv 3V, (2).

L'équation homogéne associée (2) a pour solutipa w3" .

D'apres le cours une solution particuliere de ¢t)de la forme :
U, = ar? + bn + c. En écrivant que gvérifie (1), on obtient :
a(n+1% + b(n+1) + ¢ = 2ah+3bn+3c+A -3n+1
1
D'ou OnON : n2(-2a-1) + n(2a-2b+3) +a+b-2c-1=0 et az——,-b =letc=

1 1 1 1
Doncdn:-§n2+n-z et H=v03n-§n2+n-z.

N

3 1 1
d'ou =-7 35 n2+n-Z

MNlw

, 1
OrLb:-lson\()-:1 =-1 ety=-




2. En procédant de méme :
La solution de I'équation homogeéne est =wy(-2)".

Une solution particuliére de (1) est d'aprés lersale la forme : 1 = k3.

D'ou k3+1= 2k3"+l3” it 5k—1 td = D = 2"+@
ou =- > 3" sol =5 et Uy=75. Donc W = Vvo(-2) 10"

n

ST T _9 _9 . 3
Oryp=1 dou.\;j+10—1 etw—lo.Doncu—lo(-2)+lo.

3. Toujours par la méme méthode :
. , . < ., n
La solution de I'équation homogene associée gst w2 -

. N 1 1 .
Une solution particuliére de (1) est de la formig:uknZ' (en effet lez 2 et2estaussi
la raison de v, ici il y a un phénomeéenerdsonance et puisque uFest solution de (1), k

‘g + n+ 1 n N 1 n 1
vérifie : k(n+1)2 = kn2 1+§ 2. D'ou k = eth=vo2 +7 nJ.

1
OrLb:S,d'oU\gj:Setm:S.f+zn2n.

Exercez-vous 3

vo=1l, y=2

Vn+2= '3Vn+]_ = 2Vn (2) ’
2. Déterminer v telle que 3o = 511 — 4\,

1. Déterminer v telle que{:

Solution

1. L'équation caractéristique associée a (2)%esBr + 2 = 0. 1 = -1 est une racine évidente et
puisque le produit des racines est 2, la deuxi@miee esty= —2.
Donc d'aprés de cours les solutions de (2) sota fileme v = A(-1)" + p(-2)" .

A etu sont des constantes qui dépendent des condihdiadds.
1=A+

Et puisque y=1et\y =2, 0n 3{2: A g“

Va = 4(-1] - 3(-2)]

2. L'équation caractéristique associée a (2Yesbr+ 4 = 0. 1 = 1 est une racine évidente et
puisque le produit des racines est 4 la deuxieciagast 5 = 4.
Donc d'aprés de cours les solutions de (2) sofa fleme v =\ + p(4)" .

. SoitA =4 ety = -3, d'ou

A etu sont des constantes qui dépendent des conditidgiades. Ici on a pas de conditions

initiales, on ne peut donc pas calculer ces deunstentes et on écrira , ¥ A + p(4)".



Exercez-vous 4
Vo=1, v=0

Déterminer v telle que ‘{sz “6Viq + OV, =0

Solution

L'équation caractéristique associée & (2)%sbr + 9 = 0. Soit (r — 8= 0. p = 3 est une
racine double. Donc d'aprés de cours les solutien®) sont de la forme
Vh =A(3)" +un(3)".

A etu sont des constantes qui dépendent des condihdizdds.

. _ _ J1=A Can a a
Etpwsquey—1et\4—0,ona.{0:3\+3u .D'ouAr=1etu=-1ety=3-n3.

Exercez-vous 5
. Up=u =1
Déterminer u telle que y _ .
{umz— -Blh+1- 2L+ 6r2-2n-3 (1)
U=0ety=-1
Un+2= Slh+1- 4th+6n-5 (1)
3. Détermi I {_u():l, 4=
. Déterminer u telle que Unsp -Blisy + Oh = -25(-2) (1)

2. Déterminer u telle que{:

Solution

1. D'apres le cours, & u*, + v, ou (u*,) est une solution particuliere de (1) &) @me
solution de I'équation homogene associée a (1) =v-3vh+1 — 2%, (2). Or d'apres l'exercice
3. ci-dessus, y= A(-1)" + u(-2)" (A et sont deux réels a déterminer par les conditions
initiales).

Une solution particuliere (u¥ de (1) est, d'apres le cours de la forrhg=uar? + bn + ¢ d'ou,
en écrivant que yverifie (1) :

a(n+2% + b(n+2) + ¢ = -3a(n+2%) 3b(n+1) - 3c - 2ah- 2bn - 2¢ + 6& 2n -3

SoitOnON : n?(6a-6) + n(10a+6b+2) + (7a+5b+6¢c+3) = 0 D'ol ab%-2 et ¢=0.

Donc Up=n2-2n et y=A(-1)"+ p(-2)" + ré - 2n.

Orp=w=1dou:

soitu=-3 et =4. Dong Y= 4(-1) -3(-2) + r? - 2n.

{A+u=1
-A-2u=2

2. Par une méthode analogue et en utilisant ldtaésle3., la solution de I'équation
homogene associée a (1) estk + |1(4)n (les constantek et seront déterminées a l'aide
des conditions initiales).



Une solution particuliere de (1) est de la form&,:= n(an+b) = ah+ bn (car 1 est racine de
I'équation caractéristique, il y a dor&sonancg. On détermine a et b en écrivant qug u*
vérifie (1) :

a(n+2% + b(n+2) = 5a(n+#)+ 5b(n+1) - 4ah- 4bn + 6n -5

Soit OnON : n?(a-a) + n(4a+b-10a-b-6) + (4a+2b-5a-5b+5) = 0. Rietl et b=2.
Donc Y, = A +u(4) - 2 + 2n.

A+p=0
A+4p=-2

wWIN

. 2
Orup=0ety=-1 donc{ Soitp= -3 etA =

Soit|th = @) -re+2n.

wIiN
wIiN

3. Par une méthode analogue et en utilisant ldtaésle4., la solution de I'équation
homogéne associée a (1) gstEW(3)" + un(3)" (les constantes et seront déterminées a
I'aide des conditions initiales).

Une solution particuliére de (1) est de la forn&,:= k(-2)". On détermine k en écrivant que
u*, vérifie (1) : k(-25*2 = 6k(-2J"** + 9k(-2)' = -25(-2}. En divisant membre & membre par —
(2)" on obtient 4k + 12k + 9k = -25. D'oli k = -1,,u* -(-2)" et

Un = -(-2)' + A(3)" + un(3)"

On détermine etp a l'aide des conditions initiales.

) 1=-1+A
Orw=1ety=-1, on obtient don{:

1=2+3 + 3 .D'ouA =2 etp=-3 et

lun = -(-2)' + 2 (3] - n(3)"™"]




