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Correction des exercices de la lecon 3 :
Somme de sous-espaces vectoriels- Produit scalaire - Projections

2 -1 4
. 1)1 0 1 | = 0. Les vecteurs v, v9 et w sont donc liés et dim F; < 2.
0 1 -2

{v1,v2} est un systeme libre de deux vecteurs de Fy, c’est une base de Fj et dim F} = 2.

Un vecteur v de F} est une combinaison linéaire de vy et vy et s’écrit avy + PBvg, a et 3
réels quelconques. Donc v = (2a — 3, v, 8), et

v=(x,y,2) E F < x=2y— 2.

On peut aussi écrire que v = (z,y,2) € F} si et seulement si det(vy,v,v) = 0, soit
2 -1 =z
1 0 y|=0,s0txz—2y+2=0.
0 1 =z

2) Siv=(0,a+0b,-b) € Fr , v =a(0,1,0) + b(0,1,—1). F» est donc 'ensemble des
combinaisons linéaire de u; = (0,1,0) et ug = (0,1, —1), c’est donc bien un sous-espace
vectoriel de IR? et {u1,u2} en est un systéme générateur. D’autre part u; et ug sont
indépendants (car non proportionnels), ils forment donc une base de Fy et dim F» = 2.

Remarque: En fait {v = (z,y, 2) € Fy} <= {x = 0}.

2{v=(v,y,2) e iNF} < {x =2y — z et z =0}.
{v=(z,y,2) e iNF} < {x =0et z = 2y}.
{v=(x,y,2) € i N F} < {v=1(0,y,2y) = y(0,1,2)}.

F1 N Fy est donc le sous-espace vectoriel engendré par ug = (0,1,2) et dim F} N Fy = 1.

{veh+FRl<—={v=Vi+Vo, V1 € Fi, Vs € Fy}.

Puisque {v1,v2} est une base de Fy et {u1,uz} une base de Fj,

v = (avy + bva) + (cuy + dug) et {vi,ve,u1,us} est un systeme générateur de Fy + Fb.
Ce systeme de 4 vecteurs de IR? est évidemment lié. Par contre {vy,vs,u1} est libre (on

vérifie en effet que det(vy,v2,u1) # 0), c’est donc une base de Fy + F» et dim(F} + F») = 3.
On en déduit donc que Fy + Fy = IR? (le seul sous-espace vectoriel de IR? de dimension
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3 est IR3). La somme Fj 4+ F, n’est pas directe car F; N Fy # {(0,0,0)} (on a aussi
dim(F; + Fy) # dim F; + dim Fy).

. 1) On remarque que 2u; — ug = us, {uy,us,us} est donc lié. wu; et uy sont indépendants
(non proportionnels) et forment donc une base de F; et dim F; = 2.

D’autre part {v1,v9} est libre (les vecteurs ne sont pas proportionnels), c’est donc une
base de Fy et dim Fy = 2.

2) Fy est engendré par {uj,us} et Fs est engendré par {vi,ve}, F} + F5 est donc engendré
par {u1, uz, v1,va}.

1 1 4 1 1 1 4 1
2 2 4
Or det(uy,us,v1,v2) = 2 g 3 ;1 = 8 _21 —216 _42 =| -1 —-16 -2 |, et
2 111 0 -1 -7 -1 -t Al

det(uy, ug, v1,v2) = —30 # 0. {u1, ug,v1,v2} est un systeme libre de IR, ¢’est une base de
IR* et puisque c’est un systeme générateur de Fy + Fh, dim(Fy + Fy) =4 et Fi+ Fy = R*.
{u1,u2,v1,v2} est une base de F; + F, donc pour tout vecteurs v de Fy + Fy = R, il
existe a, b, ¢ et d, uniques tels que v = auy + bug + cvy + dve. auq + bus = Vi € Fy et
cv1 + dvy = Vo € Fy, sonr uniques. La décomposition v = V| + V5 de v est donc unique et
la somme est directe : F} € F5.

-1
. Soit p I'application linéaire cherchée. Remarquons d’abord que | 0

1
B={Vi,V5,Y} est une base de IR?. Si F} =< V|, Vo > et Fh =<Y > 1D F, = R3 et
la projection p sur Fj parallelement a Fb est bien définie.

Siv=(x,y,2) =aVi + Vo +~Y et p(v) = aVi + V.

S = O

1
0|=-2+#0.
1

Calculons « et 3, les deux premiéres coordonnées de v dans la base B.

{v=(x,y,2) =aV1 + Vo + 7Y} <= {v = (z,y,2) = (—a+ 7,8, a+7)}.

r=—-oa+7y
Dous y=p eta:%‘”etﬁ:y.
Z=o+7y

Donc p(z,y,z) = aVi + Vo = =52(=1,0,1) +y(0,1,0) = (%32, y, =5).

)V Va=—1+4+2V34+3-2V3=2.
Vil =vI+3+1+4=3.
Vo] = vVI+4+9+3=+1T.

2) Vo =1-2V2+V2=1-+2.
Vil =v1+4+1= 6.
IVall =vVI+2+2=15
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5. 1) v1.vg = =141 =0. vy et vy sont orthogonaux et non nuls, ils sont donc indpendants
d’apres le cours.

2) v3 = (z,y, z) convient si et seulement si c’est un vecteur a la fois orthogonal a v; et vs.

Donc { “1'Y3 0 oul ¥ ytz O,SOit{y .

=(1,2,1 ient.
v9.v3 = 0 —x4+2=0 g CUUs (1,2,1) convient

Premiere méthode

o
Siw = (1,0,0) = av; + Pvg + yus, B | est la matrice des coordonnées de w dans
Y
B = {v1,va,v3}.
l=a—-8+7~v =2y
Ona (1,0,0) = (a—p+7,—a+2y,a+8+7),s0it § 0=—a+2y ,etq 3y—F=1.
O=a+pB+7 3y+B8=0
1
D’ou a = %, b= —%, v = % et les coordonnées de w dans B sont —%
1
6

Deuxiéme méthode

Siw = (1,0,0) = avy + Bua + yvs

1
3

w.v1 = aljvy||? car la base est orthogonale et que v1.v3 = v1.v3 = 0. Donc a = ﬁf)l””lz =

De méme w.va = B|lva]|? et B = ”w;ﬁg =—3.

v
w3 _ 1
lvs2 = 6°

Et w.s = y|lvs]|? et v =

6. < v > et F sont supplémentaires d’apres le cours et dim < v > 4+ dim F = dim IR*. Donc
dim F = 2.

{u=(z,y,2) € F} <= {u.v =0},
{u=(z,y,2) € F} < {z — 2z =0}.
Donc F = {(z,y,2) ; = = z}.

{u=(2,5,2) € F} = {u = (,y,2) = 2(1,0,1) +3(0,1,0)}. {(1,0,1),(0,1,0)} est donc
un systeme générateur de F'. Ces deux vecteurs sont indépendants (non proportionnels)
et forment une base de F'.

7. v1vo=0—140+1=0. v; et vo sont donc bien orthogonaux. Soit F' =< vy,vy >, on
cherche donc F*.

{u=(z,y,2,t) € Fr} <= {u Lv; et u L v}

Soit roy+tzti=0 ou t=—y . Donc
y+t=0 z=2y—=x

{u=(z,y,2,t) € FL} — {u=(z,y,2y —x,—y) = x(1,0,—-1,0) + y(0,1,2,-1)}
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Ainsi F* est engendré par u; = (1,0,—1,0) et up = (0,1,2,—1). Ces deux vecteurs
forment une base de F+ puisqu’ils sont de surcroit indépendants, et dim F- = 2.

On a aussi expression de F'- sous les formes:
L={(z,y,2,t) eR*; y+t=0etx —y+2+t=0}
L ={(z,y,2y —z,—y), € R, y € R}

8. [[v1]* =1+ & + i + 15 = 1, v est donc bien normé.

De fagon évidente vo = (1,0,0,2) est orthogonal & vy, ainsi que vs = (0,3, -2, 0). Et
bien sur vy est orthogonal a wvs.

Reste a trouver un vecteur vy orthogonal a la fois a v1, vy et vs puis a normer tous les
vecteurs qui ne le sont pas.

V4.01 = 0
vg = (x,y, 2,t) est orthogonal & v1, vy et vs si et seulement si ¢ vq.09 =0 , c’est a dire
V4.0V3 = 0
V2 | 3 t_ = -2t
PR S e Tt v 2
x+2t=0 ou y==z% .
3y —2v2 =0 t+zf 2yt
r=—2t
On obtient alors ¢ ¢ = V2, etuy = (—22, 5v/2, 15, 11) convient. Reste a normer vy, v3
t = 1—52
et vy.

o> =144=5
|vs||? =9 +2=11
Jva||* = 484 + 50 + 225 + 121 = 880 = (41/55)%.

Une base solution (il y en plusieurs possible bien siir) est

F={3.22.2,-1),(2,0,0,28), (0, 2L, =¥2,0), (522, VIO, 355 55y}

v
100 oo TosT Tl

9. Il y a deux méthodes possibles ici.
Premieére méthode
On peut vérifier que les colonnes de M sont normées et ortogonales deux a deux :
Pour la premiere colonne Cj : ||C1]|? = (2)2 + (%)2 + (1)2 =1,

P+ () =1

pour la deuxiéme colonne Cs : [|Cal> = (3)? + (3 2
+(3)+(3)P=1,

3
pour la troisitme colonne Cs : [|Cs|* = (3)?
C1.Cy=5(4-2-2)=0,
C1.03=5(-2+4-2)=0,
Cr.C3=§(—2—-2+4) =0.
M est bien orthogonale.

Deuxiéme méthode
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10.

On peut faire le produit MM et vérifier que I’on obtient bien la matrice identité, cela
voudra alors dire que ‘M = M~! et d’apres le cours cela équivaut bien & M orthogonale.

2 2 -1 2 2 -1 9 00
tMM=3| 2 -1 2 2 -1 2 [=4|0 9 0 |.Donlerésultat.
-1 2 2 -1 2 2 009

(a) {v=(z,9,2) € F'} <= {v = (2,94,2y —z) = 2(1,0,-1) + y(0,1,2)}.
Ainsi e; = (1,0,—1) et ea = (0,1,2) forment un systeme générateur de F'. De plus
ces vecteurs sont indépendants (non proportionnels), ils forment donc une base de F'
et F est de dimension 2.

®) {v=(2,y,2) € Ft} <= {v Lej et v L es},
{v=(z,y,2) € F+} <:>{

Ainsi F- est le sous espace vectoriel de IR? engendré par ez = (1,—2,1) et F* est
de dimension 1.

r—2z=0

yt2: =0 donc v = (z,-2z,2) = z(1,-2,1).

(c) On sait que F@F+ = IR? et que pour tout vecteur v de IR?, la décomposition
v = v + vy avec v; € F et vy € FL est unique. Alors si p est la projection
orthogonale sur F', p(v) = v;.

Or By = {e1, ez} est une base de F, By = {e3} est une base de F* et
B = By UBy = {e1,ea,e3} est une base de IR? et tout vecteur v = (z,y,2) de R?
s’écrit de facon unique de la forme :
o
v = (z,y,2) = aey + Bes + es, I3 sont les coordonnées de v dans B et
Y
nécessairement
p(v) = v1 = aeg + Bea. Pour déterminer p il suffit donc de calculer « et 8 en fonction
de x , y et 2.
Or {v = (z,9y,2) = ae; + Bez + ves} <= {(z,y,2) = «(1,0,—1) + 5(0,1,2) +
T=a+7y
v(1,-2,1)},s0it ¢ y =L — 2y ,d’ofl{ gg:;ig;jy
z=—-a+20+7y

o= ¢(ba+2y—=z)

et

8= %(m +y+2).

On en déduit alors que

p(x,y,2) = §(52 + 2y — 2)e1 + §(x +y + 2)eg = (PTEHE Thyts —wtluiDr)

(d) On déduit de la question précédente que si P est la matrice de p dans la base

canonique :
1 5 2 -1
P=- 2 2 2
6
-1 2 5
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11.

(a)

()

Déterminons d’abord une base de F' :

{v=(z,y,2,t) e F} <= {v=(y—t,y,y +2t,t) = y(1,1,1,0) + t(—1,0,2,1) }.
Ainsi e; = (1,1,1,0) et eo = (—1,0,2,1) forment un systeme générateur de F. De
plus ces vecteurs sont indépendants (non proportionnels), ils forment donc une base
de F et F est de dimension 2.

{v=(2,y,2) € F} <= {v Lej et v L ey},

z+y+z=0

—r+2z24+t=0"

donc v = (z,—x — z,z,x — 2z) = z(1,-1,0,1) + 2(0, —1, 1, —2).

Ainsi F- est le sous espace vectoriel de IR? engendré par e3 = (1, —1,0,1) et
eq = (0,—1,1,—-2), F'* est de dimension 2.

{v=(z,y,2,t) € F+} <:>{

On sait que FP F+ = IR?* et que pour tout vecteur v de IR*, la décomposition
v = v + vy avec v € F et vy € FL est unique. Alors si p est la projection
orthogonale sur F', p(v) = v;.

Or By = {e1, ez} est une base de F, By = {e3,e4} est une base de F- et

B = By UBy = {e1,e2,e3,e4} est une base de IR? et tout vecteur v = (z,vy,2,t) de
IR* s’écrit de facon unique de la forme :

v=(z,y,2,t) = ae; + Pea + ves + dey, sont les coordonnées de v dans B et

2 » L

nécessairement p(v) = v1 = aey + fBes.
Pour déterminer p il suffit donc de calculer « et 8 en fonction de x , y, z et t.
Or {v = (x,y,2,t) = ae; + Bea + yes + dey} — {(z,y,2,t) = «(1,1,1,0) +

r=a—F+7v
B B B _ . y=a—y—94
B(=1,0,2,1) +(1,~1,0,1) +6(0,~L,1,=2)}, s0i6 ¢ ~_ L og s
y=rz—a+p
d=z—a—20

d’ou et o = & (Tx+6y+4z—t) et B = +(—do—y+52+3t).

3a+f=x+y+=z
a+68=—x+2z+t
On en déduit alors que

p(z,y, 2,t) = 1=(Tx + 6y + 4z — t)er + 75 (—4z — y + 52 + 3t)es

_ (1lae+Ty—2z—4t Tr+6y+4z—t —x+4y+142+5t —4r—y+52z+3t
p(CU,y, th) - ( 17 ’ 17 17 ’ 17 )

D’apres le cours w = p(v), donc w = (%, —%, %, 1—17)

12. Notons p la projection orthogonale sur F', d’apres le cours, w = p(X) ( ici on note

aussi X = (x1,x2,...,%,), de méme on notera e = (1,1,...,1)).
SiX=Vi+VoavecVi € Fet Vo€ Ft p(X)=1V.

Et puisque F =< e >, V] = ke, k € R.

Et si X = ke + Vo, X.e = k|le||? (en effet e.Vo = 0 puisque Vo €< e >1).



Lecon3 - correction des exercices

13.

14.

Or X.e=z1+x2+...2y et |le[* =n. Donc k = Bteztedin — X Ft

(a)

(b)

(a)

w=pX)=Xe=(X,X,...,X).

{v=(z,y,2) € i} <= {v=(v,y,20+y,—2x—y) =2(1,0,2,-2)+y(0,1,1,—1) }.
F est donc engendré par v; = (1,0,2,—2) et vo = (0,1,1,—1). Ces deux vecteurs
étant libres (non proportionnels) forment une base de Fj et dim F} = 2.

Notons v = (1,1,0,0) et vg = (0,1,1,0). det(v1,va, v3,v4) = —3 # 0. Donc

B = {v1,v9,v3,v4} est une base de IR* et pour tout vecteur v de IR, il existe a, 3,
v, et §, uniques tels que v = awvy + Bvs + yvg + dvg. Or Vi = avy + Buy € Fy et
Vo = ~yug + vy € F.

Cette décomposition est unique, d’ou

FEPF =R

Remarque : On peut ausi vérifier que Fy () F> = {(0,0,0,0)} mais c’est long.

1 2
pOp(ﬂ'J,y,Z,t) :p(p(CC,y,Z,t)) :p(g(m—y—i—z),—g(x—y—i—z) _t’ _t’t)a
pop(x,y,zt)=3(3@—y+2)+3(@—y+2)+t—t,
—2(x—y+2)—3(x—y+z)—2t+2t—3t,—3t31),

pop(z,y,z,t)=p(z,y,z2t),

et p est bien un projecteur.

D’apres le cours p est une projection sur Smp parallelement a ker p et

Smp @ ker p = IR*. 11 suffit donc de montrer que Smp = F} et kerp = F.

p(v1) = p(1,0,2,—-2) = (1,0,2,—2) = v; donc v; € Smp

p(v2) = p(0,1,1,—-1) = (0,1,1,—1) = vy donc v € Smp

p(vs) = p(1,1,0,0) = (0,0,0,0) donc vs € kerp

p(vg) = p(0,1,1,0) = (0,0,0,0) donc vy € ker p.

On en déduit donc que F; C Smp et Fo C kerp. Or dim F; = dim Fb = 2 et les
inclusions ne peuvent pas étre strictes sinon on aurait dim Smp + dimkerp > 4 et
c¢’est incompatible avec Smp @ kerp = IR,

On a bien Smp = F; et kerp = Fo.

i uqups=1—1—141=0donc uj L uy
ui.ug=1—14+1—1=0 donc uy L ug
urug =1+1—1—1=0donc uy L uy
us.ug =1+1—1—1=0 donc us L ug
us Uy =1 —1+1—1=0 donc ug L uy
ug.ug =1—1—141=0 donc uz L ug.
b contient 4 vecteurs de IR*, non nuls et deux & deux orthogonaux (c’est un
systeme libre d’apres le cours), c’est bien une base orthogonale.
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15.

(b)

i JJur] = V4 =2 = [Jug|| = [lus|| = [Juall.
Les vecteurs colonnes de A sont donc normés et deux a deux ortogonaux, A est
donc orthogonale.

iii. Puisque A est orthogonale, A~' = 'A = A, car A est symétrique.

Notons v1 = (2,1,0,1) et v = (1,0,1,0) les deux vecteurs qui engendrent FEj, ils
sont libres (non proportionnels) et forment une base de Fy, dim Fy = 2.

Notons v = (1,—2,—1,0) et vg = (0,—1,0,1) les deux vecteurs qui engendrent Es,
ils sont libres (non proportionnels) et forment une base de Fsy, dim Ey = 2.
v1.v3=2—-2=0¢et v1.v4 =—1+1=0. Donc v; est orthogonal a Fj.

9.3 =1—1=0 et v9.v4 = 0. Donc vy est orthogonal a FEj.

D’apres le cours £y 1 Es.

Ici le plus simple est de travailler dans la base ¢ = {vy,v9,v3,v4}. Si v a pour

T
coordonnées Zz/ dans ¢, p(v) = p(zv1 + yve + zv3 + tvg) = xp(vi) + yp(v2) +
t
1 0 00
. 01 00
zp(v3) + tp(vy) = xv1 + yvo et la matrice de p dans la base c est 00 0 0
00 0 O

Si on reprend l'exercice 10 F' a pour base (1,0,—1) et ((0,1,2), avec les notations

1 0
du cours, dans la base canonique X = 0 1|, X= ( (1) (1] _21 ) et IXX =
-1 2
2 -2 R , ' 115 2 .
9 5 | D’aprés la formule donnée : (*XX)™" = & 9 9 |- Et si P est la

matrice de p dans la base canonique :

1 0 5 2 -1
1 5 2 10 -1 1
_ t -1/t _ = _ -
P=X(XX)"('X) = ¢ _01; (22><01 2>_6 2 2

\]

Si on reprend l'exercice 11 F' a pour base (1,1,1,0) et ((—1,0,2,1), avec les notations
1 -1

2

du cours, dans la base canonique X = i 0 X = ( ! (1] ; (1) ) et
0 1

3 1
1 6
P est la matrice de p dans la base canonique :

XX = . D’apres la formule donnée : (*X X))t = L ( 61 _31 ) Et si

1 -1 1
1 1 0 6 —1 1 1 10 1 7

. t -1t - = 75
P=X(XX)"(X)=1-11 o <_1 3 ><_1 0 2 1) 17 -1
0 1 -4
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(¢) Sionreprend l'exercice 14 F a pour base (2,1,0,—1) et ((1,0,1,0), avec les notations
2 1 01

ty —

X = < 1010 ) ot

XX = (6 2 ) D’apres la formule donnée : (*XX)~! = 1( 2 _2> =

2
2
du cours, dans la base canonique X = (1)
1

O = O =

2 2 8\ -2 6

i ( 1 _31 ) Et si P est la matrice de p dans la base canonique :

-1
2 1 3 1 1 1
1 1 0 1 -1 2 1 0 1 1 1 1 -1 1
" gty L _1
P =X(XX) (X)_4 0 1 (-1 3)(1010) 411 -1 3 -1
1 0 1 1 -1 1
16. (a) {v=(2,y,2) € ker f} <= {[f(z,y,2) = (0,0,0)}
dr — 12y — 122 =0 v =32
{v=(2,y,2) €ker f} &= < y=0 .Soit{ :0 et
2 —6y—32=0 ¥y=

{v=(2,y,2) € ker f} <= {v=1(32,0,2) = 2(3,0,1)}.
Donc ker f =< (3,0,1) > et dimker f = 1. Notons u; = (3,0, 1).
Smf est engendré par les vecteurs colonnes de M : Smf =< (4,0,1),(—12,1,—6), (—12,0,—3) >.
Or ces trois derniers vecteurs sont liés car leur déterminant est nul (c’est prévisible car
par le théoreme des dimensions dim Smf = dimIR? — dimker f = 2). uy = (4,0,1)
et ug = (—12,1,—6) sont libres (non proportionnels) et forment une base de Imf.
(b) f étant une application linéaire, f sera un projecteur des que fo f = f.
La matrice de f o f dans la base canonique est

4 —12 —12 4 —12 —12 4 —12 —12
M2=10 1 0 0 1 0 =0 1 0 =M.
1 -6 -3 1 -6 -3 1 -6 -3

D’ou la résultat.

(c) D’apres le cours f est une projection sur Sm f parallelement a ker f. Donc Fy = Smf
et Fo = ker f.

(d) Bl = {ul}, BQ = {UQ,U3} et Bl UBQ = {ul,UQ,U3}.
f(u1) =(0,0,0) , f(u2) = ug et f(us) = us, f a donc pour matrice dans By |JBs :

oS O O
O = O
= o O

17. Soit F'* I'orthogonal de F.

Bi = {u1,ug,...,u,} est une base orthonormée de F, notons By une base orthonormée
de FL. Puisque FP F*+ = IR", B;|JBs = B est une base de IR™ et By contient n — r
vecteurs. Notons By = {u41,...,Un}.
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D’autre part puisque B; et By sont orthonormées et que F et F- sont orthogonaux, B est
une base orthonormée de IR".

1

Z2
Soit V un vecteur de IR" et . ses coordonnées dans B.

In

V =xu1 + ... 2% + Trp1Urg1 + ... + TpUn.

OrVi =x1u1 +...¢0ur € Fet Vo =2xp01Upq1 + ...+ Tpu, € FL, donc si Z est la
projection orthogonale de V sur F', Z =V} = zjuy + ... xpup = > g xiu;. Et

1ZIIP=>_af (1)
i=1

puisque Bj est orthonormée.

Or d’apres le cours (propriété 5) x; = Viu;. En effet Viu; = (zyug + xous + ...+ xp).u; et
puisque B est une base orthonormée u;.u; = 0si j # ¢ et 1 si 7 = j, donc en utilisant la
linéarité du produit scalaire, on obtient bien V.u; = x; et (1) s’écrit bien

r

1Z]1* = > _(Vous)?.

i=1



