Lecon 03 - Cours : Somme de sous-espaces
vectoriels - Produit scalaire - Projections

Objectif: Ce cours est un outil et un pré requis pour lesried et 6. Il aborde la notion de
somme directe de sous espaces vectoriels (impgrtamtia notion de réduction de matrices,
diagonalisation et forme réduite de Jordan). Natreduisons aussi la notion d'orthogonalité
(généralisation de celle qui a été vue en lycédeqirojection. Ces deux notions trouvent leur
application en Statistiques et y sont trés utiksée

Dans tout ce chapitre on considere un espace \&diode dimension finie n siR ouC. On
peut donc considérer qiie= R" ouE =Cn.

Ce chapitre est tres dense, les démonstratiors énoncés en petits caractéres peuvent étre
éventuellement laissés de coté bien qu'ils permettee meilleure compréhension du cours.
Par contre

les encadrés roses

et les définitions

sont a savoir.
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1. Somme de sous-espaces vectoriels — somme ditrect e — SOUS-
espaces supplémentaires

Définition 1 : Soit F, et i deux sous-espaces vectorielEdéd.'ensemble de tous les vecteurs
v de la forme y+ v, avec yF,; et wlF, est un sous espace vectoriel FEd€e sous-espace
F est appeléomme des sous-espaces-vectoridts et F, et on note :

F=h+R

On montre que F est le plus petit sous-espace rcamit€; 1 F,.

Exemple: Soit R et i deux sous-espaces vectorielSRtaléfinis par :

F, ={(x,y,0,0) ; XOR et IR} et F, ={(0,z,t,0) ; ZIR et IR}.

Déterminons F = FF,.

Par définition, F si et seulement si v = (x,y,0,0) + (0,z,t,0) 3yé%,t,0) avec x, y, z et t
réels quelconques. Donc F = {(x,y',t,0)0JR, YOR et IR} (on a posé y' = z+t et siz et t
prennent toutes les valeurs réelles possiblesisgia

Remarquons que F admet pour base<{¢€1,0,0,0) ; e= (0,1,0,0) , = (0,0,1,0)} et est de
dimension 3.

Définition 2 : On dit queF = F; + F, estune somme directesi la décomposition de tout
vecteur v de F sous la forme v vV, avec y[F; et wlF, estunique.
On note alors F =F F.

On note0 = (0,0,...,0) le vecteur nul de.

Théoréme 1 La somme F = I+ F, est directe si et seulement si
Flf)Fz = {0}

Démonstration : « Supposons gque la somme F £IF, soit directe.

SiviFnF, ,> appartient a la fois & Bt |, puisque ce sont des sous-espaces vectoriels, et

vV Vv . . ” e s : :
=5 t5=V +0. VOF et si %0, v a deux décompositions difféerentes syiifr,, ce qui contredit le

fait que la somme est directe. Donc nécessairemetet FnF, = {0}.

* Réciproquement supposons qye F, = {0}.

Si v admet deux décompositions st IF,, vV = \j+V, = Vi+V'5, alors \-v'; = V,-V's.

Or v, et v; appartiennent a;Flonc v-v,0F;. De méme »v',0F,.

Donc y-v'1= v,-V,0F N F, et v-v'; = v,-v', = 0. D'ou l'unicité de la décomposition et
F=ROF,.
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Exemple: Si on reprend I'exemple précédent, la somme pé&sstlirecte puisque
F.nF={(0,y',0,0) ; yOR} # {(0,0,0,0)}.

D'autre part, par exemple (1,1,1,0) = (1,1,0,09,8,4,0) = (1,0,0,0) + (0,1,1,0) et la
décomposition n'est pas unique surfb.

Par contre si maintenant, on consideyetd; = {(0,0,z,t) ; ZIR et IR, on vérifie aisément
gue la somme est directe et on a méRte= F ] F.

Ce qui nous amene a la définition suivante :

Définition 3 : Deux sous-espaces vectorielssdsont dits supplémentaires si et seulement si
E = F]_D Fz.

Dans la pratique pour montrer que deux sous-espeoriels sont supplémentaires,
on montre d'abord qUe = F+F, puis que nF, = {0}. Parfois il peut étre plus rapide de
montrer queout vecteur dd&e se compose dacon uniqueen la somme d'un vecteur dedt
d'un vecteur deJ-

Notons aussi qu'un sous-espace vectoiipeat avoir des supplémentaires différents
danskE.

D'autre part la définition de somme directe seégaise naturellementa 3,4, ..., p
sous-espaces vectorielsiEeMais le théoremé devient

Proposition 1 (peut étre sautée): Sj,i,, ... F, sont p sous-espaces vectoriel&dées propositions
suivantes sont équivalentes :

(Nlasomme F =+ F, + ... + F; est directe.

(Hoi=1,2,..,p, Fn(2F)={0

A

(i)oi=1,2, .., p1, z F) n Fuy={0}.
=1

*Attention, les conditions (ii) et (iii) sont beaucoup plastés que la condition
FinF,...nF, = {0} ou méme que la conditioni#j F, nF; = {0}.

Dimension d'une somme directedim(F,/7F,) = dimF; + dimF

SiB; est une base de et siB, est une base de,/B = B,/B, est une base de F F,.

En effet si WIF, v = v + v, se décompose de fagon unique sueti. Or vi(resp. ¥) se décompose
de facon unigue suB; (resp.B,). La décomposition de v sBrest donc unique. D'ou le résultat
puisque dimE= cardB,), dimF, = cardB,) et dimF = card§) = cardB,) + cardB,) (on a évidement
B,nB, =1 puisque FnF, = {0}).
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On peut aussi remarquer que :

1. L'égalité des dimensions précédente se générdissamme directe de plus de 2 sous-
espaces. La base d'une somme directe est la rédesdmases des sous-espaces vectoriels qui
constituent la somme directe.

2.Si F = RO R0 R0 F, par exemple, et &y est un systeme libre de, B, un systeme libre
de R, 23 un systeme libre de;EtZ, un systeme libre de,F=,[03,[155[13, est un systéme
libre de F.

Conséquence Ainsi si E = RO F,0 F30 F4, par exemple, il est intéressant de retenir que si
vi0Fy, vo0F,, valF; et wF, sont 4 vecteurs non nuls, ils sont indépendants.

Soit F, et F, deux sous espaces supplémentairds. d@onc pour tout ME, il existe OF; et
Vo0F, tels que v = y+ v, et cette décomposition astique.

On peut donc définir deux applications p et cegeljue :
p:E-E qgE - E
V- p(v)=w V- q(v) =%

Définition 4 : L'application p (resp. q) s'appellegeojection sur k (resp. k) parallelement a
F, (resp. k).

Proposition 2: p et q sont des applications linéairesklet kerp = i, kerq = F,
Imp = F, et Imqg = K. De plus pp = p (on note parfoisfau lieu de pp), g = q
(ou of = q) et p + q = Id (fonction identité qui & v faibrrespondre lui-méme).

Définition 5 et: On appelle projecteur d& toute application linéaire p dedansk vérifiant
P =p.

Proposition 3: Le projecteur p est alors la projection sur liparallelement a kerp.

Démonstration : Montrons d'abord que Imp et kerp sont des suppléites deE.
Soit IE, on peut écrire v = (v-p(v)) + p(v). Or évideme@)limp et d'autre part
p(v-p(v)) = p(v) - B(v) = 0 puisque P = p. Donc (v-p(v)lkerp et on a montré que = kerp + Imp.
Pour montrer que la somme est directe, il regi@aver que kerp Imp = {0}.

Soit VL kerpn Imp. viKerp donc p(v) 0, d'autre part MImp donc v peut s'écrire
v = p(vp). Or0 = p(v) = F(Vo) = p(W) = v puisque p= p. D'ol v =0 et la somme est bien directe.
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La décomposition de tout vecteur videsur kerp et Imp est donc unique et de la forme :
v = (v-p(v)) + p(v) et p se présente bien commeatdtprojection sur Imp parallélement a kerp

(v1=p(v) ety = v-p(v)).

2. Produit Scalaire

A partir de ce paragraphe, on considére R".

Définition 6 : On appellgroduit scalaire des vecteurs X = (¥,,...,X,) et
Y = (Y1,Y2-..,Yn) deR", I'expression : XY = <X,Y> = Xgy1 + Xo¥o + ... + XYn

On en déduit alors immédiatement les propriétésantes :

Propriétés 1 1- Le produit scalaire est une forme bilinéaire (% asvaleurs réelles et est
linéaire par rapport a chacun de ses arguments X)eAutrement dit :
X.YOR
<(A1X1 + /]2X2),Y> = A1<X1,Y> + A2<XZ,Y>
X.(/]1Y1+/]2Y2) = /11 XY]_ + /12X.Y2
2- <X, Y> = <Y, X> (Commutativité)
3-XX=0
4X.X = 0 si et seulement si X = (0,0,....,0) (nOxé

Définition 7 : Deux vecteurs X et Y sontthogonauxsi et seulement si leur produit scalaire
estnul. Onnote: (XIY) = (X.Y=0)

Proposition 4: Si S = {X , ..., X%} est un systéeme de vecteurs non nuls et orthogoaewx
a deux , S esibre.

Démonstration : Soit A1X1 + ... +ApX, une combinaison linéaire quelconque des vecteurs
de S. Supposons qigXy + ... +AX, =0.

Donc pourtouti=1, ... p: 0= A1 X1 + ... +ApXp) =Ai Xj. X .

Or Xj # 0 par hypothése et d'apres la proprigt¥; . X; # 0. D'ouA; = 0.

Ainsi tous les\j sont nuls et S est bien libre.

Définition 8 : Un vecteur X estrthogonal a un sous espace vectoriéldeR" si et
seulement si X est orthogonal a tout vecteur de F.

D'apres le résultat de " Avez-vous comfrison a :
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Propriété 2 :X est orthogonal a F si et seulement si X est gahal a tous les vecteurs d'une
base de F.

Définition 9 : Deux sous espaces vectorie]eFF, deR" sont desous-espaces vectoriels
orthogonaux si et seulement si tout vecteur deeBt orthogonal a tout vecteur de F

On a la caractérisation suivante de deux espazenels orthogonaux.

Propriété 3: Deux sous espaces vectorielsRlesont orthogonaux si et seulement si tous les
vecteurs d'une base de I'un est orthogonal a tesisécteurs d'une base de l'autre.

Démonstration : La condition est évidemment nécessaire, étamiéléa définition. Montrons qu'elle
est suffisante :

SoitB, ={ey, ... , g} et B, ={f,, ... , f;} deux bases de,fet F, telles que tout vecteur @ soit
orthogonal a tout vecteur @g.

Soit V; et V, des vecteurs quelconques deEF.

p q
V,0F; donc ; =2 x&, V,0F, donc \, =2 yf; . D’ol :
i=1 =1
P q
V.V, = (|:Zl xie,).(j:Zl yifi) .
Et puisque le produit scalaire est une forme hdlireé:

q p
V1.V, =2 2 xy;(e.f;) or par hypothése pour tout i et pour tout.f; ® 0 et donc Y.V, = 0.
=li=1

Théoréme 2 La somme de deux sous-espaces vectoriels omlaogaleR” est une somme
directe.

Démonstration : Soit ; et F, deux sous-espaces vectoriels orthogonauR "det soit \OF; N F,.
Puisque WF; et OF, et ROF,, donc Vv et <v,v> = 0.
D'apres la propriété 4., v =0 et la somme de,fet F; est directe.

Conséquence SiR" est la somme de 2 sous-espaces vectoriels orthogpoes sous
espaces sont supplémentaires.

Définitions 10 et proposition 5: Soit F un sous-espace vectorielRle I'ensemble de tous les
vecteurs d®R" orthogonaux a F s'appellerthogonal de Fet se note F C'est un sous-
espace vectoriel supplémentaire dRF= F FT.

La projection orthogonale sur Fest la projection sur F parallélementa F

Montrer que Fest un sous-espace vectoriel et que la sommerestalne présente pas de
difficulté. La seule difficulté ici consiste & pneer queR" = F + F. Nous admettrons le résultat (la
démonstration utilise ce qui suit).
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Si X est la matrice colonne des coordonnées denx Fabase canonique et Y celle de

Y1
Y XY =05...%) - | =XY
Yn
l v
vecteur X matrice colonne Y

(‘A désignant la matrice transposée de A, c'esteicdite qui est obtenue a partir de A en
échangeant les lignes et les colonnes).

Définitions 11: 1- On appellenorme euclidienned'un vecteur d&, I'expression

n
X . X =4 /_lei2 , hotée [|X]|.
1=

2- Unebase orthonorméedeE est une base formée de vecteurs deux a deux
orthogonaux et de norme 1 (on dit aussimés ou unitaires).

Propriétés 4
1) v=0 < ||v]|=0.
2) AV II=[AIVI]-
_ v o . R
3) Sivz0, m est un vecteur unitaire proportionnel a v.

4) Théoréme de Pythagore : SiAw, || v+ w [E= || v [|2 + || w |2

Les propriétéd-1) a4-3) sont immédiates (a démontrer en exercices).
La propriété4-3) peut étre tres utile pour les exercices.

Démontrons4-4):

Etant donné la définition de la norme et les petgs de linéarité du produit scalaire :
||v+WH:<v+W,v+W>:<v,v>+<v,W> +<Ww>+H<w,w> ;
et|[v+wf=|lvRB+]| wh (en effet, v et w étant orthogonaux, <v,w >)=0

Remarqgue: La base canonique est une base orthonorméecmaisst pas la seule et on a
méme le théoreme suivant :

Théoréme 3 A partir de p vecteurs de" (1 <p < n) de norme 1 et orthogonaux deux a
deux, il est toujours possible de construire ungebarthonormée de" contenant ces
vecteurs.
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Proprieté 5 Si X = (x, ..., %) et Y = (Y, ..., ¥) ont pour coordonnégs | et dans

an by
une base orthonorméd= {u, W, ..., W} quelconque,

n n n n
X-Y?Zlabi =2 X IIXIF=_Zla2=_Zl>q2 et a=X.uy
1= 1= 1= i=

En effet,

<X,Y>= <§l au; ';:% by > :éé abj<y,y> :é ab; puisqueB est orthonormée et donc que <u
u>=0si#et<y,y>=1.

D'autre part<X,iu>=<j:£1quj, ui>=j:§1q<uj ,u>=4a.

Ce résultat simple montre la commodité de telleebaEt quand ce sera possible, on tachera
de se ramener a des bases orthonormées (la basequenl'est et c'est la plus simple!).
D'autre part les matrices de passage d'une bdsmormée a une autre base orthonormée ont
des propriétés trés intéressantes comme nous &g ci-apres.

Définition 12 : Une matrice est appelé®atrice orthogonalesi c'est la matrice de passage
d'une base orthonormée vers une autre base orthéaor

Propriétés 6 1- (M est orthogonale)> (‘M = M-1)
2 - Si M est orthogonale détM =1 ou -1
3- Si M et N sont orthogonales alors MN l'est aussi.

Attention : Les réciproques d2et3 sont fausses.

Démonstration : Si M est orthogonale les vecteurs colonnedé/M sont unitaires et deux a
deux orthogonaux. Or $¥M = (&),

a; = V,V; donc @ = 0 si #j et g = 1. D’'o0'MM = I, (matrice identité d'ordre n) et

‘™M =ML,

Réciproquement $i = M-, les vecteurs colonnes ¥e M vérifientV;V; = 0 si #j et V,V; =
1, ils forment donc une base orthonormée et M lsbgonale.

D'autre part, puisque dét= détM, 1 = dét| = dét(M.M) = dét('M.)détM = (détM} d'aprés
ce qui précede. D'ou dét(M) =1 ou -1.

De plus si M et N sont orthogonal&®IN) = 'N'M = N-IM-1 = (MN)-L et MN est orthogonale.
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Le paragraphe suivant est tres utile pour less3igies et 'Econométrie.

Théoréme 4 F est un sous-espace vectorielRieet p la projection orthogonale sur F. Soit v
un vecteur donné de", parmi tous les vecteurs/iw, seul p(v) réalise le minimum de
IV -wl:

min{|v-w|=[v-pM) Il

wlF

Autrement dit si I'on considere la fonction défidi@ns F et qui a tout vecteurw fait
correspondre ||v - w||, sa distance a v, cettdifonatteint son minimum en p(v). Cela peut
s'interpréter en disant que p(v) est le vecteu¥ tle plus proche" de v. On peut aussi dire que

. . . N .
la "meilleure approximatioti de v par un vecteur de F ast= p(v) ; "meilleure

. . . N . A
approximation” voulant dire que - v (erreur faite en remplacant v pai) est de norme
minimum.

Démonstration: Par définition de p,

v=p(v) +(v-p(v)) avec p(gF et (v - p(v)PF".

OWOF, J|v-wR=|v-p() + p(v) -wi] Or (v - p(v)IF" et (p(v) - w)JF, ce sont donc des vecteurs
orthogonaux et d'apres le théoréme de Pythagore :

flv-wRB=]|v-pv)R+] p(v)-wHf vestdonné etiF, donc || v - wilest minimum pour

|| p(v) - w R= 0, soit w = p(v).

DansRZ2
w
v —p(v)
F g
plw)
DansR3
W
v —p(v)
g p(v)
F
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D'apres le théoreme de Pythagore, v - p(v) (veaed¥) et p(v) (vecteur de F) étant
orthogonaux,

v F=1lv-pM)+pMFH=1lv-pMV) A+l pv) R
D'ou 1 :”V—l_l\iﬂ%m+“-|%¥#ﬁetsi F@zu-lf—\(/!ﬁﬁﬂs R°<1.

Si on se reporte aux dessins précéderits, ¢d<H.

Etplus B = ”Tﬁ)_\(/yﬁZLE = cog(v,p(v)) est proche de 1, plus || v - p(d)dbt proche de 0 et

meilleure est I'approximation de v par p(v).

En économétrie, on a aussi besoin du résultat isuiva

Théoréme 5(ou théoreme des 3 perpendiculaires) : SoientHr éés sous-espaces vectorie

tels que k soit inclus dans F ¢! F). Si p (respectivement)pest la projection orthogonale
sur F (respectivement sup)Fona: [OvOR"  pu(v) = pu(p(v)).

Autrement dit, dans la mesure ofl L H-, projeter orthogonalement sur F puis syrévient a
projeter orthogonalement directement sur F

On a dan®R3, le dessin suivant (ici;Fest une droite incluse dans le plan F) :

w

F, \_ 1(7)

] 7R .

plw)

Proposition 6: Si F et i sont deux sous-espaces vectoriels tels gue-Falors F F,°.

Démonstration de la proposition: Si VOFH et wiF; alors wiF (car RO F ) et wiv
donc VIF". On a donc bien¥ F.

Démontrons alors le théoréme.

v=p() + (v-p(v)) avec p(WF et (v-p(v)IF-. Or d'apres la proposition précédente,
F°0O FPdonc (v - p(v)oF;~.

D'autre part, en projetant p(v) sur:F
p(v) = pi(P(V)) + (P(V) - p(P(V))) avec p(p(v))DF. et (p(v) - R(P(V)))IF,” . En remplacant dans la
premiere égalité on a :
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vV=[pp(v)) + (p(V) - A(P(V))) ] + (V - P(V))

v=p(p(v)) + [ (P(V) - p(P(v)) + (v-p(V) ] (1)

avec [ (p(v) - p(p(v))) + (v - p(v)) IF;" (puisque c'est la somme de deux vecteurs,deguit est un
sous-espace vectoriel) et par définitiq(pgv)) appartient a

De plus, la projection de v sug Bonne : v = gVv) + (v - pi(v)) (2).

Or la décomposition de v sug Et R est uniqgue R" est somme directe de &t RY). Donc en
comparant (1) et (2), on obtient(p) = p(p(V)).

Voici un autre résultad savoiret qui peut s’avérdres utile en Econométrie et en
Statistiques. Nous ne le démontrerons pas carestaotions du chapitre suivant sont
nécessaires.

Proposition 7 :Soit F un sous-espace vectorielRlede base B={vi1, ... , y}. Notons X la
matrice dont les colonnes sont les coordonnéesedsurs de Bdans une base B. Alors la
matrice de la projection orthogonale sur F danssB :eX{XX)*(*X).

Lecon3-Mathématiques3 35



Exercices

Exercice 1 -Soit F, le sous espace vectoriel B& engendré par les vecteurs=(2,1,0)
Vo =(-1,0,1) etw = (4,1,-2).

1) Déterminer une base et la dimension deéEErire la forme générale d'un vecteur de
Fl-

2) Soit b = {(0,a+b,-b) , &R et KIR }. Montrer que k est un sous espace vectoriel
deR3 dont on donnera la dimension et une base.

3) Donner une base et la dimension gef> et R+F,. La somme F+F, est-elle
directe?

Exercice 2 -Soit F, et F, les sous-espaces vectorielsRieengendrés respectivement par les
familles {u;, W, W} et {v4, vo} ou :
u=(1,042),u=(1,2,3,1) ety=(1,-2,5,3)
vi=(4,2,0,1) ety=(1,4,2,1)
1) Déterminer la dimension et une base des espaets>.
2) Montrer que Fet F, sont supplémentaires daR$

3 - Déterminer I'application linéaire qui proje®8 dans le plan engendré par
V,=(-1,0,1) et ¥=(0,1,0) paralléelement a Y = (1,0,1).

Exercice 4 -Déterminer le produit scalaire dg ¥t V. ainsi que ||| et [|\4|| dans les cas
suivants :

1) V1 = (-13/3 ,1,-2) et ¥=(1,2,3\/3)
2) V1 = (1,-2,-1) et Y= (112 ,4/2)

Exercice 5 -On considére les vecteurs @ésuivants : y=(1,-1,1) ety=(-1,0,1).

1) Démontrer que ces vecteurs sont orthogonaux-iodépendants ?

2) Déterminer un vecteug tel que {v,V,,v3} soit une base orthogonale Bé puis
exprimer w = (1,0,0) dans cette base.

Exercice 6 -Soient v = (1,0,-1) et F le sous-espace vectoa®dorthogonal a v (c'est a dire
I'ensemble des vecteurs orthogonaux a v). Qudllea eémension de F ? Déterminer F.

Exercice 7 -Soit v; = (1,-1,1,1) et ¥=(0,1,0,1). Montrer que;\et w sont orthogonaux et
déterminer le sous-espace vectoriel orthogonabas sspace vectoriel engendré pagtw..

Exercice 8 -Soit v, = (1/2,\/5 14,3/4,-1/4). Déterminer une base orthonorméR“dmntenant
V1.
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2 2-1
. 1 :
Exercice 9 -Montrer que M = 2 -1 2 | estune matrice orthogonale.
12 2

Exercice 10 -Soit F = {(x,y,z)JR3;x -2y +z =0} .

1) Donner une base de F.

2) Déterminer le sous-espace vectorieRd®rthogonal a F.
3) Déterminer la projection orthogonale p sur Eqica dire la projection sur F parallélement
au sous espace orthogonal a F) sans utiliser leadl@ésultat du cours (on demande
d’exprimer p(v) = p(X,y,z) en fonction des coordéas x, y et z d’'un vecteur v quelconque de
R3).
4) Donner la matrice de p dans la base canoniqs,dgans utiliser le dernier résultat du
cours.
5) Soit v = (-1,0,-1). Trouver le vecteur w de K gpproxime le mieux v, au sens ou ||v — w||
est minimale.

Exercice 11 1) Déterminer le sous-espace vectorieRd@rthogonal a F tel que :
F={(xy,z,t)OR*; x = y-tet z = y+2t} .

2) Déterminer la projection orthogonale sur F cgpmndante sans utiliser le dernier résultat

du cours.

3) Soit v =(1,2,-1,3). Trouver le vecteur w delkt gpproxime le mieux v, au sens ou ||v — w||

est minimale.

Exercice 12 -On se place darR" muni de sa base canonique.

1 X1
: 1 X2 . .
Soite = et X . Déterminer le vecteur w de F = < e > qui
1 Xn

approxime le mieux X, au sens ou ||X — w|| est mméte.

Exercice 13 -Soit F, le sous-espace vectoriel Bé défini par :
{xy,zt);2x+y=2z et z+1t=0}.

1) Donner une base de puis sa dimension.

2) Soit , =< (1,1,0,0), (0,1,1,0) > . Montrer que ¢t F, sont supplémentaires.

. -y+z -2x+2y-2z-3t .
3) Soit p(x,y,z,t):)é )?/’ Z, X 3),/ z , -t , t). Montrer que p est un projecteur.

Montrer que p est la projection sur fparallelement a4
(On n'utilisera pas le dernier résultat du cours).
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Exercice 14 -Soient A = ,w=(1111),w=(1,-1,-1,1) ,9=(1,-1,1,-1)

111
-:1-11
-11-1

1-1

N

etw=(1,1,-1,-1).
1) a)Montrer quéd = {u,, Wb, W, Ug} est une base orthogonale @é
b) Calculer la norme de chacun des vecteutsateen déduire que A est orthogonale.
c) Calculer AL
2) Soit & le sous-espace vectoriel engendré par (2,1,0(1)@&f,0) (k& est en fait le sous-
espace propre de A relatif a la valeur propre Epdé sous-espace vectoriel engendré par (1,-
2,-1,0) et (0,-1,0,1) (Eest le sous-espace propre de A relatif a la vadeapre -1). Eet B
sont-ils orthogonaux ?
Expliciter, dans une base que l'on précisera ef'gnehoisira la plus simple possible, la
projection de p sur fparallelement a Hon demande p(v) en fonction des coordonnées
X
y
z
t
sans utiliser le dernier résultat du cours).

de v (vecteur quelconque Bé) dans la base choisie et la matrice de p dans bate

Exercice 15 -Reprendre les exercic&§, 11 et14 et déterminer les matrices des projections
dans la base canonique en utilisant le dernieltedsiu cours.
ab 1

d-b
. 4 1_
On rappelle que si P Ec d) avec déteo, P~ = détP(-c a) :

4-12 -12

Exercice 16 -Soit M :{O 1 0 J la matrice d'une application linéaire f@&dans R®
1-6 -3

dans la base canonique.

1. Déterminer une base de kerf et une base de Imf.

2. Montrer que f est un projecteur.

3. Déterminer E et B tels que f soit une projection suf garallelement a £

4. Soit B, et Bdes bases respectives decEE. Donner la matrice de f dans[BB..

Exercice 17 - Soit F un sous-espace vectorielRleadmettant une base orthonormée
B:1={u1, w, ..., u} (bien sdr r< n). Montrer que si Z est la projection orthogoradeV sur

Falors ||Zfl=Z <V, u >%.
j=1

Indication : Construire une base orthonorméeRfecontenanB; et une base orthonormBe de
=
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