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Correction des exercices de la lecon 2 :
Déterminants et applications

1 4
LodetA=| , ,[=2-12=-10
05
detB—| 41 =-20
det(A+B)=| L 21 =3_63=—60
¢ 7 3|7 -

det(AB) = det A x det B = 200

det(A2) = (det A)%? = 100

det(B?) = (det B)? = 400

det(A + B)? = (det(A + B))? = 3600

2. On remarque que la derniere ligne est une combinaison linéaire des 3 autres en effet :
Ly=1L1+0.1Ly+0.01L3. Donc A = 0.

3. D=

Q Q 9 2
> o o Q
o o0 o9
QL o o

L Q=
[SaEES NS T
o 0 o
QU O o=

a

En faisant les transformations suivantes Cy — Cq, Cy — Cy — Cy, C3 — C3 — (9,
Cy — C4 — (3, on obtient

1 0 0 0
D — a b—a 0 0 = a(b —a)(c — b)(d — ¢) (déterminant d’une matri
T b—a c—b 0 - ane ¢ e * .

a b—a c—b d—c

triangulaire).
1 a a®
4. Dy={1 b V?
1 ¢ ¢
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En faisant les transformations suivantes : L1y — Ly, Lo — Ly — L1, L3 — L3 — L1, on
1 a a®
obtient Do =| 0 b—a b>—a? |. Et en développant suivant la premiere colonne :
0 c—a ?—a?
b—a (b—a)(b+a)

D2 = c—a (c—a)(c+a) |:(b—a)(c—a)

1 b+a

| cta =(b—-a)(c—a)(c—0)

1 a a® o
1 b v v . . :
D3 = L e 2 81 En faisant les transformations suivantes,
1 d & &
L1 — Ll, L2 — L2 — Ll, L3 — L3 — Ll, L4 — L4 — Ll, on obtient
1 a a® a’
b— 2 b —a? . .
D3 = 0 @ b2 @ 3 a3 . En développant suivant la premiere colonne et en

2
0 c—a c*—a®> -a
0 d—a d>—a®> & —-a®
mettant en facteur (b—a) dans la premiére ligne, (c —a) dans la deuxieme ligne et (d — a)
1 b+a b*+ab+ad?
dans la troisicme ligne, on obtient D3 = (b —a)(c —a)(d—a)| 1 c+a c®+ca+a®
1 d+a d*+ad+ad®
En faisant les transformations suivantes, Ly — Ly, Ly — Lo — Ly, L3 — L3 — L1, on
1 b+a b +ab+a?
obtient D3 = (b—a)(c—a)(d—a)| 0 c¢—b ¢+ ca—ab—b* |. En développant suivant
0 d—b d*+ad—ab—V?
la premiére colonne et en mettant en facteur (¢ — b) dans la premiere ligne et (d —b) dans
1 a+b+c

1 atbt+d |

la deuxieme ligne, on obtient D3 = (b — a)(c — a)(d — a)(c — b)(d — b) ‘

D3 = (b—a)(c—a)(d—a)(c—b)(d—0b)(d—c).

5. Dans Ay, si on fait les transformations suivantes,
L4 — L4 — Lg, L3 — L3 — LQ, L2 — L2 — Ll, L1 — Ll, on obtient

a a+2 a+4 a—+6
|0 a 2a+2 3a+6 , . .
Ay = 0 a 3a+2 6a+8 | En développant suivant la premiere colonne

0 a 4a + 2 10a + 10

a 2a+2 3a+6
Ay=al a 3a+2 6a-+8 |. Sion fait les transformations suivantes,
a 4a+2 10a+ 10

a a+2 a+4
Cg—>03—02, Cg—)CQ—Cl, Cl—>C1,onobtientA4:a a 2a+2 3a+6

a 3a+2 6a+38
D’OﬁA4:aA3.

Dans Ag, si on fait les transformations suivantes, Ly — Lo, Lo — Lo — L1, L1 — L1, on
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a a+2 a+4
obtient A3 = | 0 a 2a 4+ 2 |, et en développant suivant la premiere colonne, on a
0 a 3a + 2
a 2a+2

Az = a 3a+2

on obtient Ag = aAs.
Or Ay = a((2a +2) —a(a+2)) = a% Dot Ag = a3 et Ay = a’.

6. Sion met a; en facteur dans la premiere ligne, as dans la deuxieme, ..., a,, dans la derniere
by be . . b,
by b2 . . by

ligne, on obtient A = a1as...ay, = 0 (les lignes sont égales).
by by . . by
7. Si on fait les transformatins suivantes,

L1 — Ll, L2 — L2 —Ll, L3 — L3 — Ll, L4 — L4 — Ll, on obtient

1 1 1 1
A= (1) Z_—21 _02 _Z_; ! , et en développant suivant la deuxieme colonne,
0 —-2¢ 0 21
i—1 -2 —i—1
A=| =2 0 —2 . En développant suivant la deuxiéme colonne,
-2i 0 24
-2 =2
—21 2% 6

. Si on fait les transformations suivantes, C; — C, Cy — Cy — (1,

8. Si on fait les transformations suivantes, L, — L, — Lyp_1, Lpn_1 —> Ly 1 — Lp_o, ...

Ly — Lo — L1, L1 — L1, on obtient

a1 ao as Qnp
0 (a1 —az) (az—a3) (an—-1—an)
D, = 0 0 (a1 = az) (@n—2 = an1) | _ ai(a; — ag)" !
0 0 0 (a1 — az)
(le déterminant est triangulaire).
9. En développant D suivant la premiere colonne, on a
T 0 0 0 ap—-1 Ap—2 AaAp—-3 . . ap
-1 =z 0 0 -1 x o . . 0
Dy = ay, 0 -1 =z 0 0 -1 z . . 0
0 O -1 =z 0 0 -1 =z
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10.

11.

12.

Si Dy = Ay, le deuxieme déterminant de la précédente égalité s’écrit A,_1.

Ainsi Dy = Ay, = apxz™ + A,_1. En itérant la derniere relation de récurrence, on obtient
-1
Ap1=ap 12" +Ap2,..., Do=a1x+ A1, Ay = ap.

Donc Dy = apx™ + ap_12" 1 4+ ... + a1z + ag.

Si on fait les transformations suivantes,

Ln — Ln — Lnfl, Ln,1 — Ln,1 — Ln,Q, Cea L2 — L2 — Ll, L1 — Ll, en utilisant
la relation
Ch—Chy =0l

(donc C} 4 —CL =C}, Cf,y — C; = C}, ...) on obtient

1 c: .. oyt
0o CY oy op?
0 1 n—2
Dy = 0 Cip Chrn - - G . En développant suivant la premiere colonne
. o
0 Clg—l—n—Z Cli—l—n—? o CI?—HL—Q
1 ..o
-2
1 CliJrl SR O
et en utilisant C0 = 1,ona Dy = | . . .o . . C’est le méme déterminant
. : - B
1 C%+nf2 s CI?Jran
que Dj, mais au rang inférieur (n — n — 1).
& : N I S @/ _l 0
En itérant on obtient Dy = 1 =C, —Cr 1 =Cp=1
1 Cry
1 -1 8 9 1 -1 4 8
. . o 12 3 -2 3 2 3 10 -2
En développant suivant la derniere ligne, D = 0 0 -1 0 +6 00 1 -1
0 0 -3 1 0 0 2 -3

En développant le premier déterminant suivant la troisieme ligne et le deuxiéme suivant
la derniere :

1 -1 9 1 -1 8 1 -1 4
D=-4]2 3 3[+46(-2)2 3 -2[46(-3)]2 3 10

0 0 1 0 0 -1 0 0 1
En développant chaque déterminant suivant leur derniere ligne :

1 —1 1 —1 1 -1 1 -1
D=-4 5 3 +12 9 3 — 18 5 3 =-10 5 3 = —50.

1 3 1

Le déterminant du systeme est | 2 —6 1 | =129 # 0. C’est donc un systéeme de Cramer

4 9 7
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qui admet une unique solution de la forme

9 3 1 1 9 1 1 3 9
1 -6 1 21 11 1 2 —6 11
3839 7 4 38 7 4 9 38
x = y = z= ,
129 129 129
_ 323 9 15
T= e Y= 150 0 AT g3
MA+y+z=1
13. x+Ay+z=1 . Le déterminant du systeme est
c4+y+rz=1

Alo1
Dy=|1 X 1|=X=-30+2=Q0-1D\2+1-2)=A-1)>2A+2).
11 A

e SiA#1etA# —2, le systeme est un systeme de Cramer qui a une solution unique
donnée par

Al
11
11

A 1
1 1
1 1

[ [N NP

1 1
1 1
A A

z
n +

0+2) YT OC20+2) T 12t 2)

(A —1)2 1
A=12\+2) Ax+2

T = Y=z

e Si A = 1, ce n’est plus un systeme de Cramer et il y a une infinité de solution de la
forme {((z,y,2) € R*z+y+2=1}.

2 +y+z=1 (1)

e Si A= -2 lesystéme s’écrit ¢ z—2y+2z=1 (2) . (1) + (2) + (3) donne 0 = 3 et
r+y—2z=1 (3)

le systeme n’a donc pas de solution.

2 3 -1 1 0o -1 -7 -7
. . . 1 2 3 4 1 2 3 4
14. Le déterminant du systeme est D = 4 -1 9 6 | =10 —9 —10 —10|=
-1 4 5 =3 0 6 8 1
1 7 7
-9 —10 —-10 | = =371 # 0. C’est donc un systeme de Cramer qui a une unique
6 8 1
solution de la forme
13 3 -1 1 2 13 -1 1 2 3 13 1
26 2 3 4 1 26 3 4 1 2 26 4
8 -1 2 6 4 18 2 6 4 -1 18 6
24 4 5 -3 -1 24 5 -3 -1 4 24 -3
o —371 ’e —371 = 371
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15.

16.

2 3 -1 13
1 2 3 26
4 -1 2 18
-1 4 5 24

b= —371 ’

Ici on observe une permutation circulaire des coefficients et en sommant les 4 équations
on obtient : z+y+ 2+t =2.

D’autre part en soustrayant la quatrieme équation de la deuxieme, on obtient :
r—y—z+1t=0.

L) @+t +(y+2)=2
SO“{ (x+t)—(y+2)=0

Donct=1—zet z=1-—y et le systeme s’écrit

etx+t=y+z=1

t=1—-=x
z=1—y N . L L,
Srty—d D’ou les solutions : x =1 =y et z=1¢t=0.
r—y=20
11 1 -1
11 1 -1 N . .
D(0) = 00 -4 0 |= 0 (les deux premieres lignes sont égales).
00 1 -1
1 2 1 -1
00 1 -1 s .
D(1) = 00 -3 1 |7 0 (les deux premieres colonnes sont proportionnelles).
00 1 -1
1 3 1 -1
-1 -1 1 -1 . ,
D(2) = 0 0 -2 9 |7 0 (les deux dernieres colonnes sont opposées).
0 O 1 -1

En développant D(z) suivant la premiere colonne,

1—=2 1 -1 r+1 1 -1
D(z) = 0 z—4 =z |+(x-1)| 0 =z—-4 =z
0 1 -1 0 1 -1

Dxz)=1-2)4—-22)+(x—1)(x+1)(—(x —4) — x)
Diz)=1-2)4—-22)1—(x+1)) =2z(x—1)(x —2)

(on retrouve que D s’annule en 0, 1 et 2).
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2r4+y—2z=1
17. (I){ z+my+z=1 . Le déterminant de (I) est
3r+y+mz=2

2 1 -1 0 1 -1 0 0 -1
D,y,=11 m 1 |= 3 m 1 |= 3 m+1 1
3 1 m 34+42m 1 m 34+2m m+1 m
3 m+1
Do _‘3+2m mt1 |~ 2mim+l)

eSim#0etm#—1, Dy, #0 et (I) est un systéeme de Cramer qui admet pour unique

solution
1 1 -1 1 -1 2 1 1
1 m 1 1 1 1 1 m 1
2 1 m 2 m 3 1 2
T = Yy=-—- 2= ,
2m(m +1) 2m(m +1) 2m(m + 1)
1 1 1
€r = — = z = .
2 YT om0 2(m + 1)
2r4+y—z=1 2r4+y—z=1
e Sim =0, (I) devient { z+z=1 soit ¢ z=1—2 . Orsiz=1—xet
3z +y=2 y=2-—3z

y=2-—3x,2x+y—z=1 est vérifiée et (I) s’écrit { ) =
Les solutions sont de la forme {(z,2 —3z,1 —z) , x € R}, il y en a une infinité.

2r+y—2z=1 (1)
eSim=—1,(I)devient { z—y+z=1 (2)
3r+y—z=2 (3)

(3) — (2) donne z =1 et (1) + (2) donne x = 3/2.

C’est impossible et (1) n’a pas de solution.

(4—m) 7 -1
18. Si Dy, est le déterminant du systeme D,,, = -3 (=6 —m) 1
-3 —4 (—1—m)

Dp=-m3—m?2+4=—(m—1)(m+2)?

eSim=#1etm=# -2 Dy # 0 et le systeme est un systéeme de Cramer qui admet pour
unique solution

-1 7 -1 (4-—m) 1 -1 (4—m) 7
1 (—=6—m) 1 -3 1 1 -3 (=6—m)
B 4 (=1-m)| | =3 1 (-1-m)| | -3 —4
= “m—1)(m 1 2)2 Y T T Dm 2?2 T Ztm—1D)(m+2)y
B 1 B 1 B 1
Ty YT T2 Tmt2
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e Sim =1, le systéme devient

D’ou {

Le systeme a donc une infinité de

y==2
— 1 -
r=-3z—3

e Sim = —2, le systeme s’écrit
D’ou { reEY
z=1+y

3 +Ty—z=-1
—3x—Ty+z=1 |, soit
—3xr—4y—2z=1

3x+Ty—z=-1
—3r—4y—22=1"

{

solutions de la forme {(—3z

{

—%,z,z), z € R}.
6z 4+ 7y —z=—1
—3rx—4y+z2=1 | soit
3z —4dy+z=1

3x+Ty—z=-1
Br—4dy+z=1"

Le systéme a donc une infinité de solutions de la forme {(—y,y,1+y) , y € R}.



