Lecon 02 - Cours : Déterminants et
applications

Objectif: On a vu dans le cours de L2 combien il est impodarsavoir si une matrice est
inversible, si des vecteurs sont liés ou non, syateme d'équations linéaires a une solution
unique ou pas ...

Aussi il est intéressant d'associer a un systeamewkcteurs d'un espace vectoriel de
dimension n ou ce qui revient au méme a une matao@e d'ordre n, un nombre qui sera nul
si et seulement si ces n vecteurs sont liés oussldement si la matrice de ces vecteurs est de
rang différent de n (strictement inférieur a n)sbet seulement si cette matrice n'est pas
inversible.

Ce nombre est le déterminant de ce systéme ourdattéce associée relativement a une base
donnée.

Dans ce cours a été volontairement omis toutatiaepthéorique et fastidieuse, on
s'attachera cependant a bien connaitre les prépri&ts déterminants et a savoir les utiliser
dans les exercices et les applications.

1. Déterminant

Dans tout ce chapitre, on considére un espaceneadiode dimension n sur un corfis(R
ou C). On peut donc considérer gde= R" ouE =Cn,

SoitB ={ey, &, ..., 6} la base canonique de=K"(R" ouCh)
(e.=(1,0,...,0), ..., = (0, ...,0, 1))

On appelledéterminant d'ordre n une application qui a n vecteursy (W5, ...., Vi) deE
fait correspondre un réel noté dét(Vo, ...., V;). Cette application est telle que d¢t@, ...,
e, = 1 et vérifie

dét(Vi, Vo, ...., V) =0 sietseulementsi {yV,, ...., i} est lié.

dét(\Vy,V,,...,V,) est appelééterminant des vecteurs/y, Vs,..., V.
On admettra l'existence et l'unicité d'une telle énction.

X11 X12 + Xin
. } X21 X22 « Xon . o N
D'autre part on notera dét{(V»,...,V,) = , OU % designe lafme
Xn1 Xn2 -+ Xnn
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coordonnée de \dansB.

Les colonnes du déterminant sont donc les matciclesines des coordonnées desiahsB.

Si A est la matrice (3, on notera déet(A) au lieu de def(V.. , V,).

Et puisqu'une matrice carrée est inversible seatement si ses vecteurs colonnes sont
indépendants :

lUne matrice carrée A est inversible si et seuleraedét(A) Q

Un déterminant a toujours autant de lignes que deatonnes.
On admettra la propriété suivante :

SitA est la matrice transposée de A (matrice donlige®s sont les colonnes de A) :
déttA) = dét(A).

On peut donc échanger le réle des colonnes ataetuignes. Ce qui explique les
parenthéses ci-dessous.

Le déterminant de n vecteurs a les propriétesastes :

*|| est linéaire par rapport a chaque colonne (claque ligne).

dét(Va, -, AVi+ LW, .., Vi) = A dét(VA, .., Vi, .. Vi) + 1 d&t(VA, W, ..,V

*|I change de signe si on échange 2 colonnes (gn2s).

AL(VL, .oy Viy ooy Vo0 Ve) = - A6L(M, ..y Vi, ooy Vi, V)

*| est inchangé si on ajoute a une colonne (régme) une combinaison linéaire des
autres.

A6t(Va, oo, Vi Vo) = dEt(VE, ., Vi 42 AV, V)

j#i

*|I est nul s’il a une colonne (ou une ligne) raubbu s'il a 2 colonnes (ou 2 lignes)
identiques ou si I'une est une combinaison linédee autres.
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Exemple :

21 4 -4 21 4 -2
-1-15 6 -1-15 3 - X
1) 392 .392 =2 392 .31 (en utilisant la ¥®propriété et en mettant 2 en facteur
20 0 10 10 200 10 5
dans la 4" colonne)
2 14 -4 2 1 4 -2 214-2
-1-15 6 -1-15 3 -1-15 3
32 .39 =2 39231 =10 3231 (en mettant 5 en facteur dans la
20 0 10 10 200010 5 4021
4°™ligne).
21 4-2 12 4-2
-1-15 3 -1-15 3 ) . .
2) 3231112331 (on a échangé ld'Tet la 2™ colonne)
4021 0421
21 4-2 12 4-2 0421
-1-15 3 -1-15 3 -1-15 3 ) o .
3231]> 2331|2331 (on a échangé ld" et la £™ligne)
4021 0421 12 4-2
3) Faire apparaitre un maximum de zéros sur une kg une colonne de
21 4-4
-1-15 6
A=l 3231
4023

La seconde colonne contient un 0, il est facila thére apparaitre un autre en ajoutant la
seconde ligne a la premiere d'ou :

10092

-1-156 _ _ s . NIV :
A= 3231 on peut alors ajouter 2 fois la deuxieme ligna txdisiéme et on obtient :
4023

1092

-1-156

A= 10713l On verra plus loin qu'en développanpar rapport a la deuxieme

4 02 3
colonne, on calcule alors aisémant
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Cas de l'ordre 2

. a1 &2 i a1 1
SiA det(A)
1 o A2 2

= Q187 - D12
Cas de l'ordre 3
A1) Ao A3 Q11 Ao Hi3
Si A= 132 dp3 dét(A) =| &1 a2 &3 | et
31 Ao Ag3 31 g2 g3

det(A)=a180:8s3 + 842803861 + 43801852 ~(Bu 38028811 8 18038821 8 2801883).

Ce résultat est donné par la régle dite de Satnpsut se retenir a I'aide du schéma suivant :
Q1 12 &3 11 312

&y, g B3 &1 &2 | les produits allant de haut en basdhes rougdsétant attribués du

331 332 333 A1 32
signe + et les autres (de bas en hi&ithes bleudsdu signe -.

Définitions : 1) Si A = (g) est une matrice d'ordre n, on appeti@eur de g dans A, le
determinant 4 obtenu en considérant celui de A ou on a enleligria et la colonne
contenant g A; est donc un déterminant d'ordre n-1.

2) On appelleofacteu de g dans A le nombre (el que :

G = (-1)1A;.
102- 102-3
10-3
E | e _'1021 _ -102‘21_ 12 3
xemple 3: SIA=| 5| @=(IP[ 5 55| =CLP
1-30
1-320 1-320

D'ou G3=-(-9+6 +9) = -6.

On a alors la propriété suivante tres utile palcwder des déterminants d'ordre
supérieur a3 : SiA={§

n
dét(A) :_2; ;C; (développement suivant krfcolonne) ou
1=

n
dét(A) :_2; a;C; (développement suivant krtligne)
J:
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102-

-1021
Exemple: Si on reprend la matrice A =1203 de I'exemple précédent et si on
1-320
développe suivant la¢tligne :
021 -101 -1 02
dét(A)=| 203| +2|-123(-3/-120
-320 1-30 1-32

dét(A) = (- 18 + 4) + 2(3 - 2 - 9) - 3(-4 + 6 -A)24

Remarque Pour faire un tel développement, on choisiraligre (ou une colonne)
qui comprend un maximum de 0 ou on en fera apparait ajoutant a une ligne ou a une
colonne une combinaison linéaire des autres. €&gtii a été fait dans le premier exemple en

21 4-4
-1-156 _ N R
3) etle calcul dé = 3231 s'effectue simplement en utilisant la derniérendeA
4023
1092
19 2
-1-156 ; . -
=11 0713 et en développant suivant la deuxieme colonhe (-1)| 1 7 13| on
42 3
4023

peut utiliser la régle de Sarrus ou faire appaaiir maximum de 0 dans une colonne (ou une
ligne) et développer suivant cette colonne (oud)giPar exemple si on ajoute l'opposé de la
premiere ligne a la deuxiéme et -4 fois la preméla troisieme, on obtient :

19 2
0 -2 11

-2 11
= ('1)‘ _34 _5 = '384.
0-34 -5

A=(-1)

Cas des matrices triangulaires
C'est un cas ou le calcul du déterminant est Bisé&ffet on a la propriété suivante

Le déterminant d'une matrice triangulaire est égalproduit des éléments diagonaux

112 - Qn
. 0 & . &n ; . - ;
En effet: Si A , en développant par rapport a la premiere colowmié®(A) =
0 0 . an
B2 &3 - &
0 &; . an o , . .
a1 et en itérant et en développant successivememgpport aux premieres
0 0 . &,

colonnes, on obtient :
dét(A) = a1.a,.8s3. . .&, d'Ou le résultat.
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Ce résultat se généralise au cas des matricedquar:b

AL A,

SiA 0 A j , ol les A et A; sont des matrices carrées d'ordretry, ou0 est une
3

matrice nulle a pcolonnes et nlignes, et ou Aa np colonnes et nlignes quelconques.

Alors dét(A) = dét(A) . dét(Ay).

12 7-3-
-1-38-16
Avez-vous compris ? 3 SoitM=[ 0 0 1 0 -2 | . Calculez dét(Mm).
00-111
00120

On admettra aussi le résultat suivant :

dét(A.B) = dét(A).dét(B).

ConséquencesSi A est d'ordre n et inversible, dét¢@)et :
dét(A) dét(Al) = dét(A.AY) = dét(}) = 1. D'ou

dét(A-1) =

dét(A)"

2. Application

Résolution d'un systeme d'équations linéaires pda méthode de Cramer

Cette méthode ne s'applique qu'aux systemes deatiégs a n inconnues dont le
déterminant est non nul.

(Ici les inconnues sont leg Jes g sont donnés et les sont donneés ou jouent le réle de
parametres.)

X1t . taxXn=U
Soit (1)y () peut s'écrire : AX =U

Xy .+ @nXn = Uy
ou A est la matrice (& X la matrice colonne des &t U celle des;udét(A) est le déterminant
du systeme. Si dét(A) est non nul A est invers#hl@) a une solution unique de la forme : X
= A™'U. On dit qu'on a un systéme de Cramer. A n'estqasurs simplement inversible,
voici une méthode qui permet de calculer X aisérsans inverser A.

Si A est lag¢mecolonne de A :
(I) e XA+ XA+ L+ XA = U

Si B, est la matrice de A ou la premiere colonne esplaoée par U :
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B, = (UAzAn) = ((X1A1+X2A2+...+XnAn) As ... An)

Donc dét(B) = x,det(AA, ... Ay) + X0dét(AA,...Ap) + ... txdét(AA,...A,) puisque la
fonction déterminant est linéaire par rapport grizmiére colonne. D'autre part un
déterminant ayant deux colonnes identiques étdnt nu

. . L . . dét(B)
det(B,) = x,dét(A) et si det(A30 (A est inversible) :%:m

De facgon identique :

_ dét(B)
X = dét(A)

ou B est la matrice A ou l&Tecolonne est remplacée par U.

Cette méthode est bien sir valable si les matsioesa coefficients réels ou complexes.
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Exercices

14 05
Exercice 1 -Calculer les déterminants des matrices( :2j :( j ,A+B,AB, A,
B2 et (A+BY.

2 5 6 1
) , . | 3 1 5 8
Exercice 2 -Calculer le déterminant = 7 9 2 a4
2.37 5.196.52 1.8
aaaa
) , ) abbb
Exercice 3 -Calculer de déterminant D abecoc
abcd
a3 1h e
Exercice 4 -Calculer B =|1 b P | et D=
1ca lcEcd
l1ddad
E ice5 -0 idere les 3 dét inants défini a at2
xercice 5 -On considere les 3 déterminants définisfyar 4 2842
a at?2 at4 a+6
a at2 at4
A =| a2a+2 3a+ A= a2at+2 3at+6 4da+l R M "
3= 4= 43042 6a+8 10a+2 avec . Montrer que)\4
a 3a+2 6a+

a 4a+2 10a+10 20a+3
s'exprime simplement en fonction AigetA; en fonction dé\,. En déduire I'expression dg
en fonction de a.

albl albz a]_bn
. ) . . by &b, ... ahy,
Exercice 6 -Calculer le déterminant suivanf\:=

aby aby ... anby,
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1111

10 -1+
Exercice 7 -Calculer le déterminamt = 111 -1
1-i-1i

d X 3 ... &
4 X ... A
Exercice 8 -Calculer le déterminantd'ordre n; B| & & & ... 8.2

4 A & ...

S A1 G2 - 23]
-1 x 0 ... 0
Exercice 9 -Calculer le déterminant d'ordre n+1; 8| 0 -1 x ... ... 0
0O ... ... ... -1 X
1 2 -1
1 ¢ C ..cC}
1 2 n-1
1 Ck+1 Ck+1 Ck+1
Exercice 10 -Calculer le déterminantd'ordren3; 8| 1 C., CZ .. CJ
e
1 Ck+n-1 Ck+n-1 Ck+n-1
(On rappelle que €= 7 +CP )
1-1 489
2310-23
Exercice 11 CalculerD500 1 -10
00 2 -31
00 406
X+3y+z=9
Exercice 12 -Résoudre {2x - 6y + z =11
4x + 9y - 72 = 38
MX+y+z=1
Exercice 13 -Résoudre le systeme (S) suivant les valeurs dlrggd)1x +Ay +z =1
X+y+Az=1
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2x+3y-z+t=13

. ) . ) X+2y+3z+4t=26
Exercice 14 -Résoudre le systeme suiva t4x Sy +27+6t=18

-X+4y+5z2-3t=24

4x +5y+6z2+7t=9

. . R . 5X + 6y + 7z + 4t =11
Exercice 15 -Resoudre le systeme suivanta, 7y + 47 + 5t = 13

7X+4y+5z+6t=11

1 x+1 1 -1

) ) 1x1x 1 -1
Exercice 16 -Soit D(x) = 0 0 x4 x . Montrer sans calculer D(x) que D(x) s'annule

0O 0 1 -1

pour 3 valeurs de x distinctes. Calculer D(x).

2x+y-z=1
Exercice 17 -Résoudre {X +my+z=1 suivantles valeurs du paramétre m.
3X+y+mz=2

@4-mx+7y-z=-1
Exercice 18 -Résoudre {-3x +(-6-m) y + z = 1 suivant les valeurs du parameétre m.
-3X -4y + (-1-m)z =1
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