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Correction des exercices de la lecon 1 :
Nombres complexes

Loe(1+i)t=(1+14)32?=(20)%=—-4
e (2—i)(1+i)(1—4i)=(3+4)(1 —4i)=7—11i
=l =i
- I = S - ey
o (2+32il(?;1+i) +3i = (2+3i)12§71+i) +3i = (75+121i§(71+i) 43
ASO(CI4) | g STIT 4 g — T4 2%
S+ B = LR GO — S 0 = g (3
ei?=—1:3=—i;i*=1...

Sin=4k (k€ N) " =i = (iY)F =1
Sin=4k+1 (k€ IN) " =i#h+l =4 =
Sin=4k+2 (k€ N)i" =h+2 =42 = |
Sin=4k+3 (k€ IN) " = i#+3 = 43 = 4

it m=1-2 (2
(1) - (2) donne 4z =4+ 4i, d’ott 21 = 1 + 4.
Et (2) donne alors zp =1 —2i+ (1 +1i) =2 — .

{ 3214+2=5+2i (1)

3. f(i) =43 -2 — (1 —i)i—2i = -1 — 2i.
fA—d)=(1-1i)3—-2i(1—4)? - (1—4)?—2i
f(1—4) = (=2i)(1 — i) — 2i(—24) — (—2i) — 2i = —6 — 2i
fA+i) =0+ —2i(1+4)?— (1 —4)(1+4) —2i =2i(1 +1i) —2i(2i) —2—2i =0
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4. o |z| = |z — 1] <= |22| = |z — 1|? car ces nombres sont positifs.
P=zzetz—1P=-1(z-1)=22—2—-2+ 1
Donc |z| =]z — 1| <= 2Z=2Z — 2 —Z + 1, soit z+Z = 1 ou 2Re(z) = 1. D’ou

|z

|z| = |z — 1| <= Re(z) = 1/2.

o 2| = |2+ 2| &= |2]? = |2 + 2i|%
|22 = 2Z et |2 + 2i|? = (2 + 2i)(Z — 2i) = 27 — 2i(z — Z) + 4.

Donc |z| = |z 4+ 2i| <= 2Z = 22 — 2i(z — Z) + 4. Soit z —Z = —2i. Or z — Z = 2iSm(z).
Donc
|z| = |z + 2i| <= QSm(z) = —1.

5. e |1 —2i| =+1+4=+/5.

o [ESiVE| _ IVE- Tﬂ VETE _ VT
o G2 - VE—iv2| _ V512 _ Vi _ /35
2(1427) 12]T1+24] 2v/1+4 ~ 25 10 *

6. Posons z = x + 1y

S e=D+ily—1)  [@-D+iy= DI —y) —iz]

(1-y)+iz (1—y)*+a?
D’ou
_@-DA-y) +azy-1)  y-1
Re(Z) = (1—y)?2+a? T (1—y)2 a2
Sim(z) = @ -1+ -1)(1-y) zl-2)+y-1)°
(1—y)? +a? (1—y)2+a?

Z est un imaginaire pur si et seulement si Re(Z) =0, soit y=1et z=x 4+ (x € R).

7. 1) cos? x +sin?x = 1 donc sin® z = 8/9.

x € [0, 7] donc sinz > 0 et sinx = /8/3.

2 2,..__ 24

2) cos®z =1 —sin“z = 5.

=
N
[«

Or z € |Z,7] donc cosz < 0 et cosz = —
2

8. 1)Sicosw=—1/2,x=+2 +2kr (k € E).
sinz > 0 donc z = 2 + 2kr (k € ).

2) Sisinx:—g,x:—g—i—ﬂmou —3T 4+ 2k .
cosxﬁOdonc:c———+2k7r.

3)Sisine =1/2, x = Z + 2kn ou 2T + 2km .

Or z € [5,2F], donc o = 2T .
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9. 21 = 5(cos + isin 31) = 5(—@ +z§) = —52ﬁ +

(en effet 3T =7 — ).

22:\/§(cos +zsm76”)—\/§(—§_%):_§_

(en effet 70 =7+ Z)

10. e arg(i) = 5 , @ arg(—i) = —5 , e arg(1l) =0, e arg(—1) =7,

e cosf = —@ et sinf = @ , 0 = 3T convient, arg(‘/ﬁgiﬁ) =3
cosf =3
° { sinﬁl B 3 a pour solution 0; = § et
L= "3
cosfy = @ .
a pour solution 5 = —Z, donc
{ sin 0y = —@ 4
arg[(3 +i3) (32 — i¥2)] = arg(} +i%2) + arg(32 — i%2) = 61 + O
wel(b+9) 08 - 1P =5 -5 =%

11. e |5i| = 5 et arg(5i) = § donc 5i = 5(cos § + isin 5)

o | — 3| =3etarg(—3) =m, donc —3 = 3(cosm + isin)

V3

.|¢+\/§\=2etsiezarg(i+\/§),{Sf;g_2 , 0 = § convient et
=3

i+\/§:2(cos%+isin%).

_2V3 _ V3

o |2(1 |—21/1—i—3 4‘[et819—arg(( ‘[)) {;O]:g:_‘ﬁ_Q ,0=—%
=72

convient et

2(1 — ﬁi) - 74\/§(cos(l) +isin(—2)).
3 6 6
o V275 = V22 = 1, arg(V2(7ER)) = arg(1 + ) — arg(1 — iV/3),
=1
o8 2 , 0 = —% convient et

vl

Or arg(l + i) = T et si § = arg(l — iV/3) ,{ 0
sinf = —

arg(V2(1z) = § + 5 = 5.
i T

141
2 —_—) = —_ i —_
V2( ——) = cos 12 + sin 1
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arg(15)* = darg(5;) = 4(argi — arg(1 — i) = 4(§ — (—=F)) = 3w ou .

l
1—1

1
)4 = Z(Cosw + sin).

(

g=—1
12. |z1] = V3+9 = V12 = 2V3 et si 0 = argz; { c?se \/§2 , 0 = 2% convient et
Sin :7

71 = 2V/3(cos ZF +isin &) = 2V/3 e

— V2
|22 = V16 + 16 = 4v/2 et si § = arg 23 , { C,OSH_ 2\/5 , 8 = =7 convient et

sinf = —

20 = 4v/2(cos(—T) +isin(—T)) = 4/2 e 7'1.

13. (a) i) 3i = 3e'2 car [3i] = 3 et arg(3i) = arg(i) = Z.
ii) —8 = 8¢'™ car | — 8| = 8 et arg(—8) =7

i) (1 —14)% = (v/2)%e™ %% car
(1 =9)°| = 1 =i = (V2)® et arg(1 —i)° = Sarg(1 —i) = 5(—F).

(b) 2z, = e 'els = e Hcos & +isin%) , d’ou :

Re(z1) =e teos§ = % et Sm(z1) =e lsinZ = L.
29 = e?e7 = e%(cos(—1) +isin(—1)) , d’olt :

Re(z2) = €2 cos(—1) et Sm(zg) = e?sin(—1).

3 =e 7’7 = cos(—5) +isin(—F) = -i, d’ou :

Re(z3) =0 et Sm(z3) = —1.

2 = eltie=2H15 = o~ 1Hi(143) = o~1i043) Qo -

Re(zq) = e cos(1 + 7) et Sm(zy) = e Lsin(1 + ).

14. j2 = e¥7/3 = =27/3 =7 (en effet 4” et —=' représentent le méme angle).

Jj+Jj=2Re(j) =2cos(2m/3) = 2(—5) = —1. Donc 1+ j + j2=0.

15. 1) 222 — 62 + 34 =0 (1).
A = —236 = (i21/59)2 et les solution de (1) sont : z; = 9= Q‘ﬁ’ =3- @i et z1 = 3+¥29.

2) 22 —22+4=0(2). A= —4, donc (2) a deux racines complexes conjuguées de module
p et d’argument 0 et —6 tels que
{ pPP=4detp>0

2pcosf) = 2 . Donc p =2 et cos = 5. 6 = % convient.
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16.

17.

18.

L'une des racines de (2) a pour module 2 et pour argument % (2€'™/3), Pautre a méme
module et pour argument —7% (2e7/3).

24— 22 -2=0(1). Posons Z = 22, alors Z vérifie : { 22:_22 _9-0 (2)
Z = —1 est racine évidente de (2), le produit des racines de (2) est -2, la deuxieme racine
7 =22 =-1
est donc 2. Donc (1) équivaut a { J— lonZ—9" soit 0;1 . Or
24 =2
22 = -1 = 2z =i

D’ou les quatre solutions de (1) : {i, —i,v/2, —v/2}.

P(l+i)=(1+d)*—(1+4+4)3—6(14+14)%+14(1+1) — 12
(1414)% =2i

(1+i)3=2i(1+i)=-2+2i

(1+414)* = (2i)> = —4. D'out

P(1+1d) = —4— (=24 2i) — 6(26) + 14(1 +14) — 12
Pl+i)=(—4+2+14—12) 4+ i(—2 — 12 + 14) = 0.

P est a coefficients réels et 1 + 7 est racine de P, donc 1+ ¢ =1 — i est aussi racine de P
et on peut factoriser P par

(x—(1+))(z—(1—-49)=a?-22+2.

Pour factoriser P dans IR, on peut poser la division ou utiliser la méthode des coeflicients
indéterminés. On obtient alors le résultat :

P(z) = (2% — 22+ 2)(2® + 2 — 6)
Orz?+x—6=(xr—2)(z+3). Donc P(x) = (2% — 22 + 2)(z — 2)(z + 3).

Upto = —2Upt1 — 2up +5n — 1 (1).
D’apres le cours de L2 u,, = v, + u;,, ol v, est solution de I’équation homogene

Unt2 + 20n41 + 2v, = 0 (2) et u) est une solution particuliere de (1).

Résolution de (2)

L’équation caractéristique associée a (2) est : 72 +2r +2 =0 (3).

A = —4 < 0, donc (3) a deux racines complexes conjuguées r1 et 71. Si p et 6 sont les
2 _
p° =2 : p= \/§ __ 37 :
module et argument de r1, on a { 9pcosh = —2 soit { cos 0 — _\? . 0 = <[ convient

et 11 = v/2(cos 2 +isin 3T) et 77 = v/2(cos(—2F) + isin(—2T)). Les solutions de (2) sont
alors de la forme : 5 5
v = (V2)"(\ cos(n%) + ,usin(n%)).

A et u sont des constantes réelles.
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19.

Détermination de u;,

On cherche u} sous la forme u) = an + b (méme forme que le second membre) et puisque
u) vérifie (1) :

an+2)+b=—-2(a(n+1)+b) —2(an + b) + 5n — 1, soit

n(a+2a+2a—5)+ 2a+b+2a+20+2b+1)=0.

Douna=1letb=—-2etu, =n—2.

Donc les solutions de (1) sont de la forme

un, = (V2)"(A cos(n?%) + ,usin(n?%)) +n—2.

On détermine A et p a l'aide des conditions initiales up = 1 et u; = —1, c’est & dire
1=X-2
, s0it A =3 et u=3.
{—lzﬁw—?)w?)H—Z g

Up, = 3(\/5)”(008(%%%) + sin(n%)) +n—2.

Yy ya + 23U g1 + un = 19(+/3)" (1).
D’apres le cours de L2 u,, = v, + u;,, ou vy, est solution de I’équation homogene

419 + 2v/30,11 + v, = 0 (2) et u est une solution particuliere de (1).

Résolution de (2)
L’quation caractéristique associée & (2) est : 472 +2v/3r +1 =0 (3).

A = —4 < 0, donc (3) a deux racines complexes conjuguées r; et 71. Si p et 6 sont les
2 _ 1
P =1 . pP=3
module et argument de 71, on a , soit .
& ! { 2pcos€z—¥ { cost—@

0 = 2 convient et r1 = 3(cos 2X +isin 2T) et 77 = J(cos(—2F) +isin(—2T)). Les solutions

de (2) sont alors de la forme :

Uy, = (?”(Acos(n%r) + usin(n%r)).

A et p sont des constantes réelles.

Détermination de u;,

On cherche u} sous la forme u* = C(v/3)" (méme forme que le second membre) et puisque
u’ vérifie (1) :

4C(v/3)"2 + 2¢/3(V/3)" ! + O(V/3)" = 19(V/3)™, soit en divisant par (v/3)"(# 0),
12C0+6C+C =19.

Dot C =1 et ul = (v/3)"

Donc les solutions de (1) sont de la forme

un = (5)"hcos(n) + psin(n)) + (VB)"
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A et p sont des constantes réelles et Cos(n%”) et sin(n%”) sont compris entre 1 et -1. Donc

Acos(nF) + psin(n2X) est borné puisque

51 . 51
Neos(n™) + prsin(n )| < A+l

D’autre part limn_>+oo(%)” =0et

lim (%)"()\ cos(n%r) + usin(nS—ﬂ)) =0.

n——4o0o 6

De plus v/3 > 1 donc lim,, s o0 (v/3)" = 400 et

lim wu, = +oo.
n——+o0o

Les conditions initiales qui suppriment les termes en sinus et cosinus correspondent a

)\:,u:Oetuo:letul:\/g.



