Lecon 06 — Exercices

Exercice 1
Ug = 2

Déterminer u telle que : {311““ =, +n2+2n

Solution

Notons (1) 1'équation 3u,,; =u, + n% + 2n.

1
L'équation homogene associée a (1) est v, = 3 Vn 2).

1
Les solutions de (2) sont de la forme v, = vy (g )" et, d'apres le cours, celles de (1) sont de la

forme : u, = v, + uy*, ou (u,*) est une solution particulicre de (1).

Déterminons (u,*) :

On cherche u,* de la méme forme que le second membre (n? + 2n) et on pose
u,* = an® + bn + ¢. On détermine a, b et c en écrivant que u,* vérifie (1):
3(a(n+1)2 +b(n+l) +¢) = an® + bn + ¢ + n> + 2n, soit

n2(3a—a— D)+n6a+3b-b-2)+Ba+3b+3c—-¢c)=0

2a-1=0 1 1
D'ou{6a+2b-2=0 eta:E,b:—E et c = 0. Donc
3a+3b+2c=0

1 1
un*:zn -5 N

1 1 1
et u, = vo (g)“+5n2—§n.

Pour déterminer vy, on utilise la condition initiale ug = 2. Soit 2 = vy et

l n l 2 l
un:2(3) +5 07 -5 0.
Exercice 2
. . Up= 1
Déterminer u telle que : U -du, =301
Solution

Notons (1) 1'équation u,,; - 4u, =30 - 1.

L'équation homogene associée a (1) est v, =4v, (2).

Les solutions de (2) sont de la forme v, = vo 4" et, d'apres le cours, celles de (1) sont de la
forme : u, = v, + uy*, ou (u,*) est une solution particulicre de (1).

Déterminons (u,*) :

On cherche u,* de la méme forme que le second membre (30 - 1) et on pose
u,* = a3" + b. On détermine a et b en écrivant que u,* vérifie (1):

a3™ +b-4@3"+b)=3"-1,s0it 3"Ba—4a— 1)+ (b—4b+ 1) = 0.



D”{a-”:o — letb= =.D
o] 3p 4120 €ta=-letb=3.Donc

w1
uH*:_3 +3

1
etun:vo4n—3n+§.

) i e ) 1 5
Pour déterminer vy, on utilise la condition initiale ug = 1. Soit 1 = vy -1 + 3.V0=3 et

5 n n l
un=34 -3 +3.

Exercice 3
Ug = -1

) . . L. .
Déterminer u telle que : {2un+1 =y, + 3(5)

Solution

1
Notons (1) 1'équation 2u,,; = u, + 3(3)". L'équation homogene associée a (1) est

1 1
Vnel =5 Vi (2). Les solutions de (2) sont de la e Vp = VO(E )" et, d'apres le cours, celles de

(1) sont de la forme : u, = v, + u,*, ot (u,*) est une solutio
Déterminons (u,*) :

1
On cherche u,* de la méme forme que le second membre (3(5)“) . Mais ici il y a résonance et
1
on pose u,* = an(i )". On détermine a en écrivant que u,* vérifie (1):
2 1 l n+1 — l n 3 l n 3
(an+ D5 )™) =an(; )" +3G3)", soit
1 n l n
nG) @-a)+G) @-3)=0
D'oti a = 3. Donc
1.
u,* = 311(2 )
1 n 1 n
etu, = VO(E) + 3n(§) .
Pour déterminer vy, on utilise la condition initiale uy = -1.Soit -1 = vy et

1 1
Up = - (5 )n + SH(E )n.

Exercice 4
Ug =0

Déterminer u telle que : {Un —u +n2-2 °

Solution



Notons (1) 1'équation u, = 2u, ; + n? - 2.
L'équation homogene associée a (1) est v, =2v, (2).

Les solutions de (2) sont de la forme v, = vo2" et, d'apres le cours, celles de (1) sont de la

forme : u, = v, + u,y*, ot (u,*) est une solution particuliere de (1).

Déterminons (u,*) :

On cherche u,* de la méme forme que le second membre (n? + 2n) et on pose
uy,* = an” + bn + c. On détermine a, b et c en écrivant que u,* vérifie (1):

an” +bn + ¢ =2(a(n-1)> + b(n-1) + ¢) + n’ - 2, soit

nz(a—2a— D+nb+4a-2b)+(c-2a+2b—-2¢c+2)=0

a+1=0
D'otl{4a-b=0 eta=-1,b=-4etc=-4 Doncu,*=-n"-4n -4 et
2a+2b-c+2=0
Uy =vo2"-n’-4n-4.

Pour déterminer v, on utilise la condition initiale ug = 0. Soit 0 = vy — 4, v =4 et

u, =2"?_-n*-4n-4.

Exercice 5
2e

i =7
Déterminer u telle que : { 07 2e+1
Uy +2u, +e™1 =0

Solution

Notons (1) 1'équation u,,;+ 2u, + e™1 =0.

L'équation homogene associée a (1) est v,,; =-2v, (2). Les solutions de (2) sont de la forme
Vi = Vo(-2)" et, d'apres le cours, celles de (1) sont de la forme : u, = v, + u,*, ot (u,*) est une

solution particulicre de (1).

Déterminons (u,*) :

On cherche u,* de la méme forme que le second membre (-¢™") et on pose
u,* = ae™". On détermine a en écrivant que u,* vérifie (1):

ae™! +2ae™ +enl =0, soit

e™(a+2ae+1)=0

s 1
Doua——1+2e.D0nc

-n

e
1+2e-

et u, =vo(-2)" -

2e

1

) - e 2e )
Pour déterminer vy, on utilise la condition initiale ug = 2o+ 1 Soit e+ 1-V0" 112

Vo = let
-n

1+2e-

Up = (_2)n -



Exercice 6
Ug = 3

Déterminer u telle que : {unﬂ —u,+n-1°

Solution

Notons (1) 1'équation u,,;=u, +n- 1.

L'équation homogene associée a (1) est v,y =v, (2).

Les solutions de (2) sont de la forme v, = v et, d'apres le cours, celles de (1) sont de la forme
I Up = Vy + Uy ¥, ol (uy*) est une solution particuliere de (1).

Déterminons (u,*) :

On cherche u,* de la méme forme que le second membre (n - 1). Mais ici il y a résonance
étant donnée la forme de (2) et on pose u,* = n(an + b). On détermine a et b en écrivant que
u,* vérifie (1): (n+ 1)(a(n + 1) + b) =n(an +b) + n - 1, soit
n(a—a—1)+nQa+b-b-1)+(@+b +1)=0

DH{Za—l:O _l be 2 D
Uarbel1=0 eta—zet =-75 . Donc
1, 3
k. — _=
U, =5n"-5n
1, 3 3 ) . e .
etu, =vp+ SN -5n Pour déterminer vy, on utilise la condition initiale uy = 3.Soit 3 = vg et
5,103
U =3+50"-5n.
Exercice 7

ll()=-1

Déterminer u telle que : {un +3up= (3) +1

Solution

Notons (1) l'équation u, + 3 upq = (-3) + 1.

L'équation homogene associée a (Lyest v,,; =-3v, (2).

Les solutions de (2) sont de la fofme v, = vo(-3)" et, d'apres le cours, celles de (1) sont de la
forme : u, = v, + uy*, ou (u, %) est une solutt®n particulicre de (1).

Déterminons (u,*) :
On cherche u,* de
Mais iciil yaré
vérifie (1):
an(-3)"+ b +3 [a(n-1)(-3)"" + b] = (-3) + 1, soit
n-3)"(a-a)+(-3)"@-1)+bB+3b-1)=0

forme que le second membre ((—3)n +1).
Ce eton pose u,* =an(-3)"+ b. On détermine a et b en écrivant que u,*

1
D'oha:letb:z.Donc



1
u*=n(-3)" +73

1
et u, = vo(-3)" + n(-3)" + 1
. . . e ) 1 5
Pour déterminer v, on utilise la condition initiale uy = -1. Soit -1 = vg + 1-Vo=-7 et

— § 311 3n l
un—'4(' ) +n(-3) +4-

Exercice 8
uy=3etu; =3

Déterminer u telle que : {2un+2 B TN

Solution
Notons (1) 1'équation 2u,,, =3u,,; -u, - 1 +n.
L'équation homogene associée a (1) est 2v,,» - 3vp, + vy =0 (2).

Equation caractéristique associée a (2) : 2 —3r+1=0 3).
(3) s'écrit (r—1)(2r—1) =0 (r = 1 est racine évidente). Les racines de (3) sont doncr; =1 et
1
I = 7
D'apres le cours les solutions de (2) sont de la forme
1.,
Vo =ki +kao(5)

et les solutions de (1) sont de la forme : u, = v, + u,*, ot (u,*) est une solution particuliere de

(1).

Déterminons (u,*) :
On cherche u,* de la méme forme que le second membre (- 1 + n). Mais ici il y a résonance
(r; = 1 et le second membre est un polyndme) et on pose
u,* = n(an + b). On détermine a et b en écrivant que u,* vérifie (1):
2(n+2)(a(n+2) + b) = 3(n+1)(a(n+1) + b).) — (n(an + b).) — 1 + n, soit
n*(2a—3a +a)+nBa+2b—6a—3b+b—1)+(8a+4b-3a-3b+1)=0
. J2a-1=0 1 7
Dou{5a+b+1:0 eta=5 etb=—2.Donc

1, 7
U,*=5n"-5n
7
2 5.
Pour déterminer k; et ko, on utilise les conditions initiales up = 3 et u;= 3.

1 1
etun:k1+k2(§)“+§n

3:k1+k2
i 1 1 7 i = = -
Soit 3=k1+§k2+§ -3 .On obtient k; =9 et k, 6 et

1 1 7
un=9—6(§)“+§n2—§n.



Exercice 9
uy=1letu =0

Déterminer u telle que : { Aug, = u, +2

Solution

Notons (1) 1'équation 4u,,, =u, + 2.

1
L'équation homogene associée a (1) est v,,» - 2 Vn= 0 ().

Equation caractéristique associée a (2) : - 1= 0 (3).

1 1 1 1
(3) s'écrit (r — 5 )(r + 5 ) = 0. Les racines de (3) sont donc ry = - 5 etr, = 5 -
D'apres le cours les solutions de (2) sont de la forme
1 . 1,
n=ki-3 ) +k(3)
et les solutions de (1) sont de la forme : u, = v, + u,*, ot (u,*) est une solution particuliere de

(1).

Déterminons (u,*) :
On cherche u,* de la méme forme que le second membre (+ 2) et on pose
u,* = a. On détermine a en écrivant que u,* vérifie (1):

2
da=a+2, soitazget

up* =

W[

|- 1, 2
D'otlun=k1(—§) +k2(§) +3.

Pour déterminer k; et ko, on utilise les conditions initiales ug = 1 et u;=0.

2
1:k1+k2+§ 5 1
Soit 1 ) . On obtient k; =6 etk, = -5 et

0:—k1§+k2§+§

§ l n ln+1 2
un=6('2)'(2) +3

Exercice 10
u=letu =1

Déterminer u telle que : {Un Su 46U, =241

Solution

Notons (1) 1'équation u, - Su,_; + 6u,, =22+ 1.



L'équation homogene associée a (1) est v,,o - Svpeq + 6v, =0 (2).

Equation caractéristique associée a (2) : ?-5r+6=0 3).
(3) s'écrit (r — 2)(r — 3) = 0. Les racines de (3) sont donc r; =2 et r, =3 . D'apres le cours les
solutions de (2) sont de la forme
A\ k12n + k23n
et les solutions de (1) sont de la forme u, = v, + u,*, ot (u,*) est une solution particuliere de

(1).

Déterminons (u,*) :

On cherche u,* de la méme forme que le second membre (2" + 1). Mais ici il y a résonance (r;
=2 et le second membre contient une puissance de 2) et on pose u,* = an2" + b. On détermine
aet b en écrivant que u,* vérifie (1):

an2"+ b — 5(a(n-1)2"" + b) + 6(a(n-2)2"*+ b) = 27 + 1, soit

n2"?(4a —10a + 6a) + 2"*(10a— 12a—4) + (b—5b+6b—1)=0

-2a-4=0 1
D'Oh{Zl?)l—l:O eta=-2etb=5.Donc

1
* — _ n+1 —
u,* =-n2 +2

1
etu, = k2" + ko3" - n2™! 4 =

2
Pour déterminer k; et ko, on utilise les conditions initiales ug =1 et u;= 1.
1
1= k] + k2 + 5 7
Soit 1 On obtientk; =-3 etk, = 5 et

1:2k1+3k2—4+§

n 7 n n+l1 1
u, = (-3)2 +(§)3 -n2 +5.

Exercice 11
up=0etu; =1

Déterminer u telle que : {umz =3u,,; - 2u, +1

Solution
Notons (1) 1'équation u,,, = 3u,,; - 2u, +1.
L'équation homogene associée a (1) est v,,o - 3vp,g + 2v, =0 (2).

Equation caractéristique associée a (2) : ?-3r+2=0 3).
(3) s'écrit (r—1)(r—2) =0 (r = 1 est racine évidente). Les racines de (3) sontdoncr; =1 et
= 2. D'apres le cours les solutions de (2) sont de la forme
Vp = k1 + k22n
et les solutions de (1) sont de la forme : u, = v, + u,*, ot (u,*) est une solution particuliere de

(1).

Déterminons (u,*) :



On cherche u,* de la méme forme que le second membre (+1). Mais ici il y a résonance (1} =
1 et le second membre est un polyndme) et on pose u,* = an. On détermine a en écrivant que
u,* vérifie (1): a(n+2) = 3a(n+1) - 2an +1, soit n(a—3a + 2a) + (2a—3a—-1)=0.
D'ou a=-1,
u,* =-n
etu, = kl + k22n - n.
Pour déterminer k; et ko, on utilise les conditions initiales up=0 et u;= 1.
Soit {(1) B 112 N 1;21(2 | -Onobtientk; =-2 ctky =2 et

u,=-2+2" _n.

Exercice 12
up=2etu;=-1

Déterminer u telle que : {umz —4u, -du +2n+1 -

Solution
Notons (1) 1'équation u,,, = 4u,,; - 4u, + 2n + 1.
L'équation homogene associée a (1) est v,,o - 4vy +4v, =0 (2).

Equation caractéristique associée a (2) : P—dr+4=0 3).
(3) s'écrit (r — 2)2 = 0. (3) a donc une racine double ry = 2. D'apres le cours les solutions de (2)
sont de la forme
Vp = k12n + k2n2n
et les solutions de (1) sont de la forme u, = v, + u,*, ot (u,*) est une solution particuliere de

(1).

Déterminons (u,*) :

On cherche u,* de la méme forme que le second membre (2n + 1) et on pose u,* =an+b On
détermine a et b en écrivant que u,* vérifie (1):

a(n+2)+ b =4(a(n+1)+ b) —4(an+ b) + 2n + 1, soit
na—-4a+4a-2)+(2a+b-4a-4b+4b-1)=0

. Ja-2=0
DO“{-zaer-l:o

eta=2etb= 5.Donc
u,*=2n+5
etu, = k2" + kon2" + 2n + 5.
Pour déterminer k; et ko, on utilise les conditions initiales up =2 et u;=-1.

2=k +5
Soit{ L

1=2k +2ky +7 .Onobtientk; =-3etk,=-1 et

u, =(-3)2" = n2" + 2n + 5.

Exercice 13
up=1letu; =-1

Déterminer u telle que : {3un+2 = uoi+5u, 43

Solution



Notons (1) 1'équation 3u,,, =-2u,,; + Su, + 3.
L'équation homogene associée a (1) est 3v,,» + 2v,, - Svp, =0 (2).

Equation caractéristique associée a (2) : 3 +2r-5=0 3).
(3) s'écrit (r— 1)(3r + 5) = 0 (r = 1 est racine évidente). Les racines de (3) sont donc r; = 1 et

5
n=-3. D'apres le cours les solutions de (2) sont de la forme

5.
Vn:k1+k2('§)

et les solutions de (1) sont de la forme : u, = v, + u,*, ot (u,*) est une solution particuliere de

(1).

Déterminons (u,*) :
On cherche u,* de la méme forme que le second membre (+3). Mais ici il y a résonance
(r; = 1 et le second membre est un polyndme) et on pose u,* = an. On détermine a en écrivant
que u,* vérifie (1): 3a(n+2) =-2 a(n+1) + 5San + 3 =0,

3
soit n(3a + 2a—5a) + (6a + 2a—3) = 0. D'ou a=g,

3
un*=§n

5, 3
etun:k1+k2(—§) +gn.
Pour déterminer k; et ko, on utilise les conditions initiales up =1 et u;=-1.
Soit 1:k1+1§2 3 . Onobtientk _L t k _ t
ol —1=k1—§k2+§ -Onobtientk, =7 etko =g e

7 57T 5, 3
Un=%gq1tes (-3) +gn

Exercice 14
up=0etu; =1

Déterminer u telle que : {umz =du,,, - 4u, +20 °

Solution
Notons (1) 1'équation uy,, = 4u,,; - 4u, + 2".
L'équation homogene associée a (1) est v,,o - 4vp g +4v, =0 (2).

Equation caractéristique associée a (2) : P—dr+4=0 3).
(3) s'écrit (r — 2)2 = 0. (3) a donc une racine double ry = 2. D'apres le cours les solutions de (2)
sont de la forme
A k12n + k2n2n
et les solutions de (1) sont de la forme u, = v, + u,*, ot (u,*) est une solution particuliere de

(1).

Déterminons (u,*) :
On cherche u,* de la méme forme que le second membre (2") Mais ici il y a résonance



(ro = 2 est la racine double et le second membre est une puissance de 2) et on pose
uy,* = an?2". On détermine a en écrivant que u,* vérifie (1):

a(n+2)*2"? = 4a(n+1)2"" — 4an™2" + 2", soit

n’2"(4a — 8a + 4a) + n2"(16a — 16a) + 2"(16a - 8a— 1) =0.

SN |
Doua—8 et

1
u,* = g n?2" .

1
Donc u, = k2" + kon2" + g n?2",

Pour déterminer k; et k,, on utilise les conditions initiales up=0 et u;= 1.

0=k 3
1 1 1 = =
Soit | = 2k, + 2ko + : . On obtient k; =0 et ko 3 et

1
u=gn2"+g n?2" = 302" + n*2"3 = (n? + 3n)2"".

Exercice 15
up=1etu; =27

Déterminer u telle que : {Un Qu, 420U, =50+ 12

Solution
Notons (1) 1'équation u, - 9u,; + 20u,, = 5" + 12.
L'équation homogene associée a (1) est v, - vy + 20v, =0 (2).

Equation caractéristique associée a (2) : ?-9r+20=0 3).
(3) s'écrit (r—4)(r — 5) = 0. Les racines de (3) sont donc r; =4 et r, = 5. D'apres le cours les
solutions de (2) sont de la forme
Vp = k14n + k25“
et les solutions de (1) sont de la forme u, = v, + u,*, ot (u,*) est une solution particuliere de

(D.

Déterminons (u,*) :

On cherche u,* de la méme forme que le second membre (5" + 12). Mais ici il y a résonance
(r, = 5 et le second membre contient une puissance de 5) et on pose u,* = an5"+ b On
détermine a et b en écrivant que u,* vérifie (1):

an5"+ b —9(a(n-1)5"" + b) + 20(a(n-2)5"*+ b )= 51 + 12, soit

n5"%(25a —45a + 20a) + 5"*(45a — 40a — 25) + (b — 9b + 20b — 12) = 0

D,\{Sa—25=0 B
OUlop-12=0 2=

Setb= 1. Donc
¥ =n5"" 4+ 1
et uy = k14" + k5" + n5™ + 1.
Pour déterminer k; et ko, on utilise les conditions initiales ug = 1 et u;= 27.

S'{lzk”k”l On obtient ky = -1 etk = 1

u, = -4"+ 5"+ n5"™ + 1.

10



Exercice 16
Déterminer (u,) telle que upyo + 4uy,; + 3u, = a" + 8, suivant les valeurs du paramétre a.

Solution
Notons (1) 1'équation uysp + 4uyey + 3u, =a" + 8.
L'équation homogene associée a (1) est v, +4vy, + 3vp =0 (2).

Equation caractéristique associée a (2) : P4+4r+3=0 3).
(3) s'écrit (r+ 1)(r + 3) = 0 (r = -1 est racine évidente). Les racines de (3) sont doncr; =-1 et
r, =-3 . D'apres le cours les solutions de (2) sont de la forme
Vo =ki(-1)" + ka(-3)"
et les solutions de (1) sont de la forme : u, = v, + u,*, ot (u,*) est une solution particuliere de

(1).

Déterminons (u,*) :
On cherche u,* de la méme forme que le second membre (a" + 8). Mais ici, suivant les valeurs
de a, il y a ou non résonance.

Sia#-1eta=#-3,iln'ya pas résonance et on peut poser u,* = cja" + ¢,. On détermine c; et ¢,
en écrivant que u,* vérifie (1):

cia™ + ¢ + 4(cia™! + ) + 3(cia" + ¢p) = a" + 8, soit

a"(cla’+4ca +3c -1 +(ca+4c+3c,-8)=0

2
D'ou {glcaz _+84:C6a *3ci-1 etc) = m et c; = 1 (remarquons que a’ +4a + 3 est non
nul car a #-1 et a #-3). Donc
aﬂ

Ut =T da 3 L

et
n n an
u, = ki(-1)" + ka(-3) + 71 4a+3 " 1.

On ne peut pas calculer k; et k, par manque de conditions initiales.

Sia=-1,il y arésonance et u,* est de la forme u,* = c¢yn(-1)" + c,. On détermine ¢, et ¢; en
écrivant que u,* vérifie (1):

clm+2)(-D" 2 + ¢ + 4ci(n+ DD ! + ) + 3(ein(-1)" + ¢2) = (-1)™ + 8, soit
n-1)"(ci-4c; +3c)+(-1D)"Qci—4ci— D) +(c2+4co+3¢,-8)=0

D"{’zel'l =% ete,=1.D
ou 8¢, — 8= 0 etcl——2 etcy = 1. Donc
l n+1
u* =5 nD" 4+ 1
et
1
un = ki1 + ka(-3)" + 5 n(-D™ + 1.

On ne peut pas calculer k; et k, par manque de conditions initiales.

Si a =-3, il y a résonance et u,* est de la forme u,* = c¢n(-3)" + c,. On détermine ¢; et ¢; en
écrivant que u,* vérifie (1):
c1(n4+2)(-3)" " + ¢o + 4(c (n+1(-3)" T + ¢2) + 3(cn(-3)" + ¢2) = (-3)" + 8, soit

11



n(-3)" (9¢; - 12¢; +3c¢y) +(-3)"(18¢; — 12¢1 = 1) + (2 +4c2+3¢2,-8) =0

D"{6C1_1:0 1 1D

l n+1
u* = n(-3)"" + 1
et
1
U= ki-D" + ka(-3)" + ¢ n(-3)"" + 1.

On ne peut pas calculer k; et k, par manque de conditions initiales.

12



