Lecon 06 — Cours : Suites recurrentes

Objectif : Reconnaitre et déterminer des suites récurrentes d'ordre 1 et 2, avec un second
membre simple.

Cette lecon est courte et s'inscrit dans la continuité de la lecon 1 sur les suites mais elle ne
nécessite aucun autre pré-requis. Elle n'en est pas moins importante et trés utile en économie
car beaucoup de situations économiques se traduisent mathématiquement par de telles suites
lorsque le temps est envisagé de fagon séquentielle.
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1. Les suites récurrentes linéaires du ler ordre
a coefficients constants.

1.1. Définitions

Uo

Ce sont les suites u définies par {unﬂ —au,+g(n) acR¥ (1)

L'équation homogene associée a (1) est: vpry =av,  (2).

Théoréme : Siu” est une solution particuliére de (1) et si v est la solution
générale de (2) (équation homogene associée a (1)), la solution générale de (1) est
*
u=u +v.

Démonstration :

Soit u” une solution particuliére de (1) : u*,,; = au™, + g(n)

u est une solution quelconque de (1) si et seulement si u,,; = au, + g(n)
Soit : U,y - Uy = au, - u*,) etu-u” est solution de (2).

Or les solutions de (2) sont de la forme :

Donc ﬁ.ln =u*, + vpat ‘ voeR  (remarque : ug =u*y + vp)

1.2. Recherche de la solution particuliéere de (1)

*Cas ou g(n) = P(n) avec P est un polynome de degré k.

Si a # 1 alors une solution particuliére est un polynome Q(n) de degré k.

Si a =1, une solution particuliére est de la forme nQ(n) , ou Q est un polyndéme de degré k
(on dit qu'il y a résonance).

N.B. : g(n) = b (cte) est un cas particulier de celui-ci, il correspond a k = 0.
*Cas ou g(n) = Ct" (C et t constantes réelles données)

Si t #a une solution particuliére est sous la forme : u*, = Kt? (K constante a déterminer)
Si t = a une solution particuliére est sous la forme u*;, = Knan (phénoméne de résonance)

Remarque : on peut remplacer C par un polynome de degré k, K est alors remplacé par un
polyndme quelconque de degré k.

*Si u*,, est solution particuliére de uy41 = au, + g;(n) et si w*, est une solution particuliére de
Un+1 = au, + go(n) alors u®,, + w*,, est une solution particuliére de
Unt1 = aup + gi(n) + g(n).
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Exemples

Equation Solution de I'équation Forme de la solution
homogéne associée particuliére
Ups1 = 2u, + 3.5" Vp = Vo 2" u,=C.5"
Upsy=2U, +n° -1 Vp = Vo 2" u,=an’+bn+c
Upe = 2u, +3.2" Vo=V, 2" u,=Cn2"
Upt] = Uy + n’-n Vo = Vo u*n = n(an2 +bn +¢)

Il y a résonance pour les deux derniéres équations.

2. Suites récurrentes linéaires du second ordre a coefficients
constants.

2.1. Définitions

Ces suites sont définies par ug et u; et une relation de la forme :

Up , U
Upiz + bugsy +cu, =gn)  beR*, ceR* (1)
L'équation homogene associée a (1) est :

V2 T bvpig +evp =0 ).

Théoréme : Siu” est une solution particuliére de (1) et si v est la solution
générale de (2), la solution générale de (1) est: u=u*+v.

Méme démonstration que pour les suites récurrentes linéaires du 1¢" ordre .

2.2. Solution générale de I'équation homogene (2)

L'équation caractéristique de (2) est : r+br+c=0 (3).

Si A>0 (3) a deux solutions distinctes r; et rp, et
Vp = Ar® + urp" est la solution générale de (2).

(A et u sont des réels dépendant des conditions initiales ug et uy)

Si A=0 (3) aune solution double ry , et
Vn = Aro" + pnro" est la solution générale de (2).

(A et p sont des réels dépendant des conditions initiales ug et uy)

Le cas A < 0 n'est pas ¢tudié dans le cadre de ce cours et sera traité dans le cours de L3 aprées
l'introduction des nombres complexes.
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2.3. Recherche de la solution particuliere de (1)

*Cas ou g(n) = P(n) avec P est un polynome de degré k.

Si 1 n'est pas racine de (3) , on cherche une solution particuliére u* de (1) sous la forme d'un
polynome Q de degré k : u*, = Q(n).
Si 1 est racine simple de (3), u” est de la forme : u*, = nQ(n) (résonance).

Si 1 est racine double de (3), u” est de la forme : u*,, = n2Q(n) (double résonance).

*Cas ou g(n) = Ct" (C et t sont des réels non nuls donnés).

Si t n'est pas racine de (3), une solution particuliére u* de (1) est de la forme

u*, =kt (k constante réelle a déterminer).

Si t est racine simple de (3), une solution particuliére u* de (1) est de la forme
u”, = knt? (résonance). k constante réelle a déterminer.

Si t est racine double de (3), une solution particuliére u* de (1) est de la forme

u*, = kn2t? (double résonance). k constante réelle a déterminer.

*Si u*, est solution particuliére de uys+o + buyyy +cu, = gi(n) et si w*, est une solution
particuliére de up1y + bupq + cu, = go(n) alors u*, + w*, est une solution particuliére de uy+o
+bup +cup= gl(n) + gz(l'l)-

Exemples
Equation Racines de Solution de Forme
I'équation I'équation de la solution

caractéristique homogéne particuliére

Upi2- SUgir + 6U, = 3.5 2et3 vo=A2"+ 3" u,=C5"

Upsa - SUye+6U, =1° - n 2et3 vo=A2"+ M3n u*n —an’+bn+c

Unio - 4y +4u, =3.5" | 2, racine double vo=A2"+ un2" u,=C.5"

Upo - Suyey + 6u, = 3.2" 2et3 vo=A2"+ H3n u*n =Cn.2"

Upsa - 3Upe+2U, =10° - n let2 vo=A+ “2“ u*n = n(an2 +bn + ¢)

Upsz - 4Ups +4u, =3.2" | 2, racine double vo=A2" + un2" u*n = Cn’2"

Upa- 2Up +u,=n°-n | 1, racine double Vo=A+pun u*n = nz(an2 +bn +¢)
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Exercices

Exercice 1

r : uo - 2
Déterminer u telle que : {3un+1 —u,+n2+2n

Exercice 2

) . Up= 1
Déterminer u telle que : {unﬂ 4y, =301

Exercice 3
Ug = -1

. . . |
Déterminer u telle que : QU =u, +3 (5)

Exercice 4
stermi 1l b=
Déterminer u telle que : u,=2u, +n2-2 -
Exercice 5
2e

. U =
Déterminer u telle que : | 2e+1 .
Uy T 2u, + el =0

Exercice 6

Dé . 1 Uy = 3
cterminer u telle que : Ui = Uy +n-1

Exercice 7

) ) Uy = -1
Déterminer u telle que : {un 3= (3) 41

Exercice 8

) u=3etu =3
Déterminer u telle que : {Zumz =3u. -u,-1+n
Exercice 9

) u=1letu =0
Déterminer u telle que : { AUy = Uy + 2
Exercice 10
Déterminer u telle que : {uo ~letwm =l

u, - Su, +6u,,=20+1

Exercice 11
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D¢ ‘ I uy=0etu, =1
éterminer u telle que : Upin = 3Uysy - 2u, +1

Exercice 12

) ) u=2etu;=-1
Déterminer u telle que : Uy =4U,,q - du, +20+1
Exercice 13

) ) u=1letu =-1
Déterminer u telle que : Uy = 2Upey + 55U, +3
Exercice 14

D& ) " u=0etu; =1
¢terminer u telle que : Upsy = 4.y - du, + 20 °

Exercice 15
Dé ) " u=1etu =27
éterminer u telle que : U - 9u, + 20U, =50+ 12 -
Exercice 16
Déterminer (u,) telle que up+ + 4uye + 3u, = a" + 8, suivant les valeurs du paramétre a.
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