Lecon 04 — Correction des exercices

Exercice 1
Calcul 4FJOJI%JOQJ
alculer 381) “\li20
Solution
D'apres 1 bti (8_4()) (306j (11_46j
apres le cours on obtient 12324 + 3.60) \15244)"
Exercice 2

On appelle matrice stochastique suivant les lignes, une matrice dont les coefficients sont des
réels positifs ou nuls, et tels que leur somme sur chaque ligne égale 1. On définit de méme
une matrice stochastique suivant les colonnes.

Construire une matrice stochastique d'ordre 4 suivant les lignes et les colonnes.

Solution

05 05 0 O
0 0 0604
0.25 0.25 0.4 0.1
0.250.25 0 0.5

Une solution non triviale est donnée par

Exercice 3

T d ices X et Y tell ~F_Y=A
rouver deux matrices X et Y telles que : |,y . v _ g

A(31) B (Olj
avec A=( ] etB=| .

Solution

Les propriétés de 1'addition et de la multiplication sont les mémes que dans IR donc on peut

1
. 3x=A+B _ JX=3(A+B)
éerire |y _ y _ o SOit . Et en remplacant A et B par leur valeur :
Y= 3 (B -2A)
2 1
X=| 3 |ety=| 3
00 -1 0



Exercice 4
31

21
des résultats.

01
SiA= ( j et B= ( ! 2) calculer (A + B)? et A2 + 2A.B + B2. Expliquer la différence

Solution
32 7 12
2 D
A+B) _(-1 3) _(—6 7)

R (7 4) 2(15) (12) (1016) (712)
FABFE =g )P 10) T 2s5)T e 4 ) 6 7 )

(A+B)*=(A+B) (A +B)=A%+AB + BA + B?. Or la multiplication des matrices n'étant
pas commutative, AB # BA et (A + B)> = A> + AB + BA + B # A” + 2AB + B~

Exercice 5
Soit f définie sur IR* par f(x,y, z, t) = (2x -y +t,3z,2y + z - t).
1) Donner la matrice de f dans b = {(1,1,0,0) ; (0,1,0,-1) ; (1,1,1,0) ; (0,0,0,1)} et la base
canonique de IR3.
120

2) Soit g l'application linéaire de IR3 dans IR3 ayant pour matrice | 0 -1 O | dans la base

232
canonique. Donner la matrice de g o f dans b et la base canonique de IR3.

Solution

1) Si on note A cette matrice, les colonnes de A sont les coordonnées des images des vecteurs
de b par f dans la base canonique.

Or £(1,1,0,0) = (1,0,2), f(0,1,0,-1) = (-2,0,3), f(1,1,1,0) = (1,3,3) et £(0,0,0,1) = (1,,0,-1). Ces
trois vecteurs ont respectivement pour coordonnées dans la base canonique :

1 -2 1 1 1-211
0,]0,|3|et| O |DonA=|0030
2 3 3 -1 233-1

2) Par définition du produit matriciel, la matrice de gof est
120 1-211 1271
0-10 0030 |=/00-30
232 233-1 62170

Exercice 6

Effectuer les produits de matrices suivants :




110 -10

Dl 212 30 2(12j ('104j 3) Soit A (Qlj lculer A3
) . ; )03._210 ,)01t—20 calculer
10-2 1 -1
1 02 02 1 x x2
530
4) 120) 125 | 1-1 | ; 5SoitX=| 01 x |,calculer X® (ne N*).
01-1 50 001
Solution
110 -10 2 0
pl212 .30 |=|72]
10-2 1 -1 32
2(12) (—104 (—524)
)03 "\-210/) \-630
3 A2 (—2 lj (—2 1) (6—2) KEC N (6—2)(—2 1) (—16 6)
) “\20 20/ 42 €t B ><_—42 20/) \12 -4)
102 02 02
530 2 -6 25 119 10
4) Jar2s = 1-1|= .
-120 -3-4 8 36 -6
01-1 50 50
I x x2 1 x x2 1 2x (1+2)x2
5X2=[ 01 x 0l x |=[{01 2x
001 001 00 1
1 2x (1+2)x2 I x x2 1 3x (1+2+43)x2
X=xX’X=|01 2x 01x [=[01 3x
00 1 001 00 1
I nx (1+...+n)x2 1 nx n(nT-l-l)Xz
Montrons alors par récurrence que X" =| 0 1 nx =l 01 x
00 ! 00 1
_nn+1)

(1+2+....n—T).

Cette propriété est vraie au rang 1, 2 et 3.
Supposons la propriété vraie au rang n et montrons qu'elle est vraie au rang n + 1.

+1 +1

1 nx %2 1 x x2 1 (n+D)x [(n+1) +%]x2

n+l _ ~/n _ — =
XU=XX=101 mx Olx=19 1 (n+1)x =
00 1 001 0 O 1
+1)(n+2

1 (n+1)x %]Xz
0 1 (n+1)x et la propriété est bien vérifiée au rang n + 1. D'apres les axiomes
0 O 1

du raisonnement par récurrence, on en déduit que la propriété est vraie quel que soit n.



Exercice 7

-10
Soit A = ( 3 1) écrire toutes les matrices qui commutent avec A.

Solution

Remarquons tout d'abord que si la matrice commute avec A, nécessairement X est de format
(2,2). En effet si AX est possible, X a deux lignes et si XA est possible, X a deux colonnes.

P X (Xl ij Si AX = XA ( -X1 -X2 ) ((-X1+3X2) ij .
= . = s = s t
osons X3 X4 ' (3x1+x3) (3X2+X4) (-X34+3X4) X4 S0l
-X1 = -X1 + 3X» X1 0
3X1+X3=—X3+3X4 N X2=0
_ ou _n et X = 2
-X7 = X» 3%+ 2x3-3x4=0 X3 (X1 + 3 X3)

3X7 + X4 = X4

Exercice 8

12
l)SoitA:(

1 -2
que Y.A = O (ou O est la matrice nulle d'ordre 2 ).

j trouver une matrice X non nulle telle que A.X = O et une matrice Y telle

2) Trouver une matrice B non nulle d'ordre 2 telle que B2 = O.

Solution

1) Si 0 et A sont carrées est d'ordre 2, X et Y sont nécessairement carrées d'ordre 2.

X1 X (-x1+2x3) (-Xo+2X4) 00 X; +2x:=0
12j,allorssiAX:O,( e 2 4)2( ),soi{xl X3

P X= .
osons ( (X1-2X3)  (X2-2X4) 00 t X2+ 2x4=0

X3 X4

22
Une solution non triviale est par exemple Xx; =2, x3=1,x,=2etxgs=let X = ( | 1)

convient.

] 2y, -2 00 -
-y1+y2) 2yi Yz)jz( j’soit{}ﬁ y2

Y1 2
Posons Y = ( ) ,alors si YA =0, ( .
Y3 Ya (-y3+ya) (2y3 - 2ya) 00 Y3=Ya

11
Une solution est par exemple y; =y, =y3=ys=letY = ( 1 J convient.

) bi®+byb3=0
sz o ( (b1"+bsbs) (b1b2+b2b4)j (0 Oj . ) biba+bybs=0
,siB" =0, = S

(b1bs+ bsbs) (babs+bs?) 00 bibs+ bsbs =0
bybs + b42 =0

by
2) Posons B = bs by



bobs=-1

Choisissons b; = 1, on obtient alors Eig I Ei; ; 8 . by = 0 n'est pas solution, donc
bobs+ by’ =0
by=-1
nécessairement by = -1 et on obtient alors {b4 =-1 etb,=1etbs=-1 conviennent, une
bybs;=-1

11
solution est alors B = ( | J .

Exercice 9
Montrer que si A et B sont des matrices carrées d'ordre n : tr(AB) = tr(BA).

Solution

tr(AB) est la somme des éléments diagonaux de AB. Si A = (a;) et B = (bj), AB = (cii) et les

éléments de la diagonale de AB sont les c;j, tr(AB) = Zl Ci.Orc; = Zl ajjbj;.
i= j=

Donc tr(AB) = .Z Zl aijbji.

i=1 j=
De méme si B = (by;) et A = (aij) BA = (C'kj) ettr(BA)= X C'jj. Or C'jj =X bji ajj.
j=1 i=1

n n

Donc tr(BA) = Zl Zl b;i a;;. D'ou I'égalité de tr(AB) et tr(BA) puisque les signes "somme"
j=1i=

peuvent s'intervertir et que les a;; et b commutent.

Exercice 10
31

-11
commutent et donc que la formule du bindme de Newton s'applique).

Soit A = ( j . En posant A = B + 2I,, calculer B2. Calculer A" (remarquer que B et 2,

Solution

Rappel de la formule du binome de Newton :

n
Pour tous réels aet b, (a +b)" = kZO Cra'p™*

B Aol (3 1) (20) (1 lj B2 (00)
=A== 1) o2) Tlaa)tP =)

Remarquons que B et 2I, commutent (pour tout réel A, Al, commute avec n'importe quelle
matrice M puisque I, commute avec toutes les matrices et que M(AL) = AML) = MILM) =
(AML)M). On peut donc appliquer la formule du bindme de Newton valable dans R :

n
A"= (B +2DL)" = kgo C.*B*2L)™* = 2I)" + nB(2L,)™". En effet la formule s'arréte a ce terme

car toutes les puissances de B supérieures ou égales a 2 sont nulles.



Doy A" (2“0) (1 1)(2“‘1 0) (2“+nz“'1 n2"! j
A =lo2n) TMaalo 2T vt nopet)

Exercice 11

Oab
Soit N=| 00 ¢ |, calculer N". En déduire un moyen de calculer A si
000
3ab
A=| 0 -3 ¢ [.(Onremarquera que —31; et N commutent).
0 0-3
Solution
Oab Oab 00 ac 00 ac Oab 000
N’=[00c 00c |=/ 000 |[etN’=NN=[000 00c |=[000
000 000 000 000 000 000

Donc pour tout entier n > 3 N" = 0.
A =N - 3I5. N et —3I; commutent (c.f. exercice précédent). La formule du bindme de Newton

n -1
s'applique et A" = kgo Co¥ N¥(-315)"™* = (-3L3)" + nN(-3,)™" + H(HT) N? (-313)™. En effet la

formule s'arréte a ce terme car toutes les puissances de N supérieures ou égales a 3 sont
nulles.

-3)" 0 0 Oab 00 ac
A= 0 (-3 0 [+n-3)""|00¢c +%(_3)n-2 000 |,
0 0 (-3)" 000 000
(3" @@n(3)™) @t (3
A=l o @3 e
0 0 (-3)"

Exercice 12
Déterminer le rang des matrices suivantes :

0111
-1 32 1-12
1(1()) 2) 0 51 3)] 5-23 4 LOOT
)32 b ) b ) - b )0111
0-10 30-1
0111
Solution
1‘10‘ 2#0d (1()) d 2
)32—;& onc 39 est de rang 2.



-1 32 -1 32
2)1 051 =-1#0donc| O 5 1 | estderang3.
0-10 0-10
1-12 1-12 1 1
3) | 5-23 | =0donc| 5-2 3 | estderang<2.| 5 |et| -2 |ne sont pas proportionnels,
30 -1 30 -1 3 0
1-12
ce sont les coordonnées de vecteurs libres, | 5 -2 3 | est de rang 2.
30-1

4) Les premiers, troisieme et quatrieme vecteurs lignes de la matrice sont égaux donc
0111

1001
0111 est de rang au plus 2. Les deux premiers vecteurs lignes ne sont pas
0111
0111
1001
proportionnels, ils sont donc libres. Donc le rang de 0111 est 2.
0111



