Lecon 03 — Exercices

Rappel : pour x voisin de zéro

1
Tx =1+x+x2+x3+ ... +x0+x0€(x)

m(m-1) S m(m-1)...(m-n+1)

(1+x)m=1+mx + o X ol x"+ xng(x) (melR)

x2  x3 X"
In(14+x) = x -yttt (—1)“‘1; + X" €(X)

. x x2 X3 o
e_1+“+2!+3!+...+n!+x e(x)

Exercice 1

Etudier l'existence et la nature des extrema éventuels des fonctions f dans les cas suivants :
1) f(x,y) = x3 + 2xy - 2x2 - 2y2 2) f(x,y) = x3 + 3xy2 - 15x - 12y

3) f(x,y) = 2(x2+y2) - 4xy - 5 4) f(x,y) = x* - x2 + 2xy + y2

S)fxy) =In(x2+y2+1)-Ax2+y2 + 1

Solution

1) f(x,y) = x3 + 2xy - 2x2 - 2y2 est deux fois différentiable sur IR,
a) Recherche des points stationnaires :

i—s 24+2y-4 of =2x -4

of ) ch 2

g(xo, yo) = 0 si et seulement si 3xy” + 2yp —4x0=0,
of

a_y (X0, Yo) = 0 si et seulement si 2y, = Xo. Donc (xo,yo) est point stationnaire de f si et

. | Xo=2yo . ) ) ) 1
seulement si { 2y02 Jy0=0 - D'ou les deux points stationnaires A(0,0) et B(1, > ).
b) Conditions du second ordre :
o’f o’f o’f
of , of of
o= (axay) T o2 X ayz =24x - 12.
2
EnA(0,0):0=-12<0et P < 0. D'apres lecours A correspond a un maximum local de f.

1
En B(1, 5 ):0=12>0.D'apres le cours B est un point col (ou point selle).



2) f(x,y) = x3 + 3xy2 - 15x - 12y est deux fois différentiable sur IR?.
a) Recherche des points stationnaires :

of of

9 —=3x>+3y*- 15, dy =6xy-12

of
g (X0, Yo) = 0 si et seulement si 3)(02 + 3yo2 -15=0,

of
a_y (X0, Yo) = 0 si et seulement si Xpyp = 2. Donc (X¢,yo) est point stationnaire de f si et

X()2 + y02 =5

1
. vo = 0 n'est pas solution, on peut donc écrire xg = et le
Xoyo =2 Yo p p 0=7,

seulement si {

y04- 5}702+4:0
X()y() = 2

en posant Y = yoz, onobtient Y =1 ou Y =4. D'ou les quatre points stationnaires A(2,1),
B(-2,-1), C(1,2) et D(-1,-2).

systeme est équivalent a { . L'équation bicarrée yo* - 5yo” + 4 = 0 se résoud

b) Conditions du second ordre :

o°f o o
§:6x , a—ay =6y et F = 6x.
o°f 82f o

5= Gy~ ox 82_36(y_ <)
En AQ2,1),eten B(-2,-1): 6<0.
2

En AQ2,1)53 Iz > (. D'apres lecours A correspond a un minimun local de f .

2
En B(-2, -1) e < 0 . D'apres lecours A correspond a un maximun local de f.

En C(1,2) et en D(-1,-2) : A> 0. D'apres le cours C et D sont des points col (ou points selle).

3) f(x,y) = 2(x2+y?2) - 4xy — 5 est deux fois différentiable sur IR

a) Recherche des points stationnaires :

of of

a =4(x -y), a =4(y-x)

Donc (x0,y0) est point stationnaire de f si et seulement si X = yp. Ici il y a une infinité de
points stationnaires, ce sont les points de la droite d'équation y = x.

b) Conditions du second ordre :

o’f o’f o’f

aC=4 o oy TG =4

d= i M| azf =0.0 d 1 1 faut fai de di
(axay) - 8X a .2 = n ne peut donc pas conclure et il faut faire une étude directe

au voisinage de la droite d'équation y = Xx.
f(x,y) — f(x,x,) = 2(x2+y2) - 4xy = 2(x — y)* = 0. Cette droite correspond donc A un ensemble
de minima locaux de f.

4) f(x,y) = x4 - x2 + 2xy + y2 est deux fois différentiable sur IR.
a) Recherche des points stationnaires :

of of
i ——=4x— —-2x+ 2y, dy =2x +2y

of
I (X0, Yo) = O si et seulement si 4xo° — 2Xo + 2yo =0,



of

a_y (X0, Yo) = 0 si et seulement si yp = -Xo. Donc (Xo,yo) est point stationnaire de f si et

Axo(xo> - 1)=0

seulement si { Yo = -Xo . D'ou les trois points stationnaires A(0,0) et B(1, -1) et C(-1,1).

b) Conditions du second ordre :

o’f o’f o’f

az—l2x -2, > 9xdy :26t82=2.
o’f , of 8_2f

8=(Gray) " o Xoy? =824

En A(0,0) : 8 > 0. D'apres lecours A correspond a un point col de f.

azf
EnB(,-1)eten C(-1,1): 0<0et5 > FY > 0. D'apres le cours B et C correspondent a des

minima locaux de f.

5)f(x,y) =In(x2+y2 + 1) - #\[x2 + y2 + 1 est deux fois différentiable sur IR*(en effet pour
tous réels x et y, x2 + y2 + 1> 0).

a) Recherche des points stationnaires :

A 2x(1 -2 +y’+ 1) of 2y(d-2\X+y +1)

ox x2+y2+1 3y x2+y2+1 '

Pour tous réels x et y, x2+y2 + 1> let 1 - 2\[x2 +y2 + 1 <-1.

Donc (x0,y0) est point stationnaire de f si et seulement si xo= yo = 0. f a donc un seul point
stationnaire A(0,0).

b) Conditions du second ordre :
f  2x*+2y*+2 y2+ 1 o’f -4xy 4xy
W T2y 1) 224 )P axdy TRy 1 T Ay 2
o -2y2+2x2+2 X+ 1
0y T 2+y2+ 1) Yoaayre )7
2 2 2 2
En A(0,0) § = (aaaf) af §£=—4et§=—2<0.

D'apres lecours A correspond a un maximum local de f.

Remarque : Ici on aurait pu utiliser une méthode plus efficace en faisant un étude directe de
f(x,y) — £(0,0) au voisinage de (0,0) en utilisant des développements limités.
En effet f(x,y) — f(0,0) = In(x2 + y2 + 1) - 41/x2 + y2 + 1 et puisque x> + y* est voisin de 0
quand (x,y) est voisin de (0,0) :
In(x2+y2+ 1) =x2+y2 + (x2 + y2)e(x,y) (avec lim g(x,y) =0).

(X,y)—>(0,0)

1
N2 +y2+1 =1+ 5 x2 +y2 +(x2 +y2)e(x,y) (avec lim g(x,y) =0).

(X.)—(0.0)
1
D'ol f(x,y) — f(0,0) = x2 + y2 - 4(1 + 5 x2 +y2) + (x2 + y2)e(x,y) et

f(x,y) — £(0,0) = -2(x* + y*) < 0 au voisinage de (0,0). Et on retrouve bien que (0,0)
correspond a un maximum local de f.




Exercice 2

Soit f(x,y) = -x3 + xy2 + 2x - 2y.

1) Rechercher les extrema éventuels de la fonction f et préciser leur nature.

2) Etudier, selon la valeur du parametre m, 1'existence et la nature des extrema de f telle que :
f(x,y) = y3 + x2 - 3my.

Solution

1) f est deux fois différentiable sur IR
a) Recherche des points stationnaires :

of of
ax——3x +y +2, 8 =2xy—-2

of

g (X0, Yo) = 0 si et seulement si —3X()2 + y02 -2=0,

of ) . . . 1
B_y (X0, Yo) = 0 si et seulement si Xgyp = 1. Xo = 0 n'est pas solution, on peut donc écrire yy = X_o

Bxot+ 2%t +1=0
_ . L'équation bicarrée —3x04 + 2xo2 +1=0
XoYo = 1
) -1 ) ) )
se résoud en posant X = xoz, onobtient X=1ou X = 3 D'oti les deux points stationnaires

-1
X=73 = Xo” n'a pas de solution) A(1,1) et B(-1, -1).

et le systeme est équivalent a {

b) Conditions du second ordre :
of_ o oo
ox:= 0% oxdy y et ay* ~ X.
o’f of aZf
d=(5..) - 27 =
oxdy x> 8

=4y* +12x*>0en A et B.

D'apres le cours A et B sont des points col (ou points selle).

2) f(x,y) = y3 + x2 - 3my est deux fois différentiable sur IR,
a) Recherche des points stationnaires :

of of
aX_ZX , 8_ =3y* - 3m.

of
Sim < 0, pour tout ye IR, 5= dy = =3y®—3m >0 et f n'a pas de points stationnaires.

Sim =0, A(0,0) est le seul point stationnaire.
Sim>0,B(0 ,\/r_n ) et C(O, - \/El ) sont les deux seuls points stationnaires.

b) Conditions du second ordre :
azf i P i R
T axay T gy TV
82f 82f 32
8=Gray) " ax® Xoy =

=-12y > 0.

o*f
Sim> 0, en B(0 ,\/r_n ), 0<0et ﬁ > (0. D'apres le cours B correspond a un minimum local

de f. Par contre en C(0, - \/El ), 8> 0 et C est un point col de f.



Sim =0, § =0 et il faut faire une étude directe de f(x,y) — f(0,0) au voisinage de (0,0).

f(x,y) — £(0,0) = x* + y°, quantité qui change de signe sur tout voisinage de (0,0). En effet de
tels voisinages contiennent des points de la forme (0,y) avec y de signe quelconque etf(0,y) —
£(0,0) = y° est de signe quelconque. Ainsi A est un point col.

Exercice 3
Etudier I'existence et la nature des extrema des fonctions f suivantes définies sur R2 par :

1) f(x,y) = (X + y2 + 2y)e2x .
2) f(x,y) = (x2 + y»exp(x? - y? ).

Solution
1) f(x,y) = (x + y2 + 2y)e2x est deux fois différentiable sur IR

a) Recherche des points stationnaires :
i 2 2x i 2X
aX—(2x+2y +4y+1)e ,ay—(2y+2)e

of
g (X0, Yo) = 0 si et seulement si 2xg + 2yo2 +4y0+1=0,

of
a_y (X0, Yo) = 0 si et seulement si 2yp + 2 = 0 . Donc (x¢,Yo) est point stationnaire de f si et

seulement si {yzo
X

1
1=0 - D'ou le seul point stationnaire A(E ~-1).

b) Conditions du second ordre :
2 2 2

%) o’f o’
32 = 4x+4y" + 8y +4)e™ axay =4+ 4)e™ et P 2e™.
It , oFf If 8

1 of 1
_ gt n ot ot o 1 g1 1 X
8_(axay) a2 " 0y 4e”en A5 .-1). Or 5-3> 0 en A(5 .-1) et A correspond & un

minimum local de f.
2) f(x,y) = (x2 + y2)exp(x? - y2 ) est deux fois différentiable sur IR

a) Recherche des points stationnaires :

% =20+ + Dexp(x* - ¥, g—f] = 2y(x* +y* - Dexp(x” - y°)
of

g (X0, Yo) = 0 si et seulement si 2x0(x02 + y02 +1)=0,

of

8_y (X0, Yo) = 0 si et seulement si 2y0(x02 + y02 -1)=0. Or pour tous réels x et yo,

2 2 . . ) . L xe=0
Xo  + Yo + 1>0. Donc (X¢,yo) est point stationnaire de f si et seulement si { Yo (yOz “1)=0 -

D'ou les points stationnaires A(0,0), B(0,1) et C(0,-1).

b) Conditions du second ordre :



ot
PR (10x% + 2y% + 2 + 4x* + 4x%yP)exp(x® - y),
2 2
o Jf 2
xdy = -4xy(x” + yexp(x” - y) ot 5y =C 2x7 - 10y +2 + 4y + 4xyexp(x” - y).

En A(0,0) :
of , of 82f o’f
o= (axay )" - P 8 S 2 =-4et P 2. f atteint donc un minimum local en A(0,0).

En B(0,1) et C(0,-1) :
of , of P
A= (axay) Ix 37 X372 dy 5 =16e7> 0. B(0,1) et C(0,-1) sont donc des points col (ou points

selle) de f.

Exercice 4

Soit f(x,y)= (x+y) ex+Y)

1) Calculer les dérivées partielles de f et en déduire les points stationnaires de f.

2) Que donne la condition du second ordre quant a l'existence d'un extremum pour f(X,y).

3) Rappeler le développement limité de e" au voisinage de O.

Etudier alors la différence f(x,y) - f(xo,yo) au voisinage de tout point stationnaire (Xg,yo) de f.
Conclure quant aux extrema de f(x,y).

4) Pouvait-on trouver ce résultat plus simplement ? (justifier)

Solution

of
1) f(x,y)= (x+y) e+ admet des dérivées partielles sur IR® et 5= (x +y + 1e™

g—iz(x+y+1)e

(x+y)

Donc (xo,Yo0) est point stationnaire de f si et seulement si xg + yp + 1 = 0. Il y a donc une
infinité de points stationnaires, ce sont les points de la droite D d'équation x + y + 1 = 0.

2) Conditions du second ordre :

ﬁ _ 2 (X+y) azf _ 2 (x+y) a_zf _ 2 (x+y)

aX2—(x+y+ )e > Ixdy =(X+y+2e ay2—(x+y+ )e .
o°f o°f aZf

Donc 6 = (a dy ) - 32 X a_y2 = (0 et on ne peut pas conclure.

2 3 n
T IR S +u—+un£(u)avechm£(u) 0.
1121 T3 ! m

f(x,y) —f(x0,y0) = (x + y)e*™ - (X9 + yo)exp(Xg + yo). Or xg + yo + 1 = 0, donc
f(x,y) —f(x0,y0) = (x + y)e*™ + e Posons x + y = -1 + h, si (x,y) ezst voisin de D, h est voisin

h
de 0 et f(x,y) —f(xo.y0) = (-1 + e + e = -1 + W[ e (1 +h+ 5 +hem)] +¢.
h2
f(x,y) —f(xo,y0) ="' (5 +h’e(h)) avec lime(h) =
h—o

f(x,y) —f(x0,y0) = 0 au voisinage de D et la droite D d'équation x + y + 1 = 0 correspond donc
a des minima locaux de f.



4) En posant v = x +y, f(x,y) = ve" = F(v).

F'(v)=e" + ve' et F'(v) et change de signe en v = -1.

Siv<-1,F(v)<0etsiv>-1, F'(v) > 0. F atteint donc un minimum local en —1 et ce
minimum vaut —¢".On retrouve alors le résultat précédent : f atteint un minimum local pour
X+y=-1.

Exercice 5

Soit f(x,y,z) = x° + X’y — 4In(y” + z) + z° + 2z + 6y — 2yz.

1) Préciser 1'ensemble sur lequel f est deux fois différentiable.
2) Montrer que (0,1,1) est un point stationnaire de f.

3) Déterminer la nature de ce point stationnaire.

Solution

1) f est deux fois différentiable sur D = {(x,y,z)e IR? ; y2 +z#0}.

oA a ., 8
2) (0,1,1)e D et sur D, 8X:3X +2xy , ay:X —;2—_'_LZ +6-2z et
of 4
£=—y2+z+2z+2—2y.
of

g 0,1,1H)=0 ,g—}f/ 0,1,1H)=0 et% (0,1,1) =0. (0,1,1) est donc bien un point stationnaire de f.
3) f est une fonction de trois variables, il faut donc étudier A = f(x,y,z) — f(0,1,1) au voisinage
de (0,1,1). "Posonsy =1+ ketz=1 +t. (x,y,z) est voisin de (0,1,1) si et seulement si (x,k,t)
est voisin de (0,0,0).

A=1(x,1+k,1+1t)-10,1,1),

A= X +x*(1+h) —4InQ2+ Qk+ K>+ ) + 1 + 2t + P+ 2(1 + ) + 6(1 + k) = 2(1 + k)(1 + t)
—(-4In2 + 7).

Il faut faire un développement limité de In(2 + (2k + K+ t;) au voisinage (0,0,0).

k=t k=t
ln(2+(2k+k2+t))=ln2+ln(1+(k+3 +§))et (k+3 +§)estvoisinde0.
) K ot 1 K t,
Donc In(2 + 2k + k +t)):ln2+(k+? +§)— §(k+? +§) + reste.

Le terme "reste" désigne une quantité négligeable devant les termes d'ordre inférieur ou égal a
deux quand (k,t) est voisin de (0,0).

t 1 1
1n(2+(2k+k2+t)):1n2+k+§ 'Ekt' §t2+reste. D'ou

t 1 1

A= x2—4(1<+5 - kt- gtz)+2t+t2+2t+6k—2k—2t—2kt+reste,
3

A= x>+ B t* + reste. Donc A >0 pour (x,k,t) voisin de (0,0,0) et (0,1,1) correspond a un

minimum local de f.

Exercice 6
Déterminer et préciser la nature des extrema éventuels de la fonction f définie par :
f(x,y,z) = x> + 2y2 +27° + 2z(x —y) —2x —4y.

Solution



f admet des dérivées partielles sur IR’.
a) Recherche des points stationnaires :

of of of

g=2x+22—2 , a—y=4y—2z—4 et % =4z +2(x —y).
Xo+2zo=1

(X0,y0) est point stationnaire de f si et seulement si { 2yo-zo=2 . D'otl le point
Xo - Yo+ 270=0

stationnaire A(1,1,0).

b) Nature du point stationnaire A :
Ici encore , il faut donc étudier A = f(x,y,z) — f(1,1,0) au voisinage de (1,1,0). "Posons x =1 +
hety=1+k. (x,y,z) est voisin de (1,1,0) si et seulement si (h,k,z) est voisin de (0,0,0).
A = f(1+h,1+k,z) - f(0,1,1) = (1 + h)* + 2(1 + k)* + 22° + 2z(h — k) - 2(1 + h) = 4(1 + k) + 3,
A =h%+ 2k* + 22% + 2zh — 2zk = (h + 2)* + (z + k)* 2 0. On en déduit donc que f atteint un
minimum local en A(1,1,0).

Exercice 7
2. L Z -
Xy 2z
1) Déterminer 1'ensemble sur lequel f est différentiable.
2) Montrer que (1,1,-1) est un point stationnaire de f.
3) Déterminer la nature de ce point stationnaire (faire une étude locale en faisant une
translation pour se ramener a un voisinage de (0,0,0) et des développement limités a 1'ordre 2
si nécessaire )

1
Soit f(x,y,z) = 5 X

3 1 1 5 1 7
N.B.: Onpourraremarquerque:Ehz—hk+k2+tk+t2:(k—§h+§t)2+z(h+§t)2+ﬁ

.

Solution

1) f est deux fois différentiable sur D = {(x,y,z)e IR? ;x#0,y#0etz#0},
D={(x,y,2)e IR’ ; xyz #0}.
of y o 1 z

2)(1,1,—1)6@etsur@,&:x-xz , a_y=;+7 et
o 1 1
aZ —'y+ ZZ .

of of of ) . . .
i (1,1,-1)=0, dy (I,1,-1)=0c¢et % (1,1,-1) =0. (1,1,-1) est donc bien un point stationnaire

de f.

3) f est une fonction de trois variables, il faut donc étudier A = f(X,y,z) — f(1,1,-1) au voisinage
de (1,1,-1). "Posons x =1+h,y=1+ketz=-1+t. (X,y,z) est voisin de (1,1,-1) si et
seulement si (h,k,t) est voisin de (0,0,0).

1 1+k -1+t 1 7
A=f(1+h1+k-1+1t)-1(1,1,-1)= 5 (1+ h)2 +

l+h 1+k -1+t 2"




1 h?* 1 1 1
A=y +h+ + () - CL+ 00T A0 - Ty

1
-5,

. ( s . 1 1 1
Il faut faire des développements limités des trois termes T+ 1+k St 0

1
Onal_'_h :1—h+h2+reste,m =1—k +k>+reste et 1 —t-t*+reste.

A4t T
Le terme "reste" désigne une quantité négligeable devant les termes d'ordre inférieur ou égal a

deux quand la variable est voisine de 0.
2

1 h 7
A=5 +h+5 +(1+k)(1—h+h2)—(—1+t)(1—k+k2)—(—1—t—t2)—§ + reste,

3 11 5 1 7
A=§h2—hk+k2+tk+t2+reste=(k—§h+§t)2+Z(h+§t)2+Et2+reste(laderniére

égalité est donnée par 1'énoncé).
Donc A > 0 pour (h,k,t) voisin de (0,0,0) et f atteint un minimum local en A(1,1,-1).

Exercice 8

Soit la fonction de satisfaction : S = 58x + 76y - 5x2 - 2xy + 10y2 ol X et y sont des quantités
demandées des biens X et Y. Soit py =22 et py = 57 les prix de X et de Y. Quelles quantités
doit-on acheter de X et de Y pour maximiser sa satisfaction lorsque le budget consacré a ces
deux biens est P = 1367

Solution

On a donc la contrainte budgétaire (C) 22x + 57y = 136.
Et on veut optimiser S = 58x + 76y - 5x2 - 2xy + 10y2 sous la contrainte budgétaire (C).

13--5
Ici le Lagrangien n'est pas utile puisque x = TX et il suffit d'optimiser :

{—8897y2 + 35588y + 8056 =0

= 13- - 57y . On obtient y = 2 et x = 1. La satisfaction est optimisée avec
22
un bien X et 2 biens Y.

Exercice 9
Déterminer et préciser la nature des extrema éventuels de la fonction définie sur R2 par :
2
X . . .
f(x,y) = 9 (y-1)? sous la contrainte x2 + 2y = 3 par la méthode la plus simple.

Solution

1
f et la contrainte (C) x> + 2y = 3 sont différentiables sur IR* . D'autre pariciy = 5 3- XZ) et il
X 115,
=g+ G x) 1, 7 5, 1 , 1
suffit d'optimiser Lo(x) = 2 X-1g X+ et @'(x)=x(x"- 9 ).
y=50G-x)

D'ou le tableau de variation :



X -00 -3 0 2 +o0
¢'(x) - 0 + 0 - 0 +
¢

. . : .. 7
On en déduit que @ atteint un maximum local en x = 0 et deux minima locaux en x = - l3£ et

) . . 3 ..
X="3". Donc f atteint, sous la contrainte (C) un maximum local en (0, 5 ) et deux minima

\7

\[7 10 10
locauxen(—3 ,?)eten(3 ,?).

Exercice 10

Soient f et g les fonctions définies par f(x,y,z) = x> + (y - 1)2 +(z - 2)2 et g((x,y,z) = f(x,y,z) +
3

X,

1) f admet-elle un maximum global? Un minimum global ? un maximum local ? un minimum

local? (justifier les réponses)

2) Mémes question pour g.

Solution

1) Quand x, ou y ou z tend vers l'infini f tend vers +oo, donc f n'a pas de maximum global.
D'autre part pour tout (x,y,z)e IR, f(x,y,z) = x> + (y - 1)* + (z — 2)> 2 0 = f(0,1,2). Donc f
atteint un minimum global en (0,1,2) qui vaut 0. C'est aussi un minimum local de f.

of of of
P =2x , 8 =2(y-1) et =2(z - 2). Donc (0,1,2) est le seul point stationnaire de f est

c'est le seul minimum local de f.

2) De méme quand x tend vers +oo, g tend vers +oo, donc g n'a pas de maximum global.
Quand x tend vers -0, g tend vers -co, donc g n'a pas de minimum global.

d d d
5‘% =2x +3x%, 5‘;{; =2(y—1) et 5% =2(z - 2). g a donc deux points stationnaires (0,1,2) et

(—5,1,2).

g(x,y,z) - g(0,1,2) = x> + (y-— 1)2 +(z - 2)2 +x0 =+ (y-— 1)2 +(z - 2)2 au voisinage de
(0,1,2) (en effet au voisinage de 0, x> est négligeable devant xz). Donc g(x,y,z) - g(0,1,2) 20
au voisinage de (O 1,2) et g atteint un minimum local en (0,1,2).

44
A=g(x,y,z) - g(3,1 2)= X+(y—1) +(z - 2) +x° —27.

2 2
Posons x = 3+ h,y=1+ketz=2+t (X,y,z) est voisin de (- 3> 1, 2) si et seulement si

(h,k t) est voisin de (0,0 0)
5 44 14 , 3 4 ,
A= ( 3 +h) + K+ ¢ +( 3 +h) -9 —h*+kK++h ~—?h + K+t au voisinage
de (0,0,0). Sur tout voisinage de (0,0,0) on peut avoir h = 0 et A> 0. Sur tout voisinage de
10



(0,0,0) on peut aussi avoir k =t =0 et A <0. Ainsi A change de signe pour (h,k,t) voisin de
2
(0,0,0). Ainsi (- 3 1, 2) est un point col de g.

g a donc seulement un minimum local et pas de maximum local.

Exercice 11
Soient f et g des fonctions de IR3 dans IR définies par :

1
f(x,y.z) =% x2 +y2 +Inlzl et g(x,y,2) =x + 2z + 2.
1) Préciser l'ensemble sur lequel f et g admettent des dérivées partielles d'ordre 2.

2) Déterminer le plus simplement possible les extrema de f sous la contrainte
2(x,y,2)=0.

Solution
1) f et g admettent des dérivées partielles d'ordre 2 sur D = {(x,y,z)e IR? ;z#0}.

2) Ici on peut écrire x = -z — 2 et optimiser f sous la contrainte (C) X + z + 2 = O revient a

1 2, 2
o(y,z) = 5 (z+2)" +y +Inlzl
optimiser

X=-z-2
(x,y,2)e D
b) 0 1 Z2+2z2+1 1)*
Siz#0, 5(5:2}’ et 5(3 =Z+2+;=Z * ZZ+ =(Z+Z ) . @ a donc pour unique point
stationnaire A(0,-1) (=1 # 0).
Yo _, ¢ o’ Do , ¢

0 1
ay2 =2, dyoz =0et 3= 1—? etS:(ayaz )2—(ayz )(822):_2(1_?):0' On ne peut

pas conclure et il fautt faire une étude directe de @(y,z) - ¢(0,-1) au voisinage de (0,-1).
Posons z = -1 +t, (y,z) est voisin de (0,-1) si et seulement si (y,t) est voisin de (0,0) et
—1+t<Odonclzl=I-1 +tI=1-t.

1 s 1 1 £, 1, 1
o(y,z) - (p(O,—l):E(l +t)"+y +In(l-1) -5 =5 +t+5 +y +(—t—§t +reste)—§.
Le terme "reste" désigne une quantité négligeable devant les termes d'ordre inférieur ou égal a
deux quand t est voisin de 0.
o(y,z) - (0,-1) = 2+ y2 + reste.
Donc ¢ (y,z) - ¢(0,-1) = 0 pour (y,t) voisin de (0,0) et @ atteint un minimum en (0,-1).
Donc f sous la contrainte (C) atteint un minimum local en (-1, 0,-1).

Exercice 12

Déterminer et préciser la nature des extrema éventuels des fonctions f suivantes, les variables
X et y étant liées par une contrainte :

1) f(x,y) = 3x - 5y, (x-1)2 + (y+1)2 = 2.

2) f(x,y)=2x+y,x +y*=5

Solution

1) f et la contrainte (C) (x-1)2 + (y+1)2 = 2 admettent des dérivées partielles a tous les ordres
sur IR?.

11



Ici il faut utiliser le Lagrangien L(x,y,A) = 3x — 5y + A((x-1)% + (y+1)2 - 2).
a) Recherche des points stationnaires du Lagrangien :

L 3hx-1) T Sa2h () et B = (x4 (v -

dy ~
(X0,y0) est un point stationnaire de L pour la valeur Ao de A si et seulement si
27\@ (X() - 1) =-3 3 5
20(yo+ 1) =5 . Ao =0 n'est pas solution et xo = 1 + bYW etyo=-1+ DYV En
(Xo- 12+ (yo+ 1)2=2 o 0 0
17

reportant dans la derniere équation on obtient Ao = & B Et on a deux points stationnaires :

A(l - £ : +AE £ et B(1 + AC,- AE
k:—ﬂ.

2

) pour A = ) pour

b

b) Etude de A = f(x,y) — f(x0,Yo0) au voisinage de (Xo,yo) sous (C).

3\/_7 5\/1_7
1+797)
317 S5V17

Posons x =1 —A”E +hety=-1 +A17E + k. (x,y) est voisin de (1 -
A= 3h-5k

si et seulement si (h,k) est voisin de (0,0). Onay , 6\17 ,  10W/17 .
h” - 17 h+k™+ 17 k=0

\17

17
La derniere équation (contrainte) donne 3h — 5k = > (h2 + kz). Donc A = 325 (h2 + kz) >0

pour (h,k) voisin de (0,0) et, sous la contrainte (C), f atteint un minimum local en A.

317 5\17

Pour B(l + 17 ° -1- 17 )

317 517

Posons x =1 + 17 +het y=-1- 17 + k. (x,y) est voisin de (1 +
A= 3h-5k

i et seul t si (h,k) est voisin de (0,0). O o017 10017 .

si et seulement si (h,k) est voisin de (0,0). On a 2 4 = ht k. L K=0

V17 (h? + k).

Pour A(1 -

1+

117 517
17 ltTr )

1-

/17 /17
17 )

La derniere équation (contrainte) donne 3h — 5k = - >
17
Donc A = - 325 (h2 + kz) < 0 pour (h,k) voisin de (0,0) et, sous la contrainte (C), f atteint un

maximum local en B.

2) f et la contrainte (C) x2 + y2 = 5 admettent des dérivées partielles a tous les ordres sur IR
Ici il faut utiliser le Lagrangien L(x,y,A) = 2x + y + A( X2 + y2 - 5).
a) Recherche des points stationnaires du Lagrangien :

JL aL JL
24 \2
Ox o =2+2Ax , 8 = 1+2\y et 3, TR - 5.
;L()X() =-1
(X0,Yo) est un point stationnaire de L pour la valeur A de A si et seulement si | 2Agyo = -1
X()2 + yO2 =5

12



-1 -1

Ao =0, n'est pas solution et xo = k_ et yp = K . En reportant dans la derni¢re équation on
0 0

1 1
obtient Ay =+ 5- Et on a deux points stationnaires : A(-2 , -1) pour A = 5 et B(2,1) pour

k:—i.

b) Etude de A = f(x,y) — f(x0,Yo0) au voisinage de (Xo,yo) sous (C).
Pour A(-2, -1):
Posons x =-2+h et y=-1+k. (x,y) est voisin de (-2, -1) si et seulement si (h,k) est voisin

A= 2h+k
de(O,O).Ona{h2_4h+k2_2k=0 .

1 1
La derniere équation (contrainte) donne 2h +k = 5 (h* + k%). Donc A = 5 M +kH>0 pour

(h,k) voisin de (0,0) et, sous la contrainte (C), f atteint un minimum local en A.

Pour B(2,1):
Posons x =2 +h et y=1+k. (x,y) est voisin de (2, 1) si et seulement si (h,k) est voisin de

A= 2h+k
(O’O)'Ona{h2+4h+k2+2k=0 '

1 1
La derniere équation (contrainte) donne 2h +k = - 5 (h2 + kz). Donc A = - 5 (h2 + kz) <0

pour (h,k) voisin de (0,0) et, sous la contrainte (C), f atteint un maximum local en B.

Exercice 13

Soit f la fonction définie par f(x,y) = - x> + 2x que l'on cherche 2 optimiser sous la

1 +xy
contrainte ¢ = 2y* + 1.

1) Déterminer 1'ensemble sur lequel f est différentiable.

2) Montrer que (1,0) est un point stationnaire du Lagrangien.

Solution

1) f est différentiable sur © = {(X,y)e IR? ; Xy #-1}. La contrainte est différentiable sur IR

2) (1,0)e D etsur D et pour A IR, L(x,y, A) =7 - x>+ 2x + A( e - 2y* — 1).

1 +xy
dL _ X a_L -X X
ox = (L1 xy) -2X + 2+ Aye? 3y = (1+xy) + M xe™ -4y) et
%:e"y—Zyz—l.
JdL

oL oL
% (1,0)= 0, g 0,1)=-1+A et M 0. Donc (1,0) est bien un point un point stationnaire

du Lagrangien L correspondant a la valeur 1 du multiplicateur de Lagrange A.

13



Exercice 14
Soit f 1a fonction définie sur IR? par f(x,y) = x2 + y2 + 4x - 2y + 1. On considere f sous la
contrainte (C) 4x2 - y2 = 0.

4 8
1) Montrer que A = (- 53 ) est un point stationnaire du Lagrangien.

2) A est-il un extrema de f sous la contrainte (C)?

Solution

1) f est différentiable sur IR? ainsi que (C).

Le Lagrangien est L(x,y,A) = x2 + y2 + 4x - 2y + 1 + A(4x2 — y7).
JL JL JL

% =2x +4 + 8Ax, dy =2y -2-2MAy et 87\,_4X —y

oL 4 8 12 32, oL 4 8 6 16 L 4 8
ox 055075 s Mgy C55) =5 s ke C ’5)=0-
3 dL 4 8 JdL 4 8 JL 4
Doncs1?u—§ a_x( 5 5) 'y 5 (-Z 5 5) Oeta( 5 5) 0.EtA(-Z 5 5)estblen

un point stationnaire de L correspondant a A =

o0 |W

4 8
2) Nature de A(- 535 ):
) ) 4 8 .. 4 8
Etudions le signe de Etude de A = f(x,y) — f(- 53 ) au voisinage de (- 53 ) sous (C).

4 8 4 8
Posons x = - 5+ hety= g + k. (x,y) est voisin de (- g 5 ) si et seulement si (h,k) est

=(-z 5 +h)? +(5 + K +4(-% 5 +h) - 2(5 +k)+1
voisin de (0,0). On a 4 ,
(-3 +h)2—(§ +k)’=0

_ 126 o o
A_5h+5k+h+k 12 6 3 ., 5, 5,

2 6 Donc? h+§k=§(4h -k etA= 5 h +§k >0.

hsk+4h°-k*=0
-5

4 8
A(- 53 ) correspond donc a un minimum de f sous la contrainte (C).

Exercice 15

Un fabricant de gravier pour cours de maison en produit 2 catégories : du gravier grossier et
du gravier fin. Une tonne de gravier grossier nécessite 2 heures de broyage, 5 heures de
criblage et 8 heures de séchage. Une tonne de gravier fin exige 6 heures de broyage, 3 heures
de criblage et 2 heures de séchage. La marge de profit est de 40 € pour le gravier grossier et
de 50 € pour le gravier fin. Le fabricant dispose de 36 heures pour le broyage, 30 pour le
criblage et de 40 heures pour le séchage.

Déterminer la combinaison des produits qui maximisera les profits.

Solution
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Soit IT le profit du fabriquant. Si x est la quantité de gravier grossier (en tonnes) et y celle de
2x + 6y < 6 (broyage)

5x + 3y <30 (criblage)
8x + 2y <40 (séchage)
xeNetyeN
On représente les droites Dy, D, et D3 d'équations respectives, 2x + 6y = 36, 5x + 3y =30 et
8x + 2y =40.

La zone de contrainte est dans le premier quadrant (car x > 0 et y > 0) et a l'intersection des
trois demi-plans définis par les inégalités si dessus et délimités par ces trois droites (zone
verte du dessin). Soit Dy, les droites d'équation
40x + 50y - IT = 0 (IT joue le role de parametre). Plus la droite Dyy est éloignée de 1'origine,

gravier fin (en tonnes). On a : I1 = 40x + 50y et les contraintes

I1
plus IT est grand (% est I'ordonnée a I'origine). Le point cherché correspondant au profit

maximum est a l'intersection de la zone de contrainte et de la droite Dyy 1a plus éloignée de O
(droite rouge). Cest le point A(3,5). Le profit maximum correspond a 3 tonnes de gravier
grossier et 5 tonnesde gravier fin. Et le profit maximum vaut IT,,x = 3x40 + 5x50 = 370 €.

v A
D3
19 -
] Dessin de l'exercice n”15
17 <
T 1
50 45 ™~
D2 T N
= AN
i N
~N
'IT|;||:]:|.\ \
) ~N
D1 3 N N
N
4 2 N D'IT Hx+350y-TT=0)
s ] 3 N
4 5 N
1 4 = I ~
i
i I I } I I I I I 1 1 LI | I I 1 I L] h
1 3 D 1 13 15 D1 X
T max

Exercice 16
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La société anonyme des fonderies de Bretagne fabrique, entre autres produits, deux articles Py
et P, qu'elle vend a des grossistes aux prix respectifs de 320€ et SO0€. La fabrication des
produits P; et P, nécessite 1'utilisation, dans un ordre quelconque de 3 types de machines
notées M, M, et M3, pendant des temps exprimés en minutes dans le tableau suivant :

Machines | M; | M, | M3
Produits
P, 20 |50 |10
P, 30 |50 (40

Pour cette fabrication, ces machines sont disponibles au cours d'un mois :

300h pour les machines M, 500h pour les machines M, et 200h pour les machines Ms.
Les marges sur cotits variables, en pourcentage du prix de vente, s'élevent a 25% pour Py,
20% pour P,.

1) Préciser un programme de production permettant d'obtenir la marge sur cofit variable
maximale et le résoudre par la méthode graphique.

2) En déduire le chiffre d'affaire prévisionnel mensuel.

3) Une société X propose de louer I'ensemble des heures disponibles de M|, M, et M3 aux
fonderies de Bretagne. On cherche a déterminer le prix de la location d'une minute de My,
d'une minute de M, et d'une minute de M3. Le marché ne peut se traiter bien-siir que dans la
mesure ou la location du temps machine équivalent a la production d'une unité de P(resp. P;)
"rapporte" davantage qu'une unité de P;(resp. P,). 1l s'agit ici du probleme dual au précédent.
Poser le probléme sans le résoudre.

Solution

1) Si on fabrique x produits P; et y produits P, on a les contraintes suivantes :
2x + 3y < 1800

<
20x + 30y < 300%60 (pour Mp) | 7 y < 600
50x + 50y < 50060 (pour Ma) soit ) 401500
: <
10x + 40y < 200x60 (pour M) xeNetyeN

La marge M sera alors M = 25%(320x) + 20%(500y). On veut donc optimiser
M 4
M = 80x + 100y (ou 100 =5%+ y). La zone de contrainte est la zone grisée, dans le premier

quadrant (car x > 0 et y > 0) et a l'intersection des trois demi-plans définis par les inégalités si
dessus et délimités par les D; (2x + 3y = 1800), D, (x + y = 600) et D3 (x + 4y = 1200). On

M M
cherche la droite Dy (4x + Sy = 20 ) située dans cette zone, d'ordonnée a 1'origine (ﬁ )

maximum (la plus éloignée de 0). La droite cherchée Dy, (droite rouge) rencontre la zone de
contrainte en A(400,200). Le maximum de M est donc atteint pour x = 400 et y = 200 et
Mpnax = 80x400 + 100x200 = 52 000€

2) Le chiffre d'affaire prévisionnel mensuel sera alors de 320x400 + 500x200 = 228 000%€.

3) Soit x le prix de la minute de M, y celui de M; et z celui de Ms. Pour P, le prix de revient
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est 20x + 50y + 40z, et P; rapporte 80€. De méme le prix de revient de P, est 30x + 50y +

40z, et P, rapporte 100€. X veut bien sir minimiser le colit global de 1'opération soit rendre
20x + 50y + 10z >80

300x60x + 500x60y + 200x60z minimum sous les contraintes {30){ + 50y + 40z > 100
x20ety=20etz=20

Dessin de l'exercice n”16

Fone de contrainte

I I I I I 1 I I I I I i i b‘
100 200 300 400 500 600 70O 800 900 1000 1100 1200 X

D2 pmax bl D3

Exercice 17

Dans une exploitation agricole, on doit choisir entre deux types d'engrais A et B pour fertiliser
les terres. Celles-ci requierent au moins 60 kg de potassium, 120g de calcium et 90g de
sodium par hectare.

Dans un paquet d'engrais A, il y a 1 kg de potassium, 3kg de calcium et 3kg de sodium.

Dans un paquet B, il y a 2kg de potassium, 2kg de calcium et 1kg de sodium.

Quelles sont les quantités optimales de A et de B a utiliser par hectare, si le prix des paquets
est de 100€ pour A et pour B.

Solution

Soit x le nombre de paquets A et y le nombre de paquets B. On a les contraintes

17



X +2y =60
3x +2y =120
3x+y=90
xeNetyeN
La zone de contrainte est la zone verte , dans le premier quadrant (car x 20ety >0) et a
l'intersection des trois demi-plans définis par les inégalités si dessus et délimités par les D; (x

+ 2y =60), D, (3x + 2y = 120) et D3 (3x + y = 90). On cherche la droite Dp (x +y =

P
et on doit minimiser le prix des paquets, P = 100x + 100y (ou 100 =X+ y).

P

100’
P

située dans cette zone et d'ordonnée a l'origine (—1 00 ) minimum. La droite cherchée Dy,

(droite rouge) rencontre la zone de contrainte en A(30,15). Le minimum de P est donc atteint
pourx =30ety=15et
Pin = 100x30 + 100x15 = 4500€ par hectare.

D3 D2 Dmin
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