
 

Cours de Mathématiques L2 EAD-Canège - Université Paris Sud-11 - UFR Jean Monnet  - Page 1 sur 16 

Leçon 03 – Cours : L'optimisation revisitée  
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Objectif: Nous résolvons les problèmes d'optimisation libre à plusieurs variables et nous 
abordons les problèmes d'optimisation liée. Nous traitons aussi de la programmation linéaire, 
outil très utile pour les gestionnaires. 
Cette leçon est fondamentale pour des économistes et des gestionnaires qui sont très souvent 
confrontés à des problèmes d'optimisation. 
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1. Fonctions à plusieurs variables – Optimisation libre 

1.1. Maximum local  minimum local d'une fonction à deux 
variables 

 En généralisant les notions de maximum local et minimum local définies dans le cas 
d'une fonction à une variable au cas d'une fonction f  à deux variables telle que   
(x,y)  f(x,y),  
 

on dira que f atteint un maximum local en (x0,y0)  lorsque : 
        f(x0,y0)  f(x,y) pour tout (x,y) appartenant à un voisinage de (x0,y0) (un voisinage de 
(x0,y0), c'est par exemple un disque de centre (x0,y0) et de rayon non nul). 
 

 
 

De même, f atteindra un minimum local en (x0,y0) si et seulement si pour tout (x,y) 
appartenant à un voisinage de (x0,y0) :  f(x0,y0)  f(x,y). 
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1.1.1. Condition du premier ordre  

 Supposons que f ait des dérivées partielles du 1er ordre en (x0,y0).  
 
Si f admet un maximum  local en (x0,y0), les fonctions d'une variable,  
 : x  f(x,y0) (y0 est fixé, la seule variable est x) et  
 : y  f(x0,y) (x0 est fixé, la variable est y)  
admettent un maximum local en x0 pour  et en y0 pour . Or D'après l'hypothèse,  est 

dérivable en x0 ('(x0) = 
∂f
∂x(x0,y0)  )et  en y0 ('(y0) = 

∂f
∂y(x0,y0)).  

Donc la dérivée première de  est nulle en x0 et celle de  est nulle en y0, ce qui s'écrit : 
 

∂f
∂x (x0,y0)  = 0    et   

∂f
∂y (x0,y0)  = 0 (conditions du 1er ordre). 

 
 
Un point dont les coordonnées vérifient ces conditions s'appelle un point stationnaire. 
 
 
Attention : Ces conditions ne sont pas suffisantes pour avoir un extremum (il suffit 
d'observer le dessin ci-dessous). 

 
En effet S correspond à un maximum pour  (correspond à la courbe U, y étant 

constant et égal à y0)  et à un minimum pour  (correspond à la courbe T, x étant constant et 

égal à x0) donc 
∂f
∂x (x0,y0)  = 0 et 

∂f
∂y (x0,y0)  = 0.  

Or S n'est pas un extremum pour f, on dit que c'est un point-col ou un point-selle. 
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1.1.2. Condition du second ordre 

Si f a des dérivées partielles du second ordre continues sur un voisinage V de (x0,y0), 
on a la formule de Taylor :         

(x,y)V :    f(x,y) = f(x0,y0) + (x-xo) 
∂f
∂x (x0,y0)  + (y-y0) 

∂f
∂y (x0,y0)  +  

   
1
2  [(x-x0)2 

f
x2 (x0,y0) + 2(x-x0)(y-y0) 

f
xy

 (x0,y0) + (y-y0)2
f
y2 (x0,y0)]  

  + o((x-x0)2,(y-y0)2). 
 
 
Et si les conditions du 1er ordre sont vérifiées au point stationnaire (x0,y0), on obtient 

f = f(x,y) - f(x0,y0) = 
1
2  [(x-x0)2

f
x2 (x0,y0) + 2(x-x0)(y-y0) 

f
xy

 (x0,y0) +  

             + (y-y0)2
f
y2 (x0,y0)] + o((x-x0)2,(y-y0)2). 

f admet effectivement un extremum local en (x0,y0) si et seulement si f est de signe constant 
sur un voisinage de (x0,y0).  
Il suffit donc que la quantité entre crochets soit de signe constant puisque  
o((x-x0)2,(y-y0)2) est négligeable devant le crochet (sauf si le crochet est  nul sur un voisinage 
de (x0,y0)). 

Cela s'écrit : ( 
x-x0

y-y0
  )

2f
x2 (x0,y0) + 2( 

x-x0

y-y0
  )

f
xy

(x0,y0) + 
f
y2 (x0,y0) de signe constant. C'est 

un trinôme du second degré en  
x-x0

y-y0
   qui aura un signe constant si son discriminant est 

strictement négatif, soit 
 

  
f
x2 (x0,y0)2 - 

f
x2 (x0,y0) 

f
y2 (x0,y0) < 0.   

 

Le trinôme sera positif si 
f
x2 (x0,y0) > 0 (ou 

f
y2 (x0,y0) > 0), et la différence  

f(x,y) - f(x0,y0) sera positive, on aura donc un minimum local en (x0,y0). 
  

Par contre si 
f
x2 (x0,y0) < 0 (ou 

f
y2 (x0,y0) < 0) ce sera un maximum local. 

 

Si  
f
x2 (x0,y0)2 - 

f
x2 (x0,y0)f"yy(x0,y0) > 0, le trinôme change de signe et cela correspond à un 

point-col. On n'a pas d'extremum. 



 

Cours de Mathématiques L2 EAD-Canège - Université Paris Sud-11 - UFR Jean Monnet  - Page 5 sur 16 

 

Si 
f
xy

 (x0,y0)2 - 
f
x2 (x0,y0) 

f
y2 (x0,y0) = 0  on ne peut pas conclure et il faut pousser plus loin 

le développement limité. 
 
En résumé nous avons obtenu :  
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 Si f est une fonction des deux variables x et y, ayant des dérivées partielles du second 
ordre continues, pour que f admette un extremum local en (x0,y0), il faut que   

∂f
∂x (x0,y0) = 

∂f
∂y (x0,y0) = 0   (conditions du premier ordre)  

 
Mais ces conditions ne sont pas suffisantes et un point dont les coordonnées les vérifient 
s'appelle un point stationnaire. 
 

Si de plus 
f
xy

(x0,y0)2 - 
f
x2(x0,y0) 

f
y2(x0,y0) < 0 alors f admet effectivement un extremum 

local en (x0,y0) (condition du second ordre). 
 

C'est un maximum si 
f
x2 (x0,y0) < 0   (ou f"yy(x0,y0) < 0). 

C'est un minimum si 
f
x2 (x0,y0) > 0   (ou f"yy(x0,y0) > 0). 

 

Si  
f
xy

 (x0,y0)2 - 
f
x2 (x0,y0) 

f
y2 (x0,y0) > 0, f n'admet pas d'extremum en (x0,y0) mais un 

point-col (ou point-selle). 
 

Si  
f
xy

 (x0,y0 )
2 - 

f
x2 (x0,y0) 

f
y2 (x0,y0) = 0 on ne peut conclure. 

1.1.3. Le cas des fonctions à plus de deux variables 

Soit f une fonction de 3 variables ou plus, différentiable. 
 
Pour déterminer les extrema d'une fonction de 3 variables (ou plus), on commence par 
déterminer les points stationnaires (x0,y0,z0) en écrivant que toutes les dérivées partielles sont 
nulles. 
 
La condition du second ordre ne s'applique plus. On doit alors étudier directement la 
différence f = f(x,y,z) - f(x0,y0,z0). Il est souvent astucieux de faire le changement de 
variables  x = x0 + h, y = y0 + k et z = z0 + t. 
On se ramène ainsi à un voisinage de (0,0,0).  
En effet, (x,y,z) voisin de (x0,y0,z0) équivaut à (h,k,t) voisin de (0,0,0). 
On pensera aussi à utiliser des développements limités (à l'ordre 2). 
 
Si f est positif (respectivement négatif) pour (h,k,t) voisin de (0,0,0), (x0,y0,z0) correspond à 
un minimum ( respectivement un maximum ) de f. 
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Exemple 

Déterminons les extrema de la fonction suivante : 
f : (x,y,z)  xlny + zlnx - y. 

N.B. : On pourra remarquer que  - 
1
2 k2 + hk + zh = - 

1
2 (k-h)2 + 

1
2 (h+z)2 - 

1
2 z2.

 

Solution 
 
1ère étape : ensemble de dérivation  

f est définie et admet des dérivées partielles d'ordre 2 continues sur  
D = {(x,y,z) , x > 0 et y > 0}. 
 
2ème étape : recherche des points stationnaires, conditions du premier ordre. 

Sur D : (x0,y0,z0) est un point stationnaires si et seulement si : (I) 



lny0 +

z0

x0
 = 0

x0

y0
 - 1 = 0

lnx0 = 0

 . 

La dernière équation donne x0 = 1, la deuxième donne alors y0 = 1 et la troisième z0 = 0. Et (I) 

 


x0 = 1
y0 = 1
z0 = 0

 . Ainsi A(1,1,0) est le seul point stationnaire. 

 
3ème étape : nature des points stationnaires 

Pour savoir si le point stationnaire A(1,1,0) est un extremum, on commence par poser  
x = 1 + h et y = 1 + k (pas de changement de variable pour z car z est déjà voisin de 0).  
 

Puis on étudie le signe de f = accroissement f(x,y,z) – f(1,1,0) = f(1+h,1+k,z) – f(1,1,0) pour 
(x,y,z) voisin de (1,1,0) ou (h, k, z) voisin de (0,0,0). 
 

Si f a un signe constant pour (h,k,z) voisin de (0,0,0), A est un extremum.  
C'est un maximum si f < 0, et un minimum si f > 0.  
 

Si le signe de  n'est pas constant, A est un point-col.  
 

f = (1+h)ln(1+k) +ztln(1+h) - (1+k) - (-1).  
 

Pour étudier le signe de cette expression on en fait un développement limité à l'ordre 2 au 
voisinage de (0,0,0) (c.f. rappel ci-desous). 
 

Or pour h et k voisins de zéro : 

ln(1+k) = k - 
k2

2   + k2(k) avec lim
k

 (k)=0   et  ln(1+h) = h - 
h2

2   + h2(h) avec lim
h

 (h)=0. 

 

Donc f = (1+h)[k - 
k2

2   + k2(k)] + z[h - 
h2

2   + h2(h)] - 1 - k + 1 

f = - 
1
2 k2 + hk + zh + [- 

1
2 hk2 + k2(h) + hk2(k) - 

1
2 zh2 + zh2(h)] 

Or le crochet est négligeable devant les autres termes quand (h,k,z) est voisin de (0,0,0), donc 
 

f ~ - 
1
2 (k-h)2 + 

1
2 (h+z)2 - 

1
2 z2 (ici on a utiliser le N.B. du début). 



 

Page 8 sur 16 - Cours de Mathématiques 2 Aunège - Université Paris Sud-11 - UFR Jean Monnet 

 
Remarque : L'essentiel ici est de bien comprendre la conduite des calculs.  
Dans le cadre de l'optimisation sans contrainte f est toujours équivalent aux termes de degré 
2 (les termes constants et les termes de degré 1 s'annulent et les autres termes sont de degré 
supérieur à 2, donc négligeables).  
 
Il faut comprendre que l'on cherche le signe de f au voisinage de (0,0,0) et que les termes de 
degré 2, mis sous la forme d’une somme algébrique de carrés permettent de répondre à la 
question comme le prouve la suite. 
 
Si h = -z  (et cela peut se produire dans tout voisinage de (0,0,0)) f < 0 et  
si z = 0 et h = k (et cela peut se produire dans tout voisinage de (0,0,0)) f > 0.  
f n'a donc pas un signe constant au voisinage de (0,0,0) et A(1,1,0) est un point-col. 
 

 
Rappel : pour x voisin de zéro (c.f. leçon 6 du cours de Mathématiques 1 (niveau L1)) et 

pour une fonction qui tend vers zéro en zéro : 
 

1
1-x   = 1 + x + x2 + x3 + … + xn + xn + (x) 

(1 + x)m = 1 + mx + 
m(m-1)

2!   x2 + … + 
m(m-1)…(m-n+1)

n!   xn + xn (x)   (mIR) 

ln(1+x) = x - 
x2

2   + 
x3

3   + … + (-1)n-1 
xn

n   + xn (x) 

ex = 1 + 
x
1! + 

x2

2!  + 
x3

3!  + … + 
xn

n!  + xn (x) 

2. Optimisation sous contrainte 

 L'optimisation sous contrainte consiste à optimiser une fonction de plusieurs variables, 
ces variables étant liées entre elle par une relation (contrainte). 
 Nous considèrerons que toutes les fonctions qui interviennent dans ce paragraphe ont 
des dérivées partielles secondes continues. Mais pour mieux comprendre cette nouvelle notion 
traitons un exemple simple.   
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Exemple économique :  

On considère un consommateur ayant un budget R et devant acheter 2 biens en quantité x et y, 
sachant que les prix respectifs de ces biens sont px et py. On sait d'autre part que ce 
consommateur est indifférent à certaines combinaisons des biens, d'où l'existence de courbes 
d'indifférence d’équation f(x,y) = constante  

 
Le problème qui se pose est alors d'accroître au maximum la satisfaction du consommateur (la 
satisfaction du consommateur est d’autant plus grande qu’on s’éloigne de l’origine), tout en 
respectant la contrainte budgétaire 
Ici on peut résoudre le problème graphiquement. Le point correspondant au maximum doit se 
trouver sur la droite de budget et sur la courbe d'indifférence le plus loin de l’origine possible. 
C'est le point de tangence du dessin. 

 
 
Par le calcul, on est amené à maximiser f sous la contrainte (C) : xpx + ypy = R. 

Or ici le problème se résout facilement puisque y = 
R - xpx

py
  et le problème revient à maximiser 

la fonction de la variable x, (x) = f(x, 
R - xpx

py
 ). 

 
 
Plus généralement, dans le cas simple où l’une des variables peut s’exprimer en fonction 
des autres, on pourra se ramener à une optimisation libre (sans contrainte) avec une 
variable de moins. 
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Dans le cas où une variable ne peut s'exprimer en fonction des autres, on utilise une fonction 
auxiliaire L, appelée Lagrangien et qui permet de se ramener à une optimisation sans 
contrainte. 
Pour simplifier, limitons-nous au cas de deux variables, mais la généralisation à n variables 
est simple et naturelle. 
 
       Soit f : (x,y)  f(x,y)  la fonction à optimiser sous la contrainte g(x,y) = 0. 
Le Lagrangien L est la fonction des trois variables x, y et  définie par : 

L(x,y,) = f(x,y) + g(x,y). 
 est appelé multiplicateur de Lagrange. 
 
f et g ont des dérivées partielles secondes continues donc L aussi.  
Montrons que tout extremum de f sous la contrainte g(x,y) = 0 correspond à un extremum de L. 
 
Ecrivons les conditions du premier ordre pour L : 

∂L
∂x  = 0 ,  

∂L
∂y  = 0    et  

∂L
∂  = 0. 

 

Mais remarquons que : 
∂L
∂  = 0    g(x,y) = 0. 

Donc un extremum de L est atteint lorsque x et y sont soumis à la contrainte  
g(x,y) = 0.  
Or si g(x,y) = 0 on a L(x,y,) = f(x,y), et f et L sont minimales ou maximales en même temps. 
Un extremum lié de f sous la contrainte g(x,y) = 0 correspond bien à un extremum libre de L.  
 

Les conditions du premier ordre s'écrivent donc : 




∂f
∂x  + 

∂g
∂x  = 0

 
∂f
∂y  + 

∂g
∂y  = 0

g(x,y) = 0.   

   

 
Les points stationnaires du Lagrangien ne sont pas nécessairement des extrema, sauf dans le 
cadre de la convexité étudié dans la leçon 7. Pour déterminer si un point stationnaire est un 
extrema il est nécessaire de vérifier les conditions du second ordre. Il existe pour cela un outil 
très utile, la matrice hessienne bordée. Nous ne définirons pas cette notion dans le cadre de ce 
cours car elle nécessite des notions mathématiques qui n'y sont pas abordées. Nous nous 
contenterons donc de la recherche des points stationnaires, tout en sachant que l'étude n'est 
pas terminée. 
 
 
Synthèse des résultats à retenir en ce qui concerne l'optimisation sous contrainte : 
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Pour trouver les extrema de f : (x,y)  f(x,y) sous la contrainte  g(x,y) = 0, on regarde d'abord 
si on peut exprimer l'une des variables en fonction de l'autre dans l'expression  
g(x,y) = 0. 
Si c'est le cas, on est ramené à chercher un extremum libre de contrainte. 
 
Sinon, on forme le Lagrangien L : (x,y,)  L(x,y,) = f(x,y) + g(x,y). 
 
Les extrema liés de f sous la contrainte g(x,y) = 0, sont les extrema libres de L. 

Les conditions du premier ordre pour L sont : 
∂L
∂x  = 0, 

∂L
∂  = 0 et g(x,y) = 0, elles permettent 

de déterminer les points stationnaires (x0,y0). 
 
Pour savoir si ce sont effectivement des extrema, il faut  résoudre les conditions du second 
ordre (hors du cadre de ce cours s'il n'y a pas convexité).  

3. Programmation linéaire 
 
 La programmation linéaire a pour objectif de déterminer graphiquement l'extremum 
d'une fonction reliant deux variables sous plusieurs contraintes prenant la forme d'inégalités. 
 

Exemple :  
 - Un fabriquant produit des tables et des bureaux. Chaque table nécessite 2,5 heures 
pour l'assemblage (A), 3 heures pour le polissage (P) et une heure pour la mise en caisse (C). 
Chaque bureau exige 1 heure pour l'assemblage, 3 heures pour le polissage et 2 heures pour la 
mise en caisse. L'entreprise ne peut disposer, chaque semaine que de 20 heures pour 
l'assemblage, 30 heures pour le polissage et de 16 heures pour la mise en caisse. Sa marge de 
profit est de 3 € par table et de 4 € par bureau.  
Déterminer le nombre x de tables et le nombre y de bureaux que l'entreprise doit fabriquer 
pour obtenir le maximum de profit . 
 
 1) Exprimons les données sous formes d'équations et d'inéquations, la fonction à 
optimiser étant ici :  = 3x + 4y 

avec les contraintes suivantes :  


2,5 x + y  20    (pour A)
3x + 3y  30   (pour P)
x + 2y  16   (pour C),xN  et yN

  

 
Ces 3 inégalités s'écrivent : (1)  y  20 - 2,5x 
                 (2)  y  10 - x 

                 (3)  y  8 -
x
2  . 

Graphiquement ces trois inégalités sont représentées par 3 demi-plans délimités par les droites 
d'équations : y = 20 – 2.5x   ,  y = 10 - x    et   y = 8 – 0.5x 
 
D'où la représentation graphique suivante :  
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Le profit  vérifie : y = - 
3
4  x + 


4 , graphiquement, cette égalité est l'équation de droites toutes 

parallèles (coefficient directeur - 
3
4  ) et d'ordonnée à l'origine 


4  . Donc plus la droite s'écarte 

de 0 plus  est grand. Pour obtenir le profit maximum, il suffit donc de tracer la droite de 

coefficient directeur - 
3
4 , se situant dans la zone de contrainte et la plus éloignée possible de 0.  

 
Le point E limite de la représentation graphique, se trouvant encore dans la zone de contrainte 
et sur la droite de profit maximum, permet de déterminer les valeurs x et y correspondant à ce 
profit maximum. 

Ici E a pour coordonnées (4 , 6) et le profit correspondant est  = 36  ( 

4 = 9).  

Ainsi pour obtenir le profit maximum, compte tenu des contraintes sur (A), (P) et (C), 
l'entreprise devra produire 4 chaises et 6 bureaux par semaine.  

 
Remarquons que le profit est maximisé à l'intersection de deux droites de contrainte, en un 
point qualifié de point extrême. 
 
Ceci est un résultat général : 
 

 Lorsque la fonction à maximiser peut avoir une valeur optimale dans la région accessible, 
celle-ci se situera à un point extrême.   

 
Sur la figure précédente, il y a 4 points extrêmes possibles : (0 , 8) , (7 , 3) ,  
(4 , 6) , (8 , 0) . 
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Exercices 

Rappel : pour x voisin de zéro  

 
1

1-x   = 1 + x + x2 + x3 + … + xn + xn (x)                                                              

(1 + x)m = 1 + mx + 
m(m-1)

2!   x2 + … + 
m(m-1)…(m-n+1)

n!   xn + xn (x)   (mR)            

ln(1+x) = x - 
x2

2   + 
x3

3   + … + (-1)n-1 
xn

n   + xn (x)                                  

ex = 1 + 
x
1! + 

x2

2!  + 
x3

3!  + … + 
xn

n!  + xn (x)                       

 
 
Exercice 1 

Etudier l'existence et la nature des extrema éventuels des fonctions f dans les cas suivants : 
1) f(x,y) = x3 + 2xy - 2x2 - 2y2  2) f(x,y) = x3 + 3xy2 - 15x - 12y  
  
3) f(x,y) = 2(x2+y2) - 4xy - 5   4) f(x,y) = x4 - x2 + 2xy + y2    
                               

f(x,y) = ln(x2 + y2 + 1) - 4 x2 + y2 + 1  
 
Exercice 2 

Soit f(x,y) = -x3 + xy2 + 2x - 2y. Rechercher les extrema éventuels de la fonction f et préciser 
leur nature. 
Etudier, selon la valeur du paramètre m, l'existence et la nature des extrema de f telle que : 
f(x,y) = y3 + x2 - 3my. 
 
Exercice 3 

Etudier l'existence et la nature des extrema des fonctions f suivantes définies sur R2 par : 
1) f(x,y) = (x + y2 + 2y)e2x . 
2) f(x,y) = (x2 + y2)exp(x2 - y2 ). 
 
Exercice 4 

Soit f(x,y)= (x+y) e(x+y) . 
1) Calculer les dérivées partielles de f et en déduire les points stationnaires de f. 
2) Que donne la condition du second ordre quant à l'existence d'un extremum pour f(x,y). 
3) Rappeler le développement limité de eu au voisinage de 0. 
Etudier alors la différence f(x,y) - f(x0,y0) au voisinage de tout point stationnaire (x0,y0) de f. 
Conclure quant aux extrema de f(x,y). 
4) Pouvait-on trouver ce résultat plus simplement ? (justifier)  
 
Exercice 5 

Soit f(x,y,z) = x3 + x2y – 4ln(y2 + z) + z2 + 2z + 6y – 2yz. 
1) Préciser l'ensemble sur lequel f est deux fois différentiable. 
2) Montrer que (0,1,1) est un point stationnaire de f. 
3) Déterminer la nature de ce point stationnaire. 
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Exercice 6 

Déterminer et préciser la nature des extrema éventuels de la fonction f définie par : 
f(x,y,z) = x2 + 2y2 + 2z2 + 2z(x – y) –2x –4y. 
 
Exercice 7 

Soit f(x,y,z) = 
1
2 x2 + 

y
x - 

z
y  - 

1
z . 

1) Déterminer l'ensemble sur lequel f est différentiable. 
2) Montrer que (1,1,-1) est un point stationnaire de f. 
3) Déterminer la nature de ce point stationnaire (faire une étude locale en faisant une 
translation pour se ramener à un voisinage de (0,0,0) et des développement limités à l'ordre 2 
si nécessaire ) 

N.B. : On pourra remarquer que : 
3
2 h2 – hk + k2 + tk + t2 = (k - 

1
2 h + 

1
2 t)2 + 

5
4 (h + 

1
5 t)2 + 

7
10 t2. 

 
Exercice 8 

Soit la fonction de satisfaction : S = 58x + 76y - 5x2 - 2xy + 10y2 où x et y sont des quantités 
demandées des biens X et Y. Soit px = 22 et py = 57 les prix de X et de Y. Quelles quantités 
doit-on acheter de X et de Y pour maximiser sa satisfaction lorsque le budget consacré à ces 
deux biens est P = 136? 
 
Exercice 9 

Déterminer et préciser la nature des extrema éventuels de la fonction définie sur R2 par : 

f(x,y) = 
x2

9    + (y-1)2  sous la contrainte x2 + 2y = 3 par la méthode la plus simple. 

 
Exercice 10 

Soient f et g les fonctions définies par f(x,y,z) = x2 + (y - 1)2 + (z - 2)2 et g((x,y,z) = f(x,y,z) +x3. 
f admet-elle un maximum global ? Un minimum global ? un maximum local ? un minimum 
local ?  (justifier les réponses) 
Mêmes question pour g. 
 
Exercice 11 

Soient f et g des fonctions de R3 dans R définies par : 

f(x,y,z) = 
1
2  x2 + y2 + ln|z|  et  g(x,y,z) = x + z + 2. 

1) Préciser l'ensemble sur lequel f et g admettent des dérivées partielles d'ordre 2. 
2) Déterminer le plus simplement possible les extrema de f sous la contrainte  g(x,y,z) = 0. 
 
Exercice 12 

Déterminer et préciser la nature des extrema éventuels des fonctions f suivantes, les variables 
x et y étant liées par une contrainte : 
f(x,y) = 3x - 5y , (x-1)2 + (y+1)2 = 2. 
f(x,y) = 2x + y , x2 + y2 = 5 
 
Exercice 13 

Soit f la fonction définie par f(x,y) = 
1

1 + xy  - x2 + 2x que l'on cherche à optimiser sous la 

contrainte exy = 2y2 + 1. 
Déterminer l'ensemble sur lequel f est différentiable. 
Montrer que (1,0) est un point stationnaire du Lagrangien. 
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Exercice 14 

Soit f la fonction définie sur R2 par f(x,y) = x2 + y2 + 4x - 2y + 1. On considère f sous la 
contrainte (C) 4x2 - y2 = 0. 

Montrer que A = (- 
4
5  , 

8
5 ) est un point stationnaire du Lagrangien.  

A est-il un extrema de f sous la contrainte (C) ? 
 
Exercice 15 

Un fabricant de gravier pour cours de maison en produit 2 catégories : du gravier grossier et 
du gravier fin. Une tonne de gravier grossier nécessite 2 heures de broyage, 5 heures de 
criblage et 8 heures de séchage. Une tonne de gravier fin exige 6 heures de broyage, 3 heures 
de criblage et 2 heures de séchage. La marge de profit est de 40 € pour le gravier grossier et 
de 50 € pour le gravier fin. Le fabricant dispose de 36 heures pour le broyage, 30 pour le 
criblage et de 40 heures pour le séchage. 
Déterminer la combinaison des produits qui maximisera les profits. 
 
Exercice 16 

La société anonyme des fonderies de Bretagne fabrique, entre autres produits, deux articles P1 
et P2 qu'elle vend à des grossistes aux prix respectifs de 320€ et 500€. La fabrication des 
produits P1 et P2 nécessite l'utilisation, dans un ordre quelconque de 3 types de machines 
notées M1, M2 et M3, pendant des temps exprimés en minutes dans le tableau suivant : 
 

 Machines M1 M2 M3

Produits     
P1  20 50 10
P2  30 50 40

 

Pour cette fabrication, ces machines sont disponibles au cours d'un mois : 
300h pour les machines M1, 500h pour les machines M2 et 200h pour les machines M3. 
Les marges sur coûts variables, en pourcentage du prix de vente, s'élèvent à 25% pour P1, 
20% pour P2. 
 

1) Préciser un programme de production permettant d'obtenir la marge sur coût variable 
maximale et le résoudre par la méthode graphique. 
 

2) En déduire le chiffre d'affaire prévisionnel mensuel. 
 

3) Une société X propose de louer l'ensemble des heures disponibles de M1, M2 et M3 aux 
fonderies de Bretagne. On cherche à déterminer le prix de la location d'une minute de M1, 
d'une minute de M2 et d'une minute de M3. Le marché ne peut se traiter bien-sûr que dans la 
mesure où la location du temps machine équivalent à la production d'une unité de P1(resp. P2) 
"rapporte" davantage qu'une unité de P1(resp. P2). Il s'agit ici du problème dual au précédent. 
Poser le problème sans le résoudre. 
 
Exercice 17 

Dans une exploitation agricole, on doit choisir entre deux types d'engrais A et B pour fertiliser 
les terres. Celles-ci requièrent au moins 60 kg de potassium, 120g de calcium et 90g de 
sodium par hectare. 
Dans un paquet d'engrais A, il y a 1 kg de potassium, 3kg de calcium et 3kg de sodium. 
Dans un paquet B, il y a 2kg de potassium, 2kg de calcium et 1kg de sodium. 
Quelles sont les quantités optimales de A et de B à utiliser par hectare, si le prix des paquets 
est de 100€ pour A et pour B 


