Lecon 02 - Correction des ""Exercez-vous''

Exercez vous 4
1) Trouver le D.L. a I'ordre 2 et au point (1,1) de f : (x,y)—>In(1+xy).
2) Donner une développement limité d'ordre 2 de f(x,y) = (x+1)e*+Y) au voisinage de (-1,1) .
En déduire une valeur approchée de (x+1)e*+¥) pour
x=-1.05ety=1.01.

Solution
1) Au voisinage de (1,1) f est différentiable :

Premiére méthode :

1 _L 1 X " _L 2
f X(X,Y) = 1+Xy f y(X,Y) = 1+Xy f xx(X,Y) = (1+Xy)2
Lo (eyexy 1 a2

La formule de Taylor donne :

1 1 1 1 1
In(l4+xy) =In2 + (-5 +(y-D75 +5 [(x-DX-7 ) +2x-D(y-D(7 ) +

1
(y-D2C- 7)1+ (x-D2(y-DHe(x-1,y-1)

Deuxieme méthode

On peut utiliser une technique similaire a celle qui a ét€ mise en place pour les fonctions a une
variable.

On se ramene d'abord a un voisinage de (0,0) en posant :
x=1+hety=1+k. (x,y) voisin de (1,1) équivaut a (h,k) voisin de (0,0).

h + k + hk
— )
h + k + hk
— )

f(x,y) = In(2 + h + k + hk) = In[2(1 +

In2+h+k+hk)=1In2 +In(1 +

) . h+k + hk .
h et k étant voisins de 0, 5 l'est et on appliquer la formule donnant le D.L. de

In(1 + x) pour x voisin de 0.

hek+hk 1 hek+hk o hkehk
N2 +h+k+hl) =In2 + 2 -5y + (T Ye(hk)

ou lim eMhk)=0

(h,k)—(0,0)

. h k h? k? hk
Soit en ordonnant : f(x,y) = In2 ty+5-g gt * (h2 + k2)e(h,k)



Le changement de variables x = 1+h , y = 1+k donne bien le résultat obtenu par la premiere
méthode.

2) Premiére méthode :

f(-1,1) = 0, £ (x,y) = e + (x+1)et) et F(-1,1)=1;
fy(x,y) = (x+1)et+y) et fy(-1,1)=0

' (X,y) = 26049 4 (x+1)etH) et ' (-1,1) =2

'y (X,y) = €04 + (x+1D)e+y) et £,y (x,y) = 1

f'y(X,y) = (x+1)et+y) et £y (-1,1) = 0.

Et on obtient le D.L. suivant :
f(x,y) = (x+1) +% [(X+1)2(2) + 2(x+D)(y-D] + [(x+1)? + (y-1)?] e(x,y)

avec lim ¢&(x,y)=0
X)L

Deuxiéme méthode :
On se ramene a un voisinage de (0,0) en posant x =-1+hety=1+k.
Donc si (x,y) est voisin de (-1,1), (h,k) est voisin de (0,0).

f(x,y) = h e(-1+h+1+k) = h ehtk QOr h+k est voisin de 0 pour (h,k) voisin de (0,0). On peut donc
utiliser le D.L. de eX au voisinage de 0, on obtient:

fxy) = hi1 + (k) +

Soit f(x,y) = h + h? + hk + (h? + k?)e(h,k) .
Et en remplacant h par x+1 et k par y-1, on retrouve le résultat précédent.

+ (h+k)?e(h,k)] avec lim €(hk)=0

(h,k)—(0,0)

Pour x=-1.05 et y=1.01, on obtient : f(-1.05,1.01) = -0.05 + (0.05)2 - 0.05x0.01
f(-1.05,1.01) = -0,0480.



